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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè äðîá-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäóþòñÿ î÷åíü àêòèâíî. Ýòî

ñâÿçàíî ñ çàêîíîìåðíîñòÿìè ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, à òàêæå ñ îáøèðíûìè ïðèëîæåíèÿìè â ôèçèêå è ìîäåëèðîâàíèè (ñì.,

íàïðèìåð, ðàáîòû àâòîðîâ: À. Ì. Íàõóøåâ, Â. Â. Ó÷àéêèí, F. Mainardi, Â. E. Òà-

ðàñîâ, Ò. Ì. Atanackovi�c è äð.).

Èçó÷åíèþ òàêèõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, êîòî-

ðûå âåäóòñÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ âíåñëè À. Ì. Íàõóøåâ, À. Í. Êî÷óáåé, À. À. Êèëáàñ, W. Wyss,

W. R. Schneider, Ya. Fujita, F. Mainardi, E. Buckwar, R. Goren�o, O. P. Agrawal,

À. Â. Ïñõó, Ñ. Ä. Ýéäåëüìàí, Yu. Luchko, Ì. Î. Ìàì÷óåâ, Â. Å. Ôåäîðîâ,

Ì. Â. Ïëåõàíîâà, Ã. Ï. Ëîïóøàíñêàÿ, À. Â. Ãëóøàê, Î. À. Ðåïèí, Ñ. Ì. Ñèòíèê,

Ý. Ë. Øèøêèíà, À. Í. Çàðóáèí è ìíîãèå äðóãèå.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáøèðíîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà áûëè èññëåäîâàíû íà-

÷àëüíûå è îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è. Îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ ñ äàííûìè íà âñåé ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äëÿ óðàâ-

íåíèé, ñîäåðæàùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà, ïðàêòè÷åñêè íå

ïðîâîäèëèñü.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-

ñêèõ ðàáîò ïî òåìàì ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (�� ãîñ.

ðåãèñòðàöèè 01200952821; 01201272416; 01201361966; ÀÀÀÀ-À16-116022510118-

6; ÀÀÀÀ-Á19-219070390086-3), ãðàíòà ÐÔÔÈ (� 09-01-96510), ãîñóäàðñòâåííîãî

çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 075-

03-2021-071).

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè

êðàåâûõ çàäà÷, íîñèòåëÿìè äàííûõ äëÿ êîòîðûõ âûñòóïàåò âñÿ ãðàíèöà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé, äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùèõ

îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî äâóõ. Ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, â
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òîì ÷èñëå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, âîëíîâîìó óðàâíåíèþ è óðàâíåíèþ Ëàâðåòüåâà-

Áèöàäçå, ïðè óñòðåìëåíèè ïîðÿäêà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ê äâóì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìåòîäà Ôóðüå, ïîäõîäà À. Ì. Íàõóøåâà ê äîêàçà-

òåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî

òèïà, îñíîâàííîãî íà ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ, ìåòîäà abc, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé Ñòàíêîâè÷à.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè, à òàêæå ïîñòðîåíû ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, äëÿ êëàññà êðàåâûõ

çàäà÷, íîñèòåëÿìè äàííûõ äëÿ êîòîðûõ âûñòóïàåò âñÿ ãðàíèöà ðàññìàòðèâàå-

ìûõ îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, è ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè çàäà÷

Äèðèõëå è Íåéìàíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùè-

òó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

àíàëîãîâ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííû-

ìè.

2. Äîêàçàíû ïðèíöèïû ìàêñèìóìà ðåøåíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ñ

îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà äðîáíîãî ïîðÿäêà è ìëàäøèìè äðîáíûìè

ïðîèçâîäíûìè â îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòÿõ.

3. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè çàäà÷è Äèðè-

õëå è Íåéìàíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷.

4. Íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðè-

õëå äëÿ íåëîêàëüíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.

5. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ñ ëèíèåé íà÷àë, ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè (àíàëîã óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî

òèïà).

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ïðåäñòàâëåííûå

â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà ýôôåêòèâíûìè ïðèëîæåíèÿìè
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ìåòîäîâ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíî-

ãî ïîðÿäêà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì ñ

ïàìÿòüþ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà ïî ïðîáëåìàì ñîâðå-

ìåííîãî àíàëèçà, èíôîðìàòèêå è ôèçèêå ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ñå-

ìèíàðà � À. Ì. Íàõóøåâ), íà çàñåäàíèÿõ îòäåëà Äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÈÏÌÀ

ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü � À. Â. Ïñõó), íà ìàòåìàòè÷åñêîì ñåìèíàðå ÍÈÓ

"ÁåëÃÓ" (ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðà � Â. Á. Âàñèëüåâ, Ñ. Ì. Ñèòíèê, À. Ï. Ñîë-

äàòîâ, íîÿáðü 2020 ã.), íà îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè ÌÃÑÓ è ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ (ñåíòÿáðü 2020 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ: Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå (Âëàäèêàâêàç � 2010), Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëü-

íûõ ïðîöåññîâ, ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè (Íàëü÷èê � 2011,

Òåðñêîë � 2012), íà IX, X, XII Øêîëàõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Íåëîêàëüíûå êðàåâûå

çàäà÷è è ïðîáëåìû ñîâðåìåííîãî àíàëèçà è èíôîðìàòèêè" (Íàëü÷èê � 2011,

Ýëüáðóñ � 2012, Òåðñêîë � 2014), íà Âñåðîññèéñêèõ è Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ: Ñîâðåìåííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè-

÷åñêîé áèîëîãèè è èíôîðìàòèêè (Íàëü÷èê � 2014), Actual problems of applied

mathematics and physics and School for young scientist nonlocal boundary problems

and modern problems of algebra, analysis and informatics (Elbrus � 2015), Àêòóàëü-

íûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (Íàëü÷èê-Ýëüáðóñ � 2018), íà V Ìåæ-

äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Àäàìà Ìàðåìîâè÷à

Íàõóøåâà: Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷å-

ñêîé áèîëîãèè, èíôîðìàòèêè è ôèçèêè (Íàëü÷èê � 2018).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ àâòîðà [1�27]. Èç íèõ ðàáîòû [2�5] è [9�12] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ,

âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü

îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé

ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê, íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê è âõîäÿùèõ

â ìåæäóíàðîäíûå ðåôåðàòèâíûå áàçû äàííûõ è ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ; ðàáîòû

[13] è [14] îïóáëèêîâàíû â çàðóáåæíûõ èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíàðîäíûå
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ðåôåðàòèâíûå áàçû äàííûõ è ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ðàç-

äåëû: ââåäåíèå, ââîäíàÿ ÷àñòü, òðè ãëàâû, ðàçäåëåííûå íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷å-

íèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû, èçëîæåíà íà 104 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò äâà ðèñóíêà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ñîñòîÿíèÿ ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ, îáîñ-

íîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè è ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

èññëåäîâàíèÿ.

Â ââîäíîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâå-

äåíèÿ èç òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è òåîðèè

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ñòàíêîâè÷à.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åíû óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè äðîáíîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè óñòðåìëåíèè

çíà÷åíèé ïîðÿäêîâ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ê äâóì.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïåðâîé ãëàâû ðåøåíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x2
+ ∂α0yu = 0, 1 < α < 2, (1)

íà ìíîæåñòâå Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b}. Çäåñü ∂α0yu = Dα−2
0y

∂2

∂y2u−
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ïîðÿäêà α,

Dα
atϕ(t) =

sign (t− a)

Γ(−α)

t∫
a

|t− s|−α−1ϕ(s)ds, α < 0,

Dα
atϕ(t) = ϕ(t), α = 0,

Dα
atϕ(t) = signn(t− a)

dn

dtn
Dα−n
at ϕ(t), n− 1 < α ≤ n, n ∈ N.

Dν
at� îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà ν â ñìûñëå Ðèìàíà-

Ëèóâèëëÿ c íà÷àëîì â òî÷êå a.

Ôóíêöèþ u = u(x, y) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè

Ω, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ u ∈ C(Ω̄), uxx, ∂
α
0yu ∈ C(Ω), è ñîîòíîøåíèå

(1) âî âñåõ òî÷êàõ (x, y) ∈ Ω.

Çàäà÷à 1. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, (2)
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u(x, 0) = τ0(x), u(x, b) = τb(x), (3)

ãäå τ0(x), τb(x) � çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå

çàäà÷è 1 íàì ïîíàäîáèòñÿ êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Äèðèõëå

íà èíòåðâàëå (c, d), ò. å. êëàññ òàêèõ ôóíêöèé f(x), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà íà èíòåðâàëå

(c, d);

2) èíòåðâàë (c, d) ìîæíî ðàçäåëèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ÷òî íà

êàæäîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè

1) τ0(x) ∈ C1[0, a], τb(x) ∈ C[0, a],

2) äëÿ τ ′′0 (x) è τ ′b(x) íà ïðîìåæóòêå (0, a) èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ Äèðèõëå,

3) τb(0) = 0, τb(a) = 0, τ0(0) = 0, τ0(a) = 0, òî ôîðìóëà

u(x, y) =
∞∑
n=1

{
τ0n

[
Eα,1

(
λny

α
)
−
yEα,2

(
λny

α
)

bEα,2

(
λnbα

)Eα,1

(
λnb

α
)]

+

+ τbn
yEα,2

(
λny

α
)

bEα,2

(
λnbα

) } sin(
√
λnx),

ãäå Eβ,µ(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(βk+µ) , β > 0, µ ∈ C � ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà,

äàåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (1)-(3), ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû τ0n,

τbn âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

τ0n =
2

a

a∫
0

τ0(x) sin(
√
λnx)dx, τbn =

2

a

a∫
0

τb(x) sin(
√
λnx)dx, λn =

(
πn/a

)2
.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (2), (3) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøå-

íèÿ u ∈ C1(Ω̄), ∂
2u
∂x2 , ∂

α
0yu ∈ C(Ω).

Â ïàðàãðàôå 1.2 â îáëàñòè Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} ïðåäñòàâëåíî
óðàâíåíèå

Dα−1
0x

∂

∂x
u+Dβ−1

0y

∂

∂y
u+ c(x, y)u(x, y) = f(x, y), (4)

ãäå 1 < α, β < 2.
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Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) â îáëàñòè Ω íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, y)

òàêóþ, ÷òî u(x, y) ∈ C(Ω̄), Dα−1
0x ux, Dβ−1

0y uy ∈ C(Ω), ux ∈ L(0, a) ∀ y ∈]0, b[,

uy ∈ L(0, b) ∀ x ∈]0, a[.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), óäîâëå-

òâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u|σ = 0, (5)

ãäå σ = ∂Ω.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü c(x, y) ∈ C(Ω̄), f(x, y) ∈ L2(Ω) è èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

c(x, y) < 0, (x, y) ∈ Ω̄.

Òîãäà äëÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (5) äëÿ óðàâíåíèÿ (4), ïðè

Dα−2
0x ux, D

β−2
0y uy ∈ C(Ω̄), ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖0 ≤ µ‖f‖0,

ãäå µ > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u è f, à ‖·‖0� íîðìà â ïðîñòðàíñòâå

L2(Ω).

Äàëåå ïîä Ω ⊂ {(x, y) : x > 0, y > 0} ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ
âìåñòå ñ ëþáîé òî÷êîé (x, y) ∈ Ω èíòåðâàëû ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (x, y), (x, 0) è

(x, y), (0, y), è îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Æîðäàíà.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) ∈ C(Ω̄), Dα−1
0x ux, Dβ−1

0y uy ∈ C(Ω), óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (4) â îáëàñòè Ω è êðàåâîìó óñëîâèþ

u|∂Ω = 0. (6)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü c(x, y) ∈ C(Ω̄), Dα−2
0x ux, D

β−2
0y uy ∈ C(Ω̄), c(x, y) ≤

0, (x, y) ∈ Ω̄. Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå (6) äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ìîæåò èìåòü íå

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ u(x, y).

Â ïàðàãðàôå 1.3 äîêàçàí ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ {x = (x1, x2, ..., xn) : xi > 0, i = 1, n}, îãðàíè÷åíà
êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ σ, è åñëè òî÷êà x ∈ Ω, òî

Ix ∈ Ω, Ix = (0, x1)× (0, x2)× · · · × (0, xn).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

8



n∑
i=1

(
ai(x)

∂αi

∂xαii
+ bi(x)

∂βi

∂xβii

)
u+ c(x)u = 0, (7)

ãäå ∂αi

∂x
αi
i
u = Dαi−1

0xi
uxi,

∂βi

∂x
βi
i

u = Dβi−1
0xi

uxi, 1 < αi < 2, 0 < βi < 1, ai(x), bi(x),

c(x) ∈ C(Ω̄), i = 1, n.

Ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7) â îáëàñòè Ω áóäåì ïîíèìàòü ôóíê-

öèþ u = u(x), u ∈ C(Ω̄), Dαi−1
0xi

uxi, D
βi−1
0xi

uxi ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâ-

íåíèþ (7) âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Ω, òàêóþ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂xi
u óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî ïåðåìåííîé xi ñ ïîêàçàòåëåì ε > αi − 1, i = 1, n.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðèíöèï ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü

ai(x) > 0, bi(x) ≤ 0, c(x) ≤ 0∀x ∈ Ω̄.

Òîãäà ôóíêöèÿ u íà ãðàíèöå ∂Ω̄ îáëàñòè Ω ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíü-

øåå) ïîëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå) çíà÷åíèå.

Çàäà÷à 4. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), óäîâëå-

òâîðÿþùåå êðàåâîìó óñëîâèþ

u(x) = ϕ(x), (8)

ãäå ϕ(x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂Ω.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ai(x) > 0, bi(x) ≤ 0, c(x) ≤ 0, x ∈ Ω̄. Òîãäà åñëè ñóùå-

ñòâóåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8), òî îíî åäèíñòâåííî.

Çäåñü æå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

n∑
i=1

(
Dαi

0xi
+ ai(x)Dβi

0xi

)
uxi(x) = 0, (9)

ãäå x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, α1, α2, ..., αn ∈ (0, 1), β1, β2, ..., βn ∈ (−1, 0),

Äàëåå, ñëåäóÿ ðàáîòàì À. Â. Ïñõó, çàïèñü D ⊂ C áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî îáëàñòü
D öåëèêîì ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå: D ⊂ {x : xi > 0} è îáëàäàåò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

åñëè x ∈ D, òî Ix ⊂ D, Ix = (0, x1)× (0, x2)× · · · × (0, xn).

Ïóñòü ∂1 = {x ∈ ∂D, xi > 0, i = 1, 2, ..., n}, ∂0 = ∂D \ ∂1. Âêëþ÷åíèå

u(x) ∈ H{λ1,...,λn}∗ (D) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ∈ C1(D) è äëÿ ëþáîãî
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çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè D ⊂ C âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|ux1(x)− ux1(x1 − ε, x2, ..., xn)| ≤ Cελ1, λ1 > α1,

|ux2(x)− ux2(x1, x2 − ε, ..., xn)| ≤ C1ε
λ2, λ2 > α2,

· · · · · · · · · · · ·

|uxn(x)− uxn(x1, x2, ..., xn − ε)| ≤ Cn−1ε
λn, λn > αn,

ãäå C,C1, ..., Cn−1 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9) â îáëàñòè D ⊂ C áóäåì íàçûâàòü ôóíê-

öèþ u = u(x), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

u ∈ C(D̄), u ∈ C1(D ∪ ∂0), u ∈ H{λ1,...,λn}∗ (D), Dαi−1
0xi

uxi(x) ∈ C1(D),

äëÿ âñåõ i = 1, n; âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
|x|→∞

u = 0, â ñëó÷àå, êîãäà D áåñêîíå÷-

íà, è óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (9) â îáëàñòè D.

Ëåììà 1. Ïóñòü ai(x) ≤ 0, x ∈ D̄, u(x) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(9). Òîãäà

inf
x∈∂D̄

u(x) ≤ u(x) ≤ sup
x∈∂D̄

u(x).

Çàäà÷à 5. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(x) óðàâíåíèÿ (9) â îáëàñòè D ⊂ C,
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂D, (10)

ãäå ϕ(x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂D.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ai(x) ≤ 0, x ∈ D. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (9), (10)

åäèíñòâåííî.

Â ïàðàãðàôå 1.5 ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

uxx +Dα
0yD

α
0yu = 0, (11)

ãäå α ∈ (0, 1), â îáëàñòè Ω = {(x, y) : |x| <∞, y > 0}.
Ôóíêöèþ u = u(x, y) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) â îáëà-

ñòè Ω, åñëè

y1−αu ∈ C(Ω̄), uxx, D
α
0yD

α
0yu ∈ C(Ω),

è åñëè îíà â îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (11).
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Çàäà÷à 6. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), óäî-

âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

lim
y→0

Dα−1
0y u = τ(x), (12)

íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, ãäå τ(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü τ(x) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà âñåé îñè ôóíêöèÿ.

Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =
1

π

∞∫
−∞

τ(ξ)G(ξ − x, y)dξ,

ãäå

G(x, y) =
y2α−1

x2

∞∫
0

e−ttE2α,2α

(
−y2α/x2 · t2

)
dt,

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11), (12).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ux, y
1−αDα

0yu ∈ C(Ω̄),

lim
|x|→∞

ux ·Dα−1
0y u = 0,

lim
y→∞

Dα−1
0y Dα

0yu ·Dα−1
0y u = 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) åäèíñòâåííî.

Çàäà÷à 7. Íàéòè â îáëàñòè Ω ôóíêöèþ u(x, y) : y1−αDα
0yu ∈ C(Ω̄),

uxx, D
α
0yD

α
0yu ∈ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (11) è ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ

lim
y→0

Dα−1
0y Dα

0yu = τ(x), −∞ < x <∞, (13)

ãäå τ(x) � çàäàííàÿ íà R ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü |x|ε+1τ(x)→ 0, ïðè |x| → ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =
1

π

∞∫
−∞

τ(ξ)G(ξ − x, y)dξ +
Cyα−1

Γ(α)
,

ãäå

G(x, y) =
ln |x| · yα−1

Γ(α)
+
y3α−1

x2

∞∫
0

e−ttE2α,3α

(
−y2α/x2 · t2

)
dt,

C� íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (11), (13).
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Òåîðåìà 11. Ïóñòü ux, y1−αDα
0yu ∈ C(Ω̄) è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lim
|x|→∞

ux ·Dα−1
0y u = 0,

lim
y→∞

Dα−1
0y Dα

0yu ·Dα−1
0y u = 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (11), (13) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî Cyα−1

Γ(α) .

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1, 3, 5, 7, 9, 10,12,15�21].

Â ïàðàãðàôå 2.1 âòîðîé ãëàâû èññëåäîâàíî óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
− ∂α0yu = 0, (14)

ãäå 1 < α < 2.

Ôóíêöèþ u = u(x, y) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (14) â îáëà-

ñòè

Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b},

åñëè u ∈ C(Ω̄), ∂
2u
∂x2 , ∂

α
0yu ∈ C(Ω), è åñëè u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (14) âî âñåõ

òî÷êàõ îáëàñòè Ω.

Çàäà÷à 8. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14), óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b, (15)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a. (16)

Ïóñòü Qα ⊂ R - ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

λ
1/α
k

(πn)2/α
,

ãäå n ∈ N, λk � âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ôóíêöèè Eα,2(z):

Eα,2(−λk) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî Qα 6= ∅ (â ñëó÷àå 5
3 ≤ α < 2, ôóíêöèÿ Eα,2(z) èìååò íóëè).

Ìíîæåñòâî Qα îãðàíè÷åíî, òî÷êà 0 ñëóæèò äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà òî÷êîé ñãóùå-

íèÿ.

Òåîðåìà 12. Çàäà÷à (14)�(16) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

b/a
2
α 6∈ Qα. (17)
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Çàäà÷à 9. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) â îáëàñòè Ω, ïðè-

íèìàþùåå ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 < y < b, (18)

u(x, 0) = τ0(x), u(x, b) = τb(x), 0 < x < a, (19)

ãäå τ0(x) è τb(x) − èçâåñòíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, a].

Òåîðåìà 13. Åñëè τ0(x) ∈ C[0, a], τb(x) ∈ C2[0, a], ïðîèçâîäíûå τ ′0(x), τ ′′′b (x)�

ýòî ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì íà îòðåçêå [0, a],

τ0(0) = τ0(a) = 0, τb(0) = τb(a) = 0; τ ′′b (0) = τ ′′b (a) = 0;

è èìååò ìåñòî óñëîâèå (17), òî ôóíêöèÿ

u(x, y) =
∞∑
n=1

{
τbn

sinα(λ
1/α
n y)

sinα(λ
1/α
n b)

+

+ τ0n

[
cosα(λ1/α

n y)− sinα(λ
1/α
n y)

sinα(λ
1/α
n b)

cosα(λ1/α
n b)

]}
sin(
√
λnx),

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (18), (19) äëÿ óðàâíåíèÿ (14),

ãäå

τbn =
2

a

a∫
0

τb(x) sin(
√
λnx)dx, τ0n =

2

a

a∫
0

τ0(x) sin(
√
λnx)dx;

sinα(z) =
∞∑
k=0

(−1)kzαk+1

Γ(αk + 2)
, cosα(z) =

∞∑
k=0

(−1)kzαk

Γ(αk + 1)
,

− îáîáùåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïî òåðìèíîëîãèè À.Ì. Íàõóøå-

âà.

Â ïàðàãðàôå 2.5 â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < r, 0 < y < a} ðàññìîòðåíî
óðàâíåíèå

uxx −Dα
0yu = 0, (20)

ãäå 1 < α < 2.

Ôóíêöèþ u = u(x, y) â îáëàñòè D íàçîâåì ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(20), åñëè y2−αu ∈ C(D̄), uxx, D
α
0yu ∈ C(D), è åñëè u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(20) âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè D.
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Çàäà÷à 10. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20) â îáëàñòè D, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u (0, y) = 0, u (r, y) = 0, 0 < y < a, (21)

lim
y→0

Dα−2
0y u = ϕ (x) , 0 < x < r, (22)

Dα−2
0a u = ψ (x) , 0 < x < r, (23)

ãäå ϕ (x) , ψ (x) � ôóíêöèè, çàäàííûå íà îòðåçêå [0, r].

Òåîðåìà 14. Ïóñòü ψ(x) ∈ C1[0, r], ϕ(x) ∈ C1[0, r]; âòîðûå ïðîèçâîäíûå

ψ′′(x) è ϕ′′(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, r], â òî÷êàõ x = 0 è x = r

îáðàùàþòñÿ â íîëü; è âûïîëíåíî óñëîâèå

a/r
2
α 6∈ Qα, (24)

òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (20)�(23) ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 15. Çàäà÷à Äèðèõëå (21), (23) äëÿ óðàâíåíèÿ (20) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå u ∈ C1(D), uxx, D
α
0yu ∈ C(D) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (24).

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå âî âòîðîé ãëàâå îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [4, 6,

11,22,26,27].

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå

Lu ≡ ∂2u

∂x2
−Dα

0y

∂u

∂y
= 0, (25)

c îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, â îáëàñòè Ω = {(x, y) :

0 < x < r, −a < y < b, y 6= 0}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω+ = Ω ∩ {y > 0}, Ω− = Ω ∩ {y < 0}.
Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (25) â îáëàñòè Ω íàçîâåì ôóíêöèþ u =

u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: u ∈ C1(Ω̄), Dα−1
0y uy ∈ C(Ω̄−)∩

C(Ω̄+), uxx, D
α
0yuy ∈ C(Ω− ∪ Ω+), uxy ∈ C(Ω̄+) è óðàâíåíèþ (25) â îáëàñòè

Ω− ∪ Ω+.

Çàäà÷à 11. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25), äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(0, y) = 0, u(r, y) = 0, −a < y < b, (26)

u(x,−a) = τa(x), u(x, b) = τb(x), 0 < x < r, (27)
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lim
y→0+

Dα−1
0y uy = lim

y→0−
Dα−1

0y uy,

ãäå ôóíêöèè τa(x) è τb(x) â òî÷êàõ x = 0 è x = r îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü τa(x) ∈ C2[0, r], τb(x) ∈ C4[0, r], ïðîèçâîäíûå τ ′′′a (x) è

τ
(V )
b (x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, r], ôóíêöèè τ ′′a (x), τ ′′b (x) è τ

(IV )
b (x)

ïðè x = 0 è x = r ðàâíû íóëþ;

bα+1/r2 ≥ h

π2
,

ãäå h íàèáîëüøåå ÷èñëî èç äåéñòâèòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèé Eα+1,α+1(−t) è

Eα+1,1(−t), òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (25)�(27) ñóùåñòâóåò.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 17. Ðåøåíèå çàäà÷è (25)�(27) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

bαEα+1,α+1

(
−λnbα+1

)
Eα+1,1

(
λna

α+1
)
6=

−Eα+1,1

(
−λnbα+1

)
aαEα+1,α+1

(
λna

α+1
)
,

λn =
(
πn
r

)2
, n = 1, 2, ...

Òåîðåìà 18. Ïóñòü (π2/r2)bν ≥ max{z1, z2}, ν = α + 1, ãäå z1 = max{z ∈
R : Eν,ν(−z) = 0}, z2 = max{z ∈ R : Eν,1(−z) = 0}. Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

(25)-(27) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2, 8, 13,14,23�25].

Â çàêëþ÷åíèè côîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñè-

ìûå íà çàùèòó.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòü Àðñåíó Âëà-

äèìèðîâè÷ó Ïñõó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è íåîöåíèìîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó,

à òàêæå Àäàìó Ìàðåìîâè÷ó Íàõóøåâó çà î÷åíü ïîëåçíûå ðåêîìåíäàöèè è

ñîâåòû âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû.

Ðàáîòû, îïóáëèêîâàííûå àâòîðîì â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóð-

íàëàõ è èçäàíèÿõ:
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