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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Óïðàâëåíèå òåìïåðàòóðíûì ïîëåì íàãðåâàòåëüíûõ
óñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ âî ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñàõ, òàêèõ êàê ïðîèçâîäñòâî ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ, öâåòíîãî ñòåêëà, âûðà-
ùèâàíèå êðèñòàëëîâ è äðóãèõ, ïîñêîëüêó äàæå íåçíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå îò
çàäàííîé òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ òåõíî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà è óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîé ïðîäóêöèè.

Â ñîâðåìåííûõ ïðîìûøëåííûõ óñòàíîâêàõ ïðåèìóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ
ðåãóëÿòîðû òåìïåðàòóðû ñ òèðèñòîðíûìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ýëåêòðè÷åñêîé
ýíåðãèè ñ ôàçîâûì óïðàâëåíèåì. Êàê èçâåñòíî, óõóäøåíèå êîýôôèöèåíòà ìîù-
íîñòè èç-çà èñêàæåíèÿ ôîðìû êðèâîé ïîòðåáëÿåìîãî òîêà ïðè áîëüøèõ ìîùíî-
ñòÿõ íàãðóçêè, ÿâëÿåòñÿ êðóïíûì íåäîñòàòêîì òàêèõ ñèñòåì.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ â íàãðåâàòåëüíûõ óñòàíîâêàõ
áîëüøîé ìîùíîñòè â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ñèñòåìó, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå âûñîêî÷àñòîòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ
øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèåé.

Â òî æå âðåìÿ îáåñïå÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ðàáî÷èõ ðåæèìîâ è òðåáóåìîãî êà÷å-
ñòâà óïðàâëåíèÿ â èìïóëüñíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé, ñâÿçàííîé
ñ ïðîáëåìîé ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïîäàâëåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ êîëåáàíèé.

Ïîýòîìó ñèñòåìíûé àíàëèç óïðàâëÿåìûõ òåïëîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ìåòîäà-
ìè ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé äèíàìèêè, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü óñëîâèÿ èõ áåç-
îïàñíîé è óñòîé÷èâîé ðàáîòû ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òåõíîëîãè÷åñêîé
ñðåäû è âíåøíèõ âîçìóùåíèé, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé â èìïóëüñíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò
ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ [Ôè-
ëèïïîâ À.Ô., 1960, 1963, 1985; Óòêèí Â.È. 1981] (êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì). Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ãëàäêèõ ñèñòåì ðàçäåëåíî íåêîòîðûìè
ïîâåðõíîñòÿìè ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè ñøèâàíèÿ òðàåêòîðèé íà îòäåëüíûå îá-
ëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ðàçíûìè ãëàäêèìè âåêòîð-
íûìè ïîëÿìè [Ôåéãèí Ì.È., 1970].

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âîçìîæíû ñïåöèôè÷åñêèå íàðóøåíèÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîãäà òðàåêòîðèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ãðàíèöó îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé ñøèâàíèÿ. Ýòî âûçû-
âàåò íàðóøåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [Ôåéãèí Ì.È.,
1970]. Òàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåñòðîéêè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîëó÷èëè íà-
çâàíèå Ñ-áèôóðêàöèé (¾C¿ îò ñëîâà ¾ñøèâàòü¿) [Ôåéãèí Ì.È., 1970, 1974, 1978,
1994, 1999]. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ îáû÷-
íî ñâîäÿòñÿ ê êóñî÷íî-ãëàäêèì îòîáðàæåíèÿì, ñøèòûì èç îòäåëüíûõ ãëàäêèõ
ôóíêöèé, îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàçäåëåíû ìíîãîîáðàçèÿìè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ (¾switching manifolds¿). Ñ-áèôóðêàöèÿì â òàêèõ îòîáðàæåíèÿõ îòâå÷àåò òàê
íàçûâàåìûå ¾border-collision¿ (BC) áèôóðêàöèè [Nusse H., Yorke J. 1992], êîãäà
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêàÿ
îðáèòà äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñòàëêèâàåòñÿ ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷å-
íèÿ. Òåðìèí ¾border-collision¿ íå èìååò îôèöèàëüíîãî ïåðåâîäà â ðóññêîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå, ïîýòîìó èñïîëüçóåì åãî â îðèãèíàëå ( ¾border-collision¿ èëè BC).

Êàê èçâåñòíî, ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè îïðåäåëÿþòñÿ èõ ëîêàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè, òàêèìè, íàïðèìåð, êàê ìàòðèöà ßêîáè è åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, âû-
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÷èñëåííûå â íåïîäâèæíîé òî÷êå èëè íà òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà.
Â ðåçóëüòàòå òàêèõ áèôóðêàöèé íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èëè öèêë ìîãóò âîçíèê-
íóòü/èñ÷åçíóòü èëè ïîòåðÿòü ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü. Åñëè æå äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, òî ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè,
âêëþ÷àþò è ¾border collision¿ áèôóðêàöèè.

Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè îòíîñÿòñÿ ê ãëîáàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû. Îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû, íàïðèìåð, ñ êàñàíèÿìè èëè ¾êîíòàê-
òàìè¿ â òî÷êàõ ãîìî-, ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèé, à çàòåì è òðàíñâåðñàëü-
íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé
ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.
Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Äëÿ èçó÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ ÿâëå-

íèé â èìïóëüñíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóðíûì ïîëåì òåïëîòåõíè÷å-
ñêèõ óñòàíîâîê ýôôåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìíîãî àíà-
ëèçà [Ïåðåãóäîâ Ô.È., Òàðàñåíêî Ô.È.; Òàðàñåíêî Ô.Ï.; Jackson M.C.; War�eld
J.N.] ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ òåîðèè íåãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé â íåãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
ïðåäñòàâëÿþò îäíó èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé äèíàìèêè
è ñòèìóëèðóþòñÿ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè ìåõàíèêè, òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ è ñîâðåìåííîé ñèëîâîé ýëåêòðîíèêè, à òàêæå áèîëîãèè, ýêîíîìè-
êè è ñîöèàëüíûõ íàóê. Òåðìèí ¾border collision¿ áûë ââåäåí Nusse H., Yorke J.,
[Nusse H., Yorke J. 1992, 1995] äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî, ñëåäó-
åò çàìåòèòü, ÷òî òàêèå áèôóðêàöèè âïåðâûå áûëè èññëåäîâàíû Ôåéãèíûì Ì.È.
åùå â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîò Nusse H.E. è Yorke J.A. è
íàçâàíû èì ¾Ñ-áèôóðêàöèÿìè¿ [Ôåéãèí Ì.È., 1970, 1974, 1978, 1994, 1999]. Ê
÷èñëó ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðîé áûë âûïîëíåí äåòàëüíûé áèôóðêàöèîííûé àíà-
ëèç êóñî÷íî-ãëàäêîé ñèñòåìû ñ ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêîé, ñëåäóåò îòíåñòè
ðàáîòó Áàóøåâà Â.Ñ. è äð. [Áàóøåâ Â.Ñ., Æóñóáàëèåâ Æ.Ò., 1992].

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âíåñëè Nordmark A.B.(Øâåöèÿ); Banerjee S. (Èíäèÿ); íàó÷íàÿ ãðóï-
ïà Áðèñòîëüñêîãî óíèâåðñèòåòà Di Bernardo M., Hogan J. è äð. (Àíãëèÿ);
Zhusubaliyev Zh.Ò. (Æóñóáàëèåâ Æ.Ò., Ðîññèÿ) è Mosekilde E. (Äàíèÿ); Tse
C.K.(Ãîíêîíã); Gardini L. (Èòàëèÿ); Avrutin V. (Ãåðìàíèÿ); El Aroudi A. (Èñ-
ïàíèÿ); Olivar G. (Êîëóìáèÿ).

Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ìíîãîìåðíûõ
ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì çàëîæåíû è ðàçâèòû â ðàáîòàõ Newhouse S.E.,
Palis J., Takens F., Øèëüíèêîâà Ë.Ï., Ãàâðèëîâà Í.Ê., Ãîí÷åíêî Ñ.Â., Èëüÿ-
øåíêî Þ.Ñ., Òóðàåâà Ä.Â.è äð. Òåîðèÿ áèôóðêàöèé íåîáðàòèìûõ äâóìåðíûõ
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ðàçâèòà Mira Ch., Gumowski I., Gardini L. è äð.

Tåîðèÿ ëîêàëüíûõ (êëàññè÷åñêèõ è BC áèôóðêàöèé) è íåëîêàëüíûõ áèôóð-
êàöèé â îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ, ìîæíî ñêà-
çàòü, íîñèò ïî÷òè çàêîí÷åííûé õàðàêòåð [Avrutin V., L. Gardini L. è äð.]. Â
îòíîøåíèè ìíîãîìåðíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ è îäíîìåðíûõ ðàçðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé ýòîãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè äâóìåðíûõ, òðåõìåð-
íûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì àê-
òèâíûõ èññëåäîâàíèé. Ê ÷èñëó âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ çà ïîñëåäíèå
10-15 ëåò, ìîæíî îòíåñòè BC è íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè çàìêíóòîé èíâàðèàíò-
íîé êðèâîé è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàçíûå ôîðìû ìóëüòèñòàáèëüíîãî ïîâåäåíèÿ
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[Zhusubaliyev Zh. Ò., Mosekilde E. Banerjee S.], ¾dangerous bifurcations¿ [Avrutin
V., Zhusubaliyev Zh.Ò., Banerjee S., Sushko I, Gardini L.], ¾center bifurcation¿
[Sushko I, Gardini L.], áèôóðêàöèè ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ (¾sliding bifurcations¿)
[Di Bernardo M., Hogan J. è äð.].

Îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé äèíàìèêè � ýòî èññëå-
äîâàíèå ìóëüòèñòàáèëüíîñòè [Leonov G.A., Kuznetsov N.V.; Pisarchik A.; Feudel
U.]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìóëüòèñòàáèëüíûõ ñèñòåì ñîçäàíà òåîðèÿ ñêðûòûõ
àòòðàêòîðîâ (hidden attractors) [Leonov G.A., Kuznetsov N.V.]. Êàê èçâåñòíî, ãëî-
áàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåäêèì ñâîéñòâîì íåëèíåéíûõ ñèñòåì [Leonov
G.A., Kuznetsov N.V. è äð.], ïîñêîëüêó èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð, êîòîðûé ïðèòÿãèâàåò âñå òðàåêòîðèè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. ×àñòî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ ìîãóò
ñîñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî àòòðàêòîðîâ.

Îñîáåííîñòü ìóëüòèñòàáèëüíûõ ñèñòåì ñîñòîèò â âûñîêîé ÷óâcòâèòåëüíîñòè
ê âíåøíèì ïîìåõàì. Äàæå ñêîëü óãîäíî ìàëûå ñëó÷àéíûå ïîìåõè èëè âàðèà-
öèè ïàðàìåòðîâ ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåïðîãíîçèðóåìûì èçìåíåíèÿì äèíàìèêè,
íàïðèìåð, ê âçðûâíîé õàîòèçàöèè êîëåáàíèé.

Ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ íàáëþäàþòñÿ ãëîáàëüíûå ïåðåñòðîéêè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, îáóñëîâëåííûå îáðàçîâàíèåì ãîìî- èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, êà÷åñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ãðàíèö áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ ñîñóùåñòâóþ-
ùèõ àòòðàêòîðîâ, ïðèâîäÿùèìè ê êðèçèñàì. Â êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ
òàêèå áèôóðêàöèè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû êàê ñ êàñàíèåì, òàê è ñ ¾êîíòàêòàìè¿
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû â òî÷êàõ íåãðóáîé
ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ñèñòåì íå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé, ïðèãîäíîé äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, àíà-
ëîãè÷íîé òîé, ÷òî ñîçäàíà ñåé÷àñ äëÿ ãëàäêèõ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé [Ãîí-
÷åíêî Ñ.Â., Òóðàåâ Ä.Â., Øèëüíèêîâ Ë.Ï. è äð.] è íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé
[Mira Ch., Gumowski I., Gardini L. è äð.].

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ìóëüòèñòà-
áèëüíîñòè òðåáóåòñÿ íàéòè ñïåöèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, òàêèå êàê
ðåïåëëåðû, ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû âìåñòå ñ èõ óñòîé÷èâûìè è íåóñòîé-
÷èâûìè èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, èãðàþùèå êëþ÷åâóþ ðîëü â ãëîáàëü-
íîé äèíàìèêå.

Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ íåëüçÿ íàéòè íè
àíàëèòè÷åñêè, íè ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ëèíåàðèçàöèè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà îäíî-, äâóìåðíûõ èíâàðè-
àíòíûõ ìíîæåñòâ [Parker T.S., Chua L.O.; Osinga H.M., Krauskopf B. è äð.;
Fundinger D.; Li H., Fan Y. è äð.; Goodman R.H., Wr�obel J.K.]. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè äâà è âûøå çàäà÷à ýòà îñòàåòñÿ
ìàëî èçó÷åííîé è ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ íåëèíåéíîé äèíàìèêè â ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷àõ ñâÿçàíî è ñ îáîñíîâàíèåì âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ ìîäåëåé âûñîêîé
è äàæå áåñêîíå÷íîìåðíîé ðàçìåðíîñòè, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ òåïëîòåõíè÷åñêèå
ñèñòåìû, ê ìàëîìåðíûì áàçîâûì (ýòàëîííûì) ìîäåëÿì, îïèñûâàþùèì îáùèå
ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îáúåêòîâ è äîïóñêàþùèì äåòàëüíûé áèôóð-
êàöèîííûé àíàëèç. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîçäàíèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâ-
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ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà.
Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîòåõíè÷åñêèõ ñè-

ñòåì ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà íåëèíåéíûõ ÿâëå-
íèé, èíäóöèðîâàííûõ íåëîêàëüíûìè áèôóðêàöèÿìè, îòâåòñòâåííûìè çà ìóëü-
òèñòàáèëüíîñòü è íåðåãóëÿðíóþ äèíàìèêó, â öåëÿõ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ïðî-
ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ óñòîé÷èâûå óïðàâëÿåìûå òåõíîëîãè÷å-
ñêèå ðåæèìû ñ çàäàííûìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿâëÿåòñÿ àêòó-
àëüíîé çàäà÷åé.
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ðåàëèçàöèè: ÍÈÐ ¾Ðàçðà-

áîòêà ìèêðîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âûðàùèâàíèåì è ïðåöèçèîí-
íîé îáðàáîòêîé ìîíîêðèñòàëëîâ ñàïôèðà¿, äîãîâîð � À-4/15 îò 14.04.2015
ã.; ÍÈÐ ¾Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ÑÀÓ òåïëîòåõíîëîãè÷åñêèìè îáúåêòà-
ìè âûñîêîé ìîùíîñòè â êëàññå äèñêðåòíûõ ñèñòåì¿, äîãîâîð � À-62/17 îò
27.04.2017 ã. â ðàìêàõ ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ÁÃÒÓ èì. Â.Ã. Øó-
õîâà íà 2012-2016 è 2017-2021 ãîäû, ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå äîãîâîðîì 03/19
îò 03.03.2019 ã. â ðàìêàõ cîãëàøåíèÿ � 075-11-2019-070 îò 29.11.2019 (óíè-
êàëüíûé íîìåð 07519SU2000000). Èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæàíû ÐÔÔÈ, ïðîåêò �
14-41-08009, ð−îôè−ì ¾Ñèíòåç àäàïòèâíûõ è íå÷åòêèõ ïîçèöèîííûõ ýíåðãîñáå-
ðåãàþùèõ ñèñòåì àâòîìàòèçàöèè òåïëî-òåõíîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ìàøèí è ìå-
õàíèçìîâ¿, 2014-2017 ãã.
Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå àíàëèçà òåïëîòåõíè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì íà îñíîâå ñîçäàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ è àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, èíäóöèðîâàííûõ íåëî-
êàëüíûìè áèôóðêàöèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèõ óïðàâëÿåìûå òåõíîëîãè÷åñêèå ðå-
æèìû ñ çàäàííûìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïðîãíîçèðîâàíèå ìóëü-
òèñòàáèëüíîñòè è ïîäàâëåíèå íåðåãóëÿðíûõ êîëåáàíèé.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ ñëå-
äóþùèå çàäà÷è:

1. Àíàëèç ñîñòîÿíèÿ âîïðîñà óïðàâëåíèÿ ìîùíûìè òåïëîýíåðãåòè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè.

2. Ðàçðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè òåïëîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ
øèðîòíî-èìïóëüñíûì àâòîìàòè÷åñêèì óïðàâëåíèåì.

3. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ
øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ áèôóð-
êàöèîííîãî àíàëèçà ãëîáàëüíîé äèíàìèêè

4. Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ãëîáàëüíîé äèíàìèêè è ðàçðàáîòêà ðåêîìåíäà-
öèé ê îáåñïå÷åíèþ óïðàâëÿåìûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñ çàäàííûìè äèíà-
ìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îáúåêò èññëåäîâàíèé. Òåïëîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû áîëüøîé ìîùíîñòè ñ

øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì.
Ïðåäìåò èññëåäîâàíèé. Ãëîáàëüíûå áèôóðêàöèè â êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó.
1. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîòåõíè÷å-

ñêèõ ñèñòåì ñ øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, îñíîâó êîòîðîé ñîñòàâëÿþò:
• ïîëó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâîãî îáúåêòà â ôîðìå òðàíñöåí-

äåíòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-
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äà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè;
• ïðåîáðàçîâàíèå òðàíñöåíäåíòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ê

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé âûñîêîãî ïîðÿäêà â öåëÿõ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè
ìîäåëè, ïîëó÷åííîé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå îáúåêòà;
• ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ òåïëîâîãî îáúåêòà íà îñíîâå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ öåëüþ åãî îïèñàíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé
ôóíêöèåé;
• ïîëó÷åíèå áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè øèðîòíî-èìïóëüñíîé ñèñòåìû

óïðàâëåíèÿ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ è êóñî÷íî-ãëàäêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, äîïóñêàþùèõ äåòàëüíûé
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé áèôóðêàöèîííûé àíàëèç.

2. Ðàçðàáîòàí öåëîñòíûé ïîäõîä ê ñèñòåìíîìó àíàëèçó íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé,
èíäóöèðîâàííûõ ãëîáàëüíûìè áèôóðêàöèÿìè, êîòîðûé îáúåäèíÿåò ñëåäóþùóþ
ãðóïïó àëãîðèòìîâ:
• ãèáðèäíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîèñêà óñòîé÷èâûõ/íåóñòîé÷èâûõ ñîñóùå-

ñòâóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäàííîãî ïåðèîäà è îïðåäåëåíèÿ èõ ëîêàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþùèé èñêëþ÷èòü ðåøåíèå ñëîæíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è èíòåãðèðîâàíèå
óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì;
• àëãîðèòì ðàñ÷åòà óñòîé÷èâûõ/íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-

çèé, îñíîâàííûé íà èòåðèðîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè âäîëü óñòîé÷èâî-
ãî/íåóñòîé÷èâîãî ïîäïðîñòðàíñòâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.
Îñíîâó àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò îðèãèíàëüíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèè, ñîñòîÿùèé â ñâåäåíèè çàäà÷è ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Òàêîé ìåòîä èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè è ïðåîäîëåíèÿ ñîïóòñòâóþùèõ
ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì.
• àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, â êîòîðîì

ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåçà-
âèñèìî îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè.

3. Âûïîëíåí àíàëèç íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, èíäóöèðîâàííûõ íåëîêàëüíûì áè-
ôóðêàöèÿìè, ÷òî ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè ìóëüòèñòà-
áèëüíîé äèíàìèêè:
• ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò äâóõ-

÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèÿ îò-
âå÷àþò çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå, âîçíèêàþùèå ÷åðåç áèôóðêàöèþ
Íåéìàðêà-Ñàêåðà èëè ÂÑ áèôóðêàöèþ, à òàêæå ÿâëåíèå çàõâàòà ÷àñòîòû;
• âûÿâëåíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ íàãðåâàòåëüíîé óñòà-

íîâêè äèíàìèêà óñëîæíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè.
Ïðè ýòîì ÷èñëî àòòðàêòîðîâ, ñîñóùåñòâóþùèõ c óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé èíâàðè-
àíòíîé êðèâîé, ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ. Ãðàíèöåé áàññåéíà
ïðèòÿæåíèÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îäíîé èç
ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ïàðå ñ óñòîé÷èâîé îðáèòîé
òîãî æå ïåðèîäà ÷åðåç ÂÑ ¾fold¿ áèôóðêàöèþ (àíàëîã ñåäëî-óçëîâîé â ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèÿõ).
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ áàçèðóþòñÿ íà ìåòîäàõ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, òåîðèè

àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ìåòîäàõ íåëèíåéíîé äèíàìèêè, âû÷èñëèòåëüíîé
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ìàòåìàòèêè, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è áèôóðêàöèé.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
1. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü òåõíîëîãè÷åñêèå ðåæèìû

òåïëîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì áîëüøîé ìîùíîñòè ñ çàäàííûìè äèíàìè÷åñêèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè è ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè øèðîêîãî êëàññà
èìïóëüñíûõ ñèñòåì.

2. Ðàçðàáîòàí ïðîòîòèï ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà àíàëè-
çà ãëîáàëüíîé äèíàìèêè êóñî÷íî-ãëàäêèõ ìîäåëåé, êîòîðûé ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ
äëÿ ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñ èìïóëüñ-
íîé ìîäóëÿöèåé.
Ðåàëèçàöèÿ è âíåäðåíèå. Íà ïðåäïðèÿòèè ÎÎÎ ¾Òåõñàïôèð¿ (ã. Áåëãî-

ðîä) è â ÔÃÀÎÓ ÂÎ Áåëãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâà-
òåëüñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÈÓ ¾ÁåëÃÓ¿) (ã. Áåëãîðîä) ïðîâåäåíû ïðîìûøëåííûå
èñïûòàíèÿ è ïîëó÷åíû ðåêîìåíäàöèè ê âíåäðåíèþ øèðîòíî-èìïóëüñíîé ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ íàãðåâàòåëüíûìè óñòàíîâêàìè âûñîêîé ìîùíîñòè, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè àêòàìè. Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå â äèññåðòàöèè, èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÁÃÒÓ èì.
Â.Ã. Øóõîâà â ðàìêàõ äèñöèïëèí ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì è ïðîöåññîâ¿, ¾Ìîäå-
ëèðîâàíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿ è ¾Ïðîåêòèðîâàíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿, à òàêæå
ïðè âûïîëíåíèè âûïóñêíûõ êâàëèôèêàöèîííûõ ðàáîò.
Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ âûâîäîâ è ïîëîæåíèé äîñòèãàåòñÿ èñïîëüçîâàíè-

åì îáùåïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñòðîãèõ
ìåòîäîâ áèôóðêàöèîííîãî àíàëèçà, òùàòåëüíîé ïðîâåðêîé ðåçóëüòàòîâ àíàëè-
çà ãëîáàëüíîé äèíàìèêè ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ¾Search Circle
(SC)¿ àëãîðèòìà, à òàêæå ñîãëàñîâàííîñòüþ ñ ñóùåñòâóþùèìè òåîðåòè÷åñêèìè
çíàíèÿìè î ãëîáàëüíîé äèíàìèêå íåãëàäêèõ ñèñòåì.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ïî ïðî-
áëåìàì óïðàâëåíèÿ â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2015); 30-é è 31-é
ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è
òåõíîëîãèÿõ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017, 2018), 13-é, 14-é è 15-é ìåæäóíàðîäíûõ
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ðàñïîçíàâàíèå¿ (Êóðñê, 2017, 2018, 2019);
ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾International Conference
on Modern Trends in Manufacturing Technologies and Equipment¿ (Ñåâàñòîïîëü,
2017, 2018, 2019); VI è VII Ñðåäíåðóññêîì ýêîíîìè÷åñêîì ôîðóìå ÑÝÔ (Êóðñê,
2017, 2018); åæåãîäíûõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ÁÃ-
ÒÓ èì. Â.Ã. Øóõîâà è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåõíè÷åñêàÿ
êèáåðíåòèêà ÁÃÒÓ èì. Â.Ã. Øóõîâà (Áåëãîðîä, 2015-2020).

Îáëàñòü èññëåäîâàíèé. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîîòâåò-
ñòâóåò ñëåäóþùèì ïóíêòàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.01 � ¾Ñèñòåìíûé àíà-
ëèç, óïðàâëåíèå è îáðàáîòêà èíôîðìàöèè (ïî îòðàñëÿì)¿:
• Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, îï-

òèìèçàöèè, óïðàâëåíèÿ, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.
• Ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå÷å-

íèÿ ñèñòåì àíàëèçà, îïòèìèçàöèè, óïðàâëåíèÿ, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è îáðàáîòêè
èíôîðìàöèè.
Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 18 ïå÷àòíûõ ðà-
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áîò, èç íèõ � 6 ñòàòåé â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ, 3 ñòàòüè â
èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ Web of Science è Scopus, 2 ïàòåíòà ÐÔ íà èçîá-
ðåòåíèå è 3 ñâèäåòåëüñòâà îá îôèöèàëüíîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå, ëè÷íî àâ-

òîðîì â [1,3,16] ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, âûïîëíåíà èäåíòè-
ôèêàöèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòè-
êå è ñôîðìèðîâàíà ìîäåëü â ôîðìå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-
öèè; â [2,10,11] ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ òåïëîòåõíè÷åñêîé óñòàíîâêîé;
â [4�9,12,13] âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå è òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ; â ñîçäàíèè èçîáðåòåíèé [14,15] àâòîðû âíåñëè
ðàâíûé âêëàä; â [17] ðåàëèçîâàí àëãîðèòì â âèäå ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû; â
[18] ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ øèðîòíî-èìïóëüñíûõ ñèñòåì.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 140 íàèìåíî-
âàíèé è ïðèëîæåíèÿ, èçëîæåíà íà 108 ñòðàíèöaõ (áåç ïðèëîæåíèÿ), ñîäåðæèò
24 ðèñóíêà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû
öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèé, íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü, ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðîâåäåí àíàëèç ñîñòîÿíèÿ âîïðîñà óïðàâëåíèÿ òåìïåðà-
òóðíûì ïîëåì òåïëîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì íà áàçå ìîùíûõ íàãðåâàòåëüíûõ
óñòàíîâîê, ïðåäëîæåíà øèðîòíî-èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóð-
íûì ïîëåì, ïîçâîëÿþùàÿ óâåëè÷èòü ýíåðãåòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü. Ðåçóëüòà-
òû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [2,10,11,14,15].

Â îáùåì ñëó÷àå íàãðåâàòåëüíàÿ óñòàíîâêà èìååò ñëåäóþùèå çîíû: âíóòðåí-
íåå ïå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå âîçäóõîì èëè ãàçîì; ýëåêòðîíàãðåâàòåëü,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûé ïåðåä âíóòðåííèì ñëîåì ôóòåðîâêè, è âíåøíèé
ñëîé ôóòåðîâêè, îáðàìëåííûé ìåòàëëè÷åñêîé çàùèòîé. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà
ïå÷è � îãðàíè÷åííûé öèëèíäð, ñâåðõó è ñíèçó êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ ôóòå-
ðîâêè. Âõîäíîé óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü, ïîäâîäèìàÿ ê
íàãðåâàòåëþ, à âûõîäíîé ïåðåìåííîé � òåïëîâîå ñîñòîÿíèå â òî÷êå èçìåðåíèÿ
òåìïåðàòóðû.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü çàêîí
èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âíóòðåííåì ïå÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñ îïðåäåë¼ííîé
ñòåïåíüþ íàðàùèâàíèÿ è ñïàäà òåìïåðàòóðû. Òàê, íàïðèìåð, ïðè âûðàùèâà-
íèè ìîíîêðèñòàëëîâ ñàïôèðà � ýòî ýòàïû ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðåâà øèõòû äî
ñòàäèè ðàñïëàâà, çàòðàâêè, ðîñòà è âûòÿãèâàíèÿ êðèñòàëëà, îñòûâàíèÿ, à ïðè
ïðîèçâîäñòâå ïåíîñòåêîëüíûõ áëîêîâ � ýòî íàãðåâ øèõòû äî ñòàäèè ðàñïëàâà,
ïåíîîáðàçîâàíèå, îñòûâàíèå. Êàæäûé èç ýòèõ ýòàïîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäå-
ëåííûì òåìïåðàòóðíûì ðåæèìîì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåìïåðàòóðíûå ðåæèìû â
ïå÷íîì ïðîñòðàíñòâå îáåñïå÷èâàþòñÿ ñèñòåìàìè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñ
òèðèñòîðíûìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê
òàêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâåííî èñêàæàåòñÿ ôîðìà êðèâîé ïîòðåá-
ëÿåìîãî òîêà èç-çà ïåðåêîñà óãëà óïðàâëåíèÿ âåíòèëÿìè. Ýòî óõóäøàåò êîýôôè-
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öèåíò ìîùíîñòè è ýëåêòðîìàãíèòíóþ ñîâìåñòèìîñòü íàãðåâàòåëüíîé óñòàíîâêè.
Îäíèì èç ïóòåé ñíèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ èñêàæåíèé òîêà â ïèòàþùåé ñåòè è
ïîâûøåíèÿ êîýôôèöèåíòà ìîùíîñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì íà îñíîâå
âûñîêî÷àñòîòíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ øèðîòíî-èìïóëüñíîé
ìîäóëÿöèåé, ðåàëèçîâàííûõ íà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìûõ ñèëîâûõ êëþ÷àõ. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà øèðîòíî-
èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè (ØÈÌ) ïåðâîãî ðîäà (öèôðîâîé ØÈÌ). Íîâèçíà òåõ-
íè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàùèùåíà ïàòåíòaìè ÐÔ íà èçîáðåòåíèÿ [14,15]. Ïðîâåäåíû
ïðîìûøëåííûå èñïûòàíèÿ, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðûõ ïîëó÷åíû ðåêîìåíäàöèè ê
âíåäðåíèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåàëèçàöèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ñ èìïóëüñíîé
ìîäóëÿöèåé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ýòî îáóñëîâëåíî ïðîáëåìîé ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêè è ïîäàâëåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ êîëåáàíèé, èí-
äóöèðîâàííûõ íåëîêàëüíûìè áèôóðêàöèÿìè, êîòîðûå äëÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì
îñòàþòñÿ ìàëîèçó÷åííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå áàçîâîé
ìîäåëè èìïóëüñíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóðíûì ïîëåì íàãðåâàòåëüíûõ
óñòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì ñèñòåìíîãî àíàëèçà [Ïåðåãóäîâ Ô.È.,
Òàðàñåíêî Ô.È.] è íåëèíåéíîé äèíàìèêè [Àíèùåíêî Â.Ñ.], ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ
çàäà÷ó ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîòåõíè-
÷åñêîé ñèñòåìû ñ øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, ÷òî ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå
äâóõ âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷:
• ôîðìèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ � òåïëîòåõ-

íè÷åñêîé óñòàíîâêè;
• ïîñòðîåíèå áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè øèðîòíî-èìïóëüñíîé

ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òåïëîòåõíè÷åñêèì îáúåêòîì, äîïóñêàþùåé
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé áèôóðêàöèîííûé àíàëèç.
I. Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíà è èçãîòîâëåíà íàãðåâàòåëüíàÿ

óñòàíîâêà, îïèñàííîé â ïåðâîé ãëàâå. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [1,3,16].
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ñîäåðæèòñÿ â [3]. Òåïëîîáìåííûå ïðîöåññû â çîíàõ
íàãðåâàòåëÿ è ôóòåðîâîê ïðîèñõîäÿò ïðåèìóùåñòâåííî çà ñ÷¼ò òåïëîïðîâîäíî-
ñòè â ñèëó òâ¼ðäîñòè è íåïðîçðà÷íîñòè ìàòåðèàëà. Âî âíóòðåííåì âîçäóøíîì
ïðîñòðàíñòâå ïå÷è, ãäå íàõîäèòñÿ ìàòåðèàë, ïîäâåðãàþùèéñÿ íàãðåâó ïðîöåññ
ïåðåäà÷è òåïëîâîé ýíåðãèè îáóñëîâëåí êîíâåêòèâíîé è êîíäóêòèâíîé ñîñòàâëÿ-
þùèìè. Òåïëîîáìåííûå ïðîöåññû â êàæäîé èç çîí îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè
òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðåäñòàâëåííûìè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè
äëÿ óðàâíåíèé êàæäîé èç çîí íàãðåâàòåëüíîé óñòàíîâêè ïðè íóëåâûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, êîãäà îáúåêò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ
ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïîçâîëÿåò c ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïîëó-
÷èòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü â ôîðìå òðàíñöåíäåíòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-
öèè W (s) = u1(0, s)/qv(s). Çäåñü u1(0, s) � òåìïåðàòóðà â öåíòðå âíóòðåííåãî
ïðîñòðàíñòâà ïå÷è; qv(s) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà îò íàãðåâàòå-
ëÿ [3].

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, òàêèå, íà-
ïðèìåð, êàê ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè è ôóíêöèè Áåññåëÿ, òî âîçíèêàþò îãðîì-
íûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè áèôóðêàöèîííîì àíàëèçå.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W (s) ïðèâåäåíà ê
äðîáíî-ðàöèîíàëüíîìó âèäó 5-ãî ïîðÿäêà [3]. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâîìåðíî-
ñòè òàêîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû íà íàãðåâàòåëüíîé óñòàíîâêå.

Âî ââåäåíèè è â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû îòìå÷àëè, ÷òî îñíîâíîé çàäà÷åé áè-
ôóðêàöèîííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ñëîæ-
íîé äèíàìèêè êîíêðåòíîãî êëàññà ñèñòåì ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé áàçîâîé
ìîäåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñîçäàíèå áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âàæ-
íûì ýëåìåíòîì èññëåäîâàíèé. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïðåîäîëåíèè äâóõ
ïðîòèâîðå÷èâûõ ìîìåíòîâ: ìîäåëü äîëæíà áûòü ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé, äîïóñ-
êàþùåé äåòàëüíûé áèôóðêàöèîííûé àíàëèç è â òî æå âðåìÿ àäåêâàòíîé ðåàëü-
íîìó îáúåêòó.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàìè ïðåäëîæåí ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â àïïðîêñèìà-
öèè ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà, îòâå÷àþùåé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
5-ãî ïîðÿäêà, êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåäàòî÷íûì ôóíêöèÿì 2-ãî ïî-
ðÿäêà [3]. Èäåÿ ïîäõîäà ñîñòîèò â èäåíòèôèêàöèè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ïî ïåðå-
õîäíîé õàðàêòåðèñòèêå, ñíÿòîé ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìåòîäîì Îðìàíñà îïðå-
äåëåíà äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [3]:

W (s) =
327.8

10240s2 + 352s+ 1
=

K
T1T2 · s2 + (T1 + T2) · s+ 1

,

ãäå T1, T2 � ïîñòîÿííûå âðåìåíè íàãðåâàòåëÿ è âíóòðåííåãî ïå÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâåííî; K � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è îáúåêòà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïå-
ðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W (s) äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà òåïëîâîãî îáúåêòà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷åñêîå îòêëîíåíèå îò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîñòàâ-
ëÿåò 2.4 %.
II. Ìû òåïåðü ìîæåì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è ãëàâû � ïîñòðî-

åíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì óïðàâ-
ëåíèåì.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, íåïðåðûâ-
íàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
W (s), îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

dx

dt
= Ax + b ·KF, x =

[
x1
x2

]
, A =

[
0 1

− 1

T1T2
−T1 + T2

T1T2

]
, b =

[
0

K · E0

T1T2

]
, (1)

KF =
1

2
[1 + sign(ξ)], ξ = α(Vref − βx1(k · a0))− V0(t/a0 − bt/a0c), k = 0, 1, 2, ....

Çäåñü x1 = T ; x2 = dT/dt; T � òåìïåðàòóðà ïå÷è â òî÷êå èçìåðåíèÿ; ξ,
KF � âõîäíîé è âûõîäíîé ñèãíàëû øèðîòíî-èìïóëüñíîãî ìîäóëÿòîðà (ØÈÌ);
Vref � óïðàâëÿþùèé ñèãíàë; E0 � íàïðÿæåíèå ïèòàíèÿ; a0 � ïåðèîä ìîäóëÿöèè;
b·c � ôóíêöèÿ, âûäåëÿþùàÿ öåëóþ ÷àñòü àðãóìåíòà; β � êîýôôèöèåíò ïåðåäà-
÷è äàò÷èêà îáðàòíîé ñâÿçè; α � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ; V0 � îïîðíûé ñèãíàë
ìîäóëÿòîðà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðî-
ãðàìì ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â
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[5,6,17]. Áàçîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ (1) â áåçðàçìåðíîé ôîðìå èìååò ñòàíäàðòíûé
âèä [Æóñóáàëèåâ Æ.Ò. è äð., 2007, 2009, 2018]

ẋ = λ1 (x−KF) ; ẏ = λ2 (y −KF) , KF =

{
1, ζ > 0;

0, ζ < 0,
(2)

ζ = q + x(bτc)− ϑy(bτc)− P

α
(τ − bτc), bτc = k, k = 0, 1, 2, ....

ãäå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà:

τ = a0/t, λ1 = −a0/T1, λ2 = −a0/T2, ϑ = λ1/λ2, q =
λ1 − λ2

β · K · E0 · λ2
Vref,

P =
V0
Vref

q, T =
K · E0 · λ2
λ2 − λ1

(x− ϑ y) , dT/dt =
K · E0 · λ1 · λ2
a · (λ2 − λ1)

(x− y) .

Ïàðàìåòðû ìîäåëè: T1T2 = 10240 c2; T1 + T2 = 352 c; K = 328.7 C◦/B;
0.0 < a0 6 10 c; 2 < E0 < 24 B; β = 0.01 B/◦C; V0 = 5 B; Vref = 5 B; α > 1.0.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) áûëà ñâåäåíà ê îòîáðàæåíèþ F : R2 → R2 âèäà
[Æóñóáàëèåâ Æ.Ò. è äð., 2007, 2009, 2018]:

F : (x, y) 7→ F (x, y), F (x, y) =


FL(x, y), ϑy − x < q − q/α,
FM(x, y), q − q/α 6 ϑy − x 6 q,

FR(x, y), ϑy − x > q,

(3)

FL(x, y) =

(
eλ1(x− 1) + 1
eλ2(y − 1) + 1

)
; FR(x, y) =

(
eλ1x
eλ2y

)
;

FM(x, y) =

(
eλ1(x− 1) + eλ1(1−z)

eλ2(y − 1) + eλ2(1−z)

)
, q + x− ϑ y − q z/α = 0.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé FL(x, y), FM(x, y) è FR(x, y) ìîíîòîííà âî âñåé ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ãðàíèöó, ðàçäåëÿþùóþ äâå îáëàñòè FL(x, y), FM(x, y) èëè
FM(x, y), FR(x, y), íàçûâàþò ¾border¿, ãäå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà F (x, y)
ïî (x, y) íå ñóùåñòâóþò.

Èññëåäîâàíèå ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêè òðåáóåò ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ âçà-
èìîñâÿçàííûõ çàäà÷. Ïåðâàÿ � ýòî ïîèñê óñòîé÷èâûõ è ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò, ðåïåëëåðîâ. Âòîðàÿ � èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè öèê-
ëîâ. Òðåòüÿ � ðàñ÷åò óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé
ñåäëîâûõ öèêëîâ. Åñëè äëÿ ïåðâûõ äâóõ çàäà÷ èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [Zhusubaliyev Zh.T., Mosekilde E., 2003]), òî ðàñ÷åò óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíóþ çàäà÷ó.

Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè îáúåêòàìè â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî èõ ìîæíî íàéòè òîëüêî ÷èñëåííî. Â ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì öåëîñòíûé
ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòèõ òðåõ çàäà÷ è ðåàëèçàöèþ åãî â âèäå ïðèêëàäíîé ïðî-
ãðàììû. Ïîäõîä ðàçðàáîòàí ñîâìåñòíî c ïðîô. Æóñóáàëèåâûì Æ.Ò. è íàó÷íûì
ðóêîâîäèòåëåì, ïðîô. Ðóáàíîâûì Â.Ã. [6]. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñîäåðæà-
íèè íàøåãî ïîäõîäà.
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A. Ïeðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó ñ ïåðèîäîì ìîäóëÿöèè îòâå÷àåò íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ (3): F (x0)−x0 = 0 (1-öèêë). Öèêëû ñ ïåðèîäîì m ÿâëÿþòñÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ Fm(x0):

Fm(x0)− x0 = 0, F k(x0)− x0 6= 0, k < m, F k = F (F (. . . F (x) . . . ))︸ ︷︷ ︸
k ðàç

. (4)

Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ñ ïåðèîäîì m èëè m-öèêë � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê x0, x1 = F (x0), x2 = F 2(x0), ...,xm = Fm(x0) = x0.
Óðàâíåíèå (4) ðåøàëîñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà [Æóñóáàëè-
åâ Æ.Ò. è äð., 2007. Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû
äëÿ ÝÂÌ � 2007611309].

Çàìåòèì, ÷òî òåðìèí ¾ãèáðèäíûé¿ èëè ¾ðåãóëÿðèçîâàííûé¿ ââåäåí ñïåöèà-
ëèñòàìè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè 1, äëÿ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé êîìáèíàöèè íàäåæíûõ, íî ìåäëåííî ñõîäÿùèõñÿ ìåòîäîâ (ãëîáàëü-
íî ñõîäÿùèõñÿ) ñ íåäîñòàòî÷íî íàäåæíûìè, íî áûñòðî ñõîäÿùèìèñÿ ìåòîäàìè
(íàïðèìåð, Íüþòîíà-Ðàôñîíà). Òàêèå àëãîðèòìû îáëàäàþò âûñîêîé íàäåæíî-
ñòüþ è ãàðàíòèðîâàííîé ñõîäèìîñòüþ. 2 Â óêàçàííîì âûøå àëãîðèòìå â êà-
÷åñòâå ãëîáàëüíîé ñòðàòåãèè ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñêàíèðîâàíèÿ âûáðàííîé
îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðåìåííûì øàãîì äëÿ ëîêàëèçàöèè ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (4). Çàòåì, êàæäîå ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå óòî÷íÿåòñÿ èòåðàöèîí-
íûì ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Àëãîðèòì îïðîáîâàí íà
áîëüøîì ÷èñëå ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
B. Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòüm-öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ρ1,

ρ2 ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Φm = DF (xm−1) · DF (xm−2) · · ·DF (x1) · DF (x0), ãäå
DF (x)� ìàòðèöà ßêîáè. Öèêë ñ ïåðèîäîì m ëîêàëüíî óñòîé÷èâ, êîãäà |ρi| < 1,
i = 1, 2.
C. Ñåé÷àñ ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðàñ÷åòà óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷è-

âûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ [Parker T.S., Chua L.O.; Osinga H.M., Krauskopf B.
è äð.; Fundinger D.; Li H., Fan Y. è äð.; Goodman R.H., Wr�obel J.K.].

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èòåðàöèè òàê íàçûâàåìîé ôóíäàìåíòàëüíîé
îáëàñòè (fundamental domain) (ñì., íàïðèìåð, [Parker T.S., Chua L.O., 1989]),
êîãäà èòåðèðóåòñÿ ëîêàëüíàÿ îáëàñòü â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû âäîëü óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ïîäïðîñòðàíñòâ ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ìàòðèöû Φm. Âñå ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò îäèíàêîâî, ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îáðàòíîé ôóíêöèè,
ïîëó÷åííîé ÿâíî èëè ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà.

H. Osinga è äð. ïðåäëîæèëè ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà óñòîé÷èâûõ îäíîìåð-
íûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé, íå òðåáóþùåãî îïðå-
äåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ¾Search Circle (SC)¿ àëãîðèòì
[England J., Krauskopf B., Osinga H.M., 2003]. Òàêîé ïîäõîä îñîáåííî âàæåí â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåëüçÿ ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå àíàëèòè÷åñêè äëÿ

1ñì. íàïðèìåð, Powell, M.J.D. A Hybrid Method for Nonlinear Equations/M.J.D. Powell//Numerical Methods
for Nonlinear Algebraic Equations. � 1970. � 7. Pp. 87�114.
Dennis, J.E. Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear Equations/J.E. Dennis, R.B.
Schnabel//New Jersey: Prentice-Hall, Inc.� 1983. � P. 395.

2Àìîñîâ, À.À. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ èíæåíåðîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå/À.À. Àìîñîâ, Þ.À. Äóáèíñêèé,
H.B. Êîï÷åíîâà � Ì.: Âûñø. øê., 1994. � 544 ñ.
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çàäàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðà-
æåíèå íåîáðàòèìîå. Ìåòîä ðåàëèçîâàí â âèäå ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû â ïàêåòå
DsTool è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ â ñâîåì êëàññå.
Îäíàêî ¾Search Circle (SC)¿ àëãîðèòì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí â ìíîãîìåðíûõ
ñèñòåìàõ.

Ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò îðèãè-
íàëüíûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è èññëåäîâà-
íèÿ íàøåãî ìåòîäà ìû èñïîëüçîâàëè ïðîãðàììó â ïàêåòå DsTool, ãäå ðåàëèçîâàí
¾Search Circle (SC)¿ àëãîðèòì. Îïèñàíèå íàøåãî ìåòîäà íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ
ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé è îïðåäåëåíèé.
• Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn, çàïèñàííîå â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

F : x′ 7→ F (x), x′,x ∈ Rn, ãäå F � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1. Çäåñü x′ íàçû-
âàåòñÿ îáðàçîì òî÷êè x ïåðâîãî ðàíãà. Ëþáàÿ òî÷êà x, òàêàÿ ÷òî F (x)− x′ = 0
íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì x′ ðàíãà îäèí. Îáðàçû è ïðîîáðàçû ðàíãà-k îáîçíà÷àþò
F k(x) è F−k(x), ñîîòâåòñòâåííî, ãäå F−k(x) = F−1(F−1(. . . F−1(x) . . . ))︸ ︷︷ ︸

k

.

• Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n−, n0 è n+, n0 +n−+n+ = n � ÷èñëî ìóëüòèïëèêà-
òîðîâ, ëåæàùèõ âíóòðè, íà ãðàíèöå è âíå åäèíè÷íîãî êðóãà {ρ ∈ C1 : |ρ| = 1},
ñîîòâåòñòâåííî. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (èëè öèêë ñ ïåðèîäîìm) íàçûâàåòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé, eñëè n0 = 0, ò.å. åñëè íåò ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå
åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Φm, äëÿ êîòîðûõ |ρ| < 1
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì Es è íåóñòîé÷èâûì Eu äëÿ |ρ| > 1.
•Ïîòðåáóåì, ÷òîáû F â (3) áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé â ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïî-

äâèæíîé òî÷êå x0. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ìàëîé îêðåñòíîñòè
U òî÷êè x0, ãäe F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà î ëî-
êàëüíîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè [Yu. Kuznetsov, 2004] ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâî-
âàíèå â U ëîêàëüíîãî óñòîé÷èâîãî W s

loc(x0) ⊂ U è íåóñòîé÷èâîãî W u
loc(x0) ⊂ U

ìíîãîîáðàçèé W s
loc(x0) = {x ∈ U : F k(x) → x0, k → ∞}, W u

loc(x0) = {x ∈ U :
F−k(x)→ x0, k →∞} ðàçìåðíîñòè n− è n+, ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå êàñàþòñÿ
â íåïîäâèæíîé òî÷êå x0 óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ Es è Eu ìàòðèöû Φm.
• Òîãäà ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

êàê îáúåäèíåíèå îáðàòíûõ è ïðÿìûõ èòåðàöèé W s
loc(x0) è W

u
loc(x0):

W s(x0) =
∞⋃
k=1

F−k(W s
loc(x0); W u(x0) =

∞⋃
k=1

F k(W u
loc(x0). (5)

Òàê êàê FL è FR � ëèíåéíûå ôóíêöèè, òî F−1L è F−1R íàõîäÿòñÿ áåç òðóäà.
Îñòàåòñÿ íàéòè F−1M . Îñíîâíîé íàø ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå [6]. Ïóñòü

FM(x, y) =

(
eλ1(x− 1) + eλ1(1−z)

eλ2(y − 1) + eλ2(1−z)

)
, q + x− ϑ y − q

α
z = 0. (6)
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Òîãäà ñóùåñòâóåò

F−1M =

(
x′ · e−λ1 − e−λ1z + 1
y′ · e−λ2 − e−λ2z + 1

)
, (7)

ãäå

q + 1− ϑ+ x′ · e−λ1 − ϑ · y′ · e−λ2 − e−λ1z + ϑ · e−λ2z − q · z/α = 0, (8)

òàêàÿ, ÷òî FM è F−1M âçàèìíî îáðàòíûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [6] è ïîýòîìó îïóñêàåì.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ FM îáðàòíàÿ

èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ â äâà øàãà: ñíà÷àëà ïî (x′, y′) âû÷èñëÿåòñÿ z, ÷èñëåííî
ðåøèâ óðàâíåíèå (8). Ïîëó÷åííîå z ïîäñòàâëÿåòñÿ â (7) [6, 17].

Êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ, òàêîé ïîäõîä äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìî-
äåëåé ïî ýôôåêòèâíîñòè ýêâèâàëåíòåí ¾Search Circle (SC)¿ àëãîðèòìó. Îäíàêî,
â îòëè÷èå îò ¾Search Circle (SC)¿ àëãîðèòìà, îïèñàííûé ìåòîä ëåãêî îáîáùàåòñÿ
íà ìîäåëè øèðîòíî-èìïóëüñíûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ òðåòüåé ãëàâû âûïîëíåí
áèôóðêàöèîííûé àíàëèç íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé. Êàê ìû îòìå÷àëè â ïåðâîé ãëàâå,
îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè óñòîé÷èâîãî ðåãóëèðîâàíèÿ òåìïåðàòóð-
íûì ïîëåì íàãðåâàòåëüíîé óñòàíîâêè ñ ÷àñòîòîé èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè, ïðè
êîòîðîé äîñòèãàþòñÿ çàäàííûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷å-
ñêèì ïðîöåññîì. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [4�9,12,13,18].

Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ èìïóëüñíûõ ñèñòåì äåìîíñòðèðóåò äâóõ÷àñòîòíûå
êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå ÷åðåç áèôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà [Íåéìàðê Þ.È.,
1959; Sacker R.J., 1964] èëè ¾border-collision¿ [Zhusubaliyev Zh.T., Mosekilde E.,
2002, 2003, 2006, 2008]. Òàêèå êîëåáàíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìû-
ìè ÷àñòîòàìè. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèÿ (3) äâóõ÷àñòîòíûì êîëå-
áàíèÿì îòâå÷àåò àòòðàêòîð â ôîðìå çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé. Õàðàê-
òåð äâèæåíèÿ íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ÷àñòîò. Êîãäà îíî èððàöèîíàëüíî, èíâàðèàíòíàÿ
êðèâàÿ ïëîòíî çàïîëíÿåòñÿ òðàåêòîðèÿìè è äèíàìèêà êâàçèïåðèîäè÷íà. Ïðè
ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå âðàùåíèÿ íà çàìêíóòîé êðèâîé ëåæèò ïàðà ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò: óñòîé÷èâàÿ è ñåäëîâàÿ, à ñàìà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ îáðàçîâàíà
íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëîâîé îðáèòû. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ òàê
íàçûâàåìûé çàõâàò ÷àñòîò, êîãäà ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ÷àñòîòàìè â îäíî ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ îáùèì ïåðèîäîì.
Ïðè÷åì îòíîøåíèå ÷àñòîò ïîñòîÿííî è ðàöèîíàëüíî íà èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ.
I. Ðàñ÷åò ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà îáëàñòè óñòîé÷èâî-

ñòè ðàáî÷èõ ðåæèìîâ ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì [13,18], îñ-
íîâàííûé íà ìåòîäå óðàâíåíèé ïåðèîäîâ.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êàðòà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ íà ïëîñêîñòè ïàðàìåò-
ðîâ (α,E0), íà êîòîðóþ íàíåñåíà ãðàíèöà áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà LNS,
ðàññ÷èòàííàÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî àëãîðèòìà, ãäå Πi, i = 1, 6, 7, 8
� îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè 1-, 6- , 7- è 8- öèêëîâ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ãðàíèöåé LNS,
ðàññ÷èòàííîé ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà, è ãðàíèöåé, ïîëó÷åííîé ïðÿ-
ìûì ðàñ÷åòîì, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 1, ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èç-çà òîãî, ÷òî
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íà áèôóðêàöèîííîé ãðàíèöå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé.
Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòè îðáèòû èç íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè, íå ñîâïàäà-
þùåé ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ê òàêèì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâàì â óñëîâèÿõ
àðèôìåòèêè êîíå÷íîé òî÷íîñòè (¾ìàøèííîé¿ òî÷íîñòè) ïðè ïðÿìûõ ðàñ÷åòàõ
íå áóäåò. Ìîæíî ëèøü äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ óêàçàííîé ðàçíèöû çà ñ÷åò óâåëè-
÷åíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé, îòâîäèìîãî íà ïåðåõîäíûé ïðîöåññ.

Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 1, ãðàíè-

Ðèñ. 1. Êàðòà äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ

öà LNS îïèðàåòñÿ íà ëèíèþ LBC â òî÷êå
P0. Ëèíèÿ LBC � ãðàíèöà ðîæäåíèÿ äâóõ-
÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé ÷åðåç ÂÑÂ, êîòî-
ðàÿ íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè [Zhusubaliyev
Zh.T., Mosekilde E., 2008]: LBC = {(α,Γ) :

1−ϑ+
q

Γ
− q

αΓ
= 0, α > 1}. Òî÷êà P0, êàê

ïîêàçàíî â [Zhusubaliyev Zh.T., Mosekilde
E., 2008], èìååò êîðàçìåðíîñòü äâà. Òà-
êèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåïî-
äâèæíîé òî÷êè (1-öèêëà), îáîçíà÷åííàÿ
íà ðèñ. 1 ÷åðåç Π1, îãðàíè÷åíà äâóìÿ áè-
ôóðêàöèîííûìè ëèíèÿìè: LNS è LBC.

Ñïðàâà îò ëèíèè LNS è âûøå LBC ðàñïîëîæåíû îáëàñòè êâàçèïåðèîäè÷íîñòè
è õàîñà, ãäå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îêíà ñ ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêîé. Â òîé
÷àñòè êàðòû ðåæèìîâ, êîòîðàÿ âûäåëåíà ïóíêòèðíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, îêíà
ïåðèîäè÷íîñòè îòâå÷àþò ðåçîíàíñíûì ÿçûêàì, èìåþùèì ñòðóêòóðó, îòëè÷íóþ
îò êëàññè÷åñêèõ ÿçûêîâ Àðíîëüäà [Wei-Ming Y., Bai-Lin H., 1987; Zhusubaliyev
Zh.T., Mosekilde E., 2002, 2006, 2008, 2011, 2015; Simpson D.J.W., 2008, 2009,
2016], ãäå ïðîèñõîäèò çàõâàò ÷àñòîòû.

(à)

(á) (â)

Ðèñ. 2. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ãäå A - îáëàñòü êâàçèïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêè; B
îáëàñòü ðåçîíàíñà 1 : 9. (á) Ôàçîâûé ïîðòðåò â îáëàñòè A. (ã) Ôàçîâûé ïîðòðåò â îáëàñòè B

II. Çàõâàò ÷àñòîòû. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è
ôàçîâûå ïîðòðåòû, èëëþñòðèðóþùèå ðîæäåíèå çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðè-
âîé ÷åðåç áèôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà è ÿâëåíèå çàõâàòà ÷àñòîòû. Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâîäÿòñÿ â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1 = T è
x2 = dT/dt.

Ïðè óâåëè÷åíèè α íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè α = αϕ è
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ìÿãêî âîçíèêàåò çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ (ðèñ. 2(à) è (á)). Äàëåå â òî÷-
êå α = α1 ðîæäàþòñÿ óñòîé÷èâûé è ñåäëîâîé 9-öèêëû ÷åðåç ¾border collision
fold¿ áèôóðêàöèþ. Ýòî àíàëîã ñåäëî-óçëîâîé áèôóðêàöèè â ãëàäêèõ ñèñòåìàõ.
Êàê ðåçóëüòàò, îðáèòà íà çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé ñòàíîâèòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé, à èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ îáðàçîâàíà íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
ñåäëîâîãî 9-öèêëà. Ýòî ÿâëåíèå, êàê ìû îòìå÷àëè ðàíåå, íàçûâàåòñÿ ðåçîíàí-
ñîì èëè çàõâàòîì ÷àñòîòû. Íà ðèñ. 2(â) èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò îòîáðàæå-
íèÿ (3) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ëåæàùèõ âíóòðè ðåçîíàíñíîãî ÿçûêà 1 : 9.
Íà ýòîì ðèñóíêå ÷åðíûìè òî÷êàìè îáîçíà÷åíû óñòîé÷èâîãî 9-öèêë, à áåëûìè �
ñåäëîâîé 9-öèêë. ×åðåç WU

± è W S
± îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî íåóñòîé÷èâûå è

óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîãî 9-öèêëà. Ïðè âûõîäå èç çîíû ðåçîíàíñà 1 : 9
÷åðåç âòîðóþ òî÷êó α2 ¾border-collision fold¿ áèôóðêàöèè îðáèòà íà èíâàðèàíò-
íîé êðèâîé âíîâü ñòàíîâèòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé.

(à) (á)

Ðèñ. 3. (à) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñå÷åíèÿ S íà ðèñ. 1. (á) Ôàçîâûå ïîðòðåò â
îáëàñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî 8-öèêëà è êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà

(à) (á) (â)

Ðèñ. 4. (a),(á) Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ. (â) Ôàçîâûé ïîðòðåò îáëàñòè
ìóëüòèñòàáèëüíîñòè

III.Ìóëüòèñòàáèëüíîñòü. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ E0

äèíàìèêà óñëîæíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé ìóëüòèñòàáèëüíîñòè. Ñïðàâà
îò ãðàíèöû LNS äèíàìèêà ãîðàçäî ñëîæíåå, èññëåäîâàíèå êîòîðîé âûõîäèò çà
ðàìêè ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëüþ ðàáîòû ìû àêöåíòèðóåì
íàøå âíèìàíèå íà èçó÷åíèÿõ ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêè â Π1 è îêðåñòíîñòè
LNS.
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Íà ðèñ. 1 ÷åðåç Π5, Π6, Π7, Π8 � ýòî îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ 5-,
6-, 7-, 8-öèêëîâ. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ýòîé äèàãðàììû, îáëàñòè Π5, Π6, Π7,
Π8 íå òîëüêî âçàèìíî ïåðåñåêàþòñÿ, íî è ïåðåñåêàþòñÿ ñ Π1. Ðèñ. 3 è 4 èëëþ-
ñòðèðóþò ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè, íàáëþäàåìûå ïðè óâåëè÷åíèè
êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ðåãóëÿòîðà âäîëü ñå÷åíèÿ S íà ðèñ. 1.

Â òî÷êå α1 âîçíèêàþò óñòîé÷èâûé è ñåäëîâîé 8-öèêëû ÷åðåç ¾border-collision
fold¿ áèôóðêàöèþ, à â òî÷êå αNS � çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ÷åðåç áè-
ôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà. Â îáëàñòè α1 < α < αNS (ðèñ. 3(à)) óñòîé÷èâûé
8-öèêë ñîñóùåñòâóåò ñ óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Íà ðèñ. 3(á) èçîáðàæåí
ôàçîâûé ïîðòðåò ïîñëå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêåðà, ãäå óñòîé÷èâûé 8-öèêë
ñîñóùåñòâóåò ñ çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé C, îòâå÷àþùåé êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèì êîëåáàíèÿì. Ãðàíèöåé áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ ñîñóùåñòâóþùèõ àòòðàê-
òîðîâ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîãî 8-öèêëà. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè α çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàçðóøàåòñÿ è äèíà-
ìèêà ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêîé. Êàê èçâåñòíî, ðàçðóøåíèþ èíâàðèàíòíîé êðèâîé
âñåãäà ïðåäøåñòâóþò ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ. Íà ðèñ. 3(à) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
α2 õîðîøî âèäíû ìíîãî÷èñëåííûå îêíà ñ ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêîé, îòâå÷àþ-
ùèå ðåçîíàíñàì íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé. Ìåõàíèçìû ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíò-
íûõ êðèâûõ è ïåðåõîäû ê õàîñó èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû, èëëþñòðèðóþùèå ïåðåõîä èç îáëà-
ñòè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè ÷åðåç òî÷êó α2 â îáëàñòü α2 < α < α3 ðåçîíàíñíîé
äèíàìèêè ÷åðåç ãîìîêëèíè÷åñêóþ áèôóðêàöèèþ. Êàê ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 3(á)
è ðèñ. 4, èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

±, W
u
± � êóñî÷íî � ãëàäêèå ìíîæåñòâà,

èìåþùèå ¾èçëîìû¿ â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ¾borders¿. Îäíàêî, êàê íà óñòîé-
÷èâîìW s

±, òàê è íà íåóñòîé÷èâîìW
u
± ìíîãîîáðàçèÿõ ñóùåñòâóþò èçëîìû, êîòî-

ðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ¾borders¿. Òàêèå òî÷êè � ýòî îáðàçû è
ïðîîáðàçû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ W s

±, W
u
± ñ ¾borders¿, ñîîòâåòñòâåííî. Âñëåäñòâèå

ýòîãî ¾èçëîìû¿ ìîãóò îáðàçîâàòü òî÷êè ãîìîêëèíè÷åñêîãî ¾êîíòàêòà¿ (àíàëîã
êàñàíèÿ â ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ) ñ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ðèñ. 4(à) èëëþ-
ñòðèðóåò ãîìîêëèíè÷åñêèé êîíòàêò, à ðèñ. 4(á) � ãîìîêëèíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Íà ðèñ. 4(â) ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò â îáëàñòè ìóëüòèñòàáèëüíîñòè Π1 ∩
Π7 ∩ Π8 (ñïðàâà îò ãðàíèöû LNS, ñì. ðèñ. 1), ãäå óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâà-
ðèàíòíàÿ êðèâàÿ C ñîñóùåñòâóåò ñ óñòîé÷èâûìè 7- è 8-öèêëàìè. Óñòîé÷èâûå 7-
è 8-öèêëû âîçíèêàþò â ïàðå ñåäëîâûìè öèêëàìè ÷åðåç BCB fold íà ãðàíèöàõ
Π7 è Π8, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 4(â), ãðàíèöåé áàññåéíîâ
ïðèòÿæåíèÿ ñîñóùåñòâóþùèõ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Íà ðèñ. 4(â) ÷åðåç S7, S8 îáîçíà÷åíû ñåäëîâûå
7- è 8-ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåííûé àíàëèç ãëîáàëüíîé äèíàìèêè ïîçâîëèë ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè ïî ïðèíÿòèþ ðåøåíèé óïðàâëåíèÿ òåõíî-
ëîãè÷åñêèìè ðåæèìàìè:
• Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàáî÷åãî ðåæèìà íà ïëîñêîñòè óïðàâëÿþ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ (α,E0) èìååò òèïè÷íóþ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñèñòåì
ñòðóêòóðó, à èìåííî ñîñòîèò èç ëèíèé ðîæäåíèÿ çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðè-
âîé ÷åðåç êëàññè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ Íåéìàðêà-Ñàêåðà è ¾border collision¿ áè-
ôóðêàöèþ. Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðàñ-
øèðÿåòñÿ, îäíàêî ïðè âîçðàñòàíèè íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ äèíàìèêà óñëîæíÿåòñÿ
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çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé ñ ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêîé. Äåòåêòèðîâàíèå
ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ èõ âîçíèêíîâåíèÿ è òðàíñôîð-
ìàöèé ñîñóùåñòâóþùèõ ðåæèìîâ, ïðèâîäÿùèõ ê âíåçàïíîé õàîòèçàöèè êîëåáà-
íèé, âîçìîæíû òîëüêî ñ ïðèâëå÷åíèåì ñèñòåìíîãî àíàëèçà ãëîáàëüíîé äèíàìè-
êè.
• Äëÿ òåïëîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì íå óäàåòñÿ ðàñøèðèòü îáëàñòü ãëîáàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ðàáî÷åãî ðåæèìà â ðàìêàõ ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðû êîððåêòè-
ðóþùåãî çâåíà, íàïðèìåð, èçìåíåíèåì êîîðäèíàò òî÷êè P0 êîðàçìåðíîñòè äâà
íà ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (cì. ðèñ. 1). Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü óïðàâëÿåìûå òåõíîëîãè÷åñêèå ðåæèìû ñ çàäàííûìè è ïðîãíîçèðó-
åìûìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íåîáõîäèìî êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê
ñèíòåçó êîððåêòèðóþùèõ çâåíüåâ îáÿçàòåëüíî äîïîëíÿòü áèôóðêàöèîííûì àíà-
ëèçîì ãëîáàëüíîé äèíàìèêè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷ äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû:

1. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåï-
ëîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì â ôîðìå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è êóñî÷íî-ãëàäêîãî íåïðåðûâ-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, äîïóñêàþùèõ äåòàëüíûé ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé áèôóðêà-
öèîííûé àíàëèç.

2. Ðàçðàáîòàí öåëîñòíûé ïîäõîä ê ñèñòåìíîìó àíàëèçó íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé,
èíäóöèðîâàííûõ ãëîáàëüíûìè áèôóðêàöèÿìè, êîòîðûé îáúåäèíÿåò ñëåäóþùóþ
ãðóïïó àëãîðèòìîâ:
• ãèáðèäíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ïîèñêà óñòîé÷èâûõ/íåóñòîé÷èâûõ ñîñóùå-

ñòâóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäàííîãî ïåðèîäà è îïðåäåëåíèÿ èõ ëîêàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþùèé èñêëþ÷èòü ðåøåíèå ñëîæíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è èíòåãðèðîâàíèå
óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì;
• àëãîðèòì ðàñ÷åòà óñòîé÷èâûõ/íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-

çèé, îñíîâàííûé íà èòåðèðîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè âäîëü óñòîé÷èâî-
ãî/íåóñòîé÷èâîãî ïîäïðîñòðàíñòâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.
Îñíîâó àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò îðèãèíàëüíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèè, ñîñòîÿùèé â ñâåäåíèè çàäà÷è ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Òàêîé ìåòîä èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè è ïðåîäîëåíèÿ ñîïóòñòâóþùèõ
ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîáëåì.
• àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, â êîòîðîì

ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåçà-
âèñèìî îò ðàçìåðíîñòè ìîäåëè.

3. Âûïîëíåí àíàëèç íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, èíäóöèðîâàííûõ íåëîêàëüíûì
áèôóðêàöèÿìè, ÷òî ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè ìóëüòè-
ñòàáèëüíîé äèíàìèêè:
• Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò äâóõ-

÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèÿ îò-
âå÷àþò çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå, âîçíèêàþùèå ÷åðåç áèôóðêàöèþ
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Íåéìàðêà-Ñàêåðà èëè ÂÑ áèôóðêàöèþ, à òàêæå ÿâëåíèå çàõâàòà ÷àñòîòû.
• Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðàñøèðÿåòñÿ,

îäíàêî ïðè âîçðàñòàíèè íàïðÿæåíèÿ ïèòàíèÿ äèíàìèêà óñëîæíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïî-
ÿâëåíèÿ îáëàñòåé ñ ìóëüòèñòàáèëüíîé äèíàìèêîé. Ïðè ýòîì ãðàíèöåé áàññåéíà
ïðèòÿæåíèÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îäíîé èç
ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ïàðå ñ óñòîé÷èâîé îðáèòîé
÷åðåç ÂÑ ¾fold¿ áèôóðêàöèþ.
• Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óïðàâëÿåìûå òåõíîëîãè÷åñêèå ðåæèìû ñ çà-

äàííûìè è ïðîãíîçèðóåìûìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íåîáõîäèìî
êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ñèíòåçó êîððåêòèðóþùèõ çâåíüåâ (ÏÈ, ÏÈÄ çâåíüåâ)
îáÿçàòåëüíî äîïîëíÿòü áèôóðêàöèîííûì àíàëèçîì ãëîáàëüíîé äèíàìèêè.

4. Îðèãèíàëüíîñòü òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîñòðîåíèÿ øèðîòíî-èìïóëüñíûõ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåïëîòåõíè÷åñêèìè óñòàíîâêàìè çàùèùåíà ïàòåíòàìè ÐÔ
íà èçîáðåòåíèÿ.

5. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîòåõ-
íè÷åñêèõ óñòàíîâîê ñ øèðîòíî-èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì, à òàêæå ÷èñëåííûé
ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðèêëàäíûõ
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