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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Данное исследование посвящено

оценке эффективности известного в теории чисел и криптографии теста

простоты Миллера–Рабина. Этот тест относится к классу полиномиально

вычислимых вероятностных тестов простоты и широко используется для ге-

нерации криптографических ключей в ряде популярных протоколов крип-

тографии таких, как RSA, DSS и других.

Актуальность данной темы обусловлена расширением класса задач,

связанных с защитой информации и информационной безопасности, уси-

лением роли криптографии в системе комплексной защиты информации,

ускорением технического прогресса в области информационных техноло-

гий и коммуникаций.

Тест Миллера–Рабина основан на малой теореме Ферма и допускает

ошибки, ошибочно квалифицируя составные числа как вероятно простые.

Доля таких ошибок невелика и оценена в теореме Рабина величиной 1/4k,

где k– количество итераций в тесте Миллера–Рабина. Иначе говоря, если

мы выполним k итераций для проверки простоты нечетного составного чис-

ла n ≥ 9, то вероятность ошибочного заключения "n - простое число" будет

меньше 1/4k (например, при k = 10 такая вероятность будет меньше одной

миллионной).

Вероятность ошибки уменьшается при увеличении числа раундов те-

ста, но для того, чтобы гарантировать безошибочную проверку, необходимо

выполнить не менее 2 log2 n раундов (при условии принятия гипотезы Ри-

мана), что является заведомо избыточной величиной.

С другой стороны, компьютерные вычисления и построение после-

довательности строго псевдопростых чисел, которая содержит наименьшие

составные числа, ошибочно определяемые тестом как вероятно простые при

k = 1, 2, 3, . . . раундах, показывают, что реальная вероятность ошибок в те-
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сте Миллера–Рабина гораздо меньшей той верхней границы 1/4k, которую

нам гарантирует теорема Миллера. Поэтому исследование реальной вероят-

ности ошибки этого теста позволит значительно снизить верхнюю границу

ошибок в тесте и обеспечит необходимую точность решения за меньшее

число раундов.

Цели и задачи, решаемые в диссертации. В нашей работе мы

ставим задачу получить более точные асимптотические оценки вероятности

ошибок теста Миллера–Рабина и проверить их экспериментально.

Для получения таких оценок мы ввели понятие нетривиального свиде-

теля простоты, вывели формулы подсчета числа нетривиальных свидетелей

простоты для составных чисел произвольного вида и оценили распределе-

ние функции вероятности ошибок на различных числовых интервалах. Это

позволило количественно оценить вероятность ошибочной классификации

составных чисел как вероятно простых в зависимости от длины числа и

количества простых факторов, входящих в разложение этих чисел. Для

проверки полученных оценок нами был разработан алгоритм вычисления

числа нетривиальных свидетелей составных натуральных чисел, основан-

ный на представлении натуральных чисел в виде двух массивов: массива

простых делителей рассматриваемого числа и массива степеней, с которы-

ми простые делители входят в разложения этого числа. В приложении к

диссертации мы приводим реализацию этого алгоритма на высокоуровне-

вом языке программирования Python.

В каждом раунде теста Миллера–Рабина выбирается некоторый пара-

метр a, взаимно простой с тестируемым нечетным числом n, и проверяется

условие

at ≡ 1 , или at2
i ≡ −1 mod n, (1)

где t–наибольшее нечетное число, делящее n− 1, 2i – делитель n− 1.

Если (1) выполняется, то параметр a называется свидетелем просто-

ты числа n. Согласно теореме Миллера, если нечетное n является простым
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числом, то все a из интервала [2; n − 1], взаимно-простые с n, являются

свидетелями простоты n. Если же n – составное, то число свидетелей про-

стоты n не превышает величины φ(n)/4. Таким образом, доля свидетелей

простоты числа n в интервале [2;n− 1] определяет вероятность вывода ”n

– составное число” или ”n – вероятно простое число”.

Для построения количественных оценок вероятности ошибки нами

была введена вспомогательная функция частоты

Fr(n) =
Nw(n)

φ(n)
,

где Nw(n)–число свидетелей простоты n, а φ(n) – функция Эйлера.

Значение этой функции равно 1 на простых n и не превышает верхней

границы 0, 25 для составных. Значение функции Fr(n) увеличивается при

уменьшении числа факторов, входящих в разложение этого числа, и при-

нимает максимальное значение на полупростых числах, представляющих

собой произведение двух полупростых чисел.

Таким образом, исследование вероятности ошибки в тесте Миллера–

Рабина сводится к эквивалентной задаче исследования распределения функ-

ции Fr(n) на классах нечетных составных чисел и получения асимптоти-

ческих верхних границ для вероятности средней ошибки в зависимости от

размера и количества простых делителей исследуемого числа.

Научная новизна диссертации. В диссертации приведены новые и ак-

туальные результаты, связанные с характеризацией вероятности ошибок в

полиномиальном тесте простоты Миллера–Рабина. Введены и исследованы

понятия нетривиального свидетеля простоты, функция частоты свидете-

лей, выведены формулы для подсчета числа нетривиальных свидетелей,

разработан алгоритм вычисления средней частоты на различных числовых

интервалах, выведены асимптотические верхние оценки средней частоты,

проведены числовые компьютерные эксперименты по проверке асимптоти-

ческих формул.
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Теоретическая и практическая значимость диссертации. Результа-

ты, приведенные в диссертации, имеют как теоретическое, так и практи-

ческое значение. Теоретическое значение диссертации состоит в разработке

концепций нетривиального свидетеля и функции частоты свидетелей, кото-

рые дают возможность количественной оценки вероятности ошибки теста

Миллера–Рабина в зависимости от длины тестируемых чисел.

Практическое значение диссертации состоит в разработке компьютер-

ных алгоритмов вычисления средней вероятности ошибок в тесте Миллера–

Рабина для различных классов составных чисел и в числовых результатах,

характеризующих убывание средней ошибки при увеличении длины тести-

руемых чисел. Разработан пакет программ на высокоуровневом языке про-

граммирования Python, с использованием которого была вычислена сред-

няя ошибка теста Миллера–Рабина для различных классов составных чи-

сел, представленных массивами простых делителей исследуемых чисел и их

степеней. Выполнены числовые эксперименты по расчету средней частоты

и выполнено сравнение полученных значений с теоретическими верхними

оценками, что позволило интерполировать полученные оценки на числах

произвольной длины, в том числе и для контроля максимальной вероятно-

сти ошибки при генерации криптографических ключей.

Методология и методы исследования. В работе над диссертацией ис-

пользовались общеизвестные методы теории чисел, теории алгоритмов, ал-

гебры и теории языков программирования.

Положения, выносимые на защиту. В качестве основных достижений

нашей диссертации мы формулируем следующие положения:

1. Вывод основных формул вычисления числа свидетелей для различ-

ных классов составных чисел в зависимости от числа простых фактором,

входящих в разложение этих чисел.

2. Определение и исследование функции частоты свидетелей, количе-
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ственно характеризующей вероятность ошибки теста Миллера–Рабина.

3. Разработка вычислительных алгоритмов и их реализация на языке

Python нахождения средней частоты свидетелей для различных классов

составных чисел.

4. Построение асимптотических верхних оценок для средней вероят-

ности ошибки на классах составных чисел, имеющих фиксированное число

простых делителей, и на классе всех составных чисел.

Степень достоверности и апробация результатов.

Основные результаты работы прошли апробацию и были доложены

автором на следующих научных конференциях и семинарах:

1. IV Всероссийская научно-практическая конференция ”Информаци-

онные технологии в системе экономической безопасности России и ее реги-

онов”, 23-25 апреля 2012 года, Казань.

2. II Всероссийский конгресс молодых ученых, 2013, Санкт-Петербург.

3. I Международная научно-практическая конференция ”Информаци-

онная безопасность в свете Стратегии Казахстан-2050” , 2013, Астана.

4. Всероссийская конференция с международным участием "Функци-

ональный анализ и математическое образование(FAMO-2020) посвящённая

100-летию А.В. Штрауса, 2020, Ульяновск.

5. XIX Всероссийская молодежная научная школа-конференция "Ло-

бачевские чтения 2020, Казань.

6. Ежегодные итоговые научно-практические конференции сотрудни-

ков и аспирантов Казанского федерального университета, 2012-2020 гг., Ка-

зань.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Диссертация состоит из введения, четырех глав, каждая из которых раз-

бита на параграфы, заключения и списка литературы, содержащего 56 на-

именований. Общий объём диссертации составляет 126 страниц.
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Во введении обоснованы актуальность темы и выбор объектов иссле-

дования, кратко сформулированы цели и задачи исследования, а также

основные положения, составляющие научную новизну и практическую зна-

чимость диссертации.

Первая глава содержит необходимые определения и обозначения,

сведения из алгебры и теории чисел, используемые в работе, а также об-

зор и анализ основных результатов в области построения различных ал-

горитмов проверки натуральных чисел на простоту, разбор их достоинств

и недостатков. Здесь рассмотрены и проанализированы основные алгорит-

мы поиска простых чисел. Приведенные здесь алгоритмы были поделены

на две основные группы: алгоритмы просеивания и алгоритмы проверки

заданного натурального числа на простоту.

В качестве примеров алгоритмов просеивания приведены классиче-

ское решето Эратосфена и решето Аткина–Берштейна, основанное на свой-

ствах модулярных форм.

Ко второй группе относится тест, основанный на малой теореме Фер-

ма. Эта теорема утверждает, что для простых p и 1 ≤ a < p выполняется

эквивалентность

ap−1 ≡ 1 mod p. (2)

Хотя обратное утверждение выполнено не всегда, можно выполнять пер-

вичное отделение простых чисел от составных на основе эквивалентности

(2). Такая проверка получила название теста Ферма.

Составные числа, для которых тождество (2) выполнено для всех зна-

чений a, называются числами Кармайкла. Тест Ферма ошибочно квалифи-

цирует числа Кармайкла как вероятно простые (псевдопростые по Ферма).

Первым тестом, который успешно отвергал числа Кармайкла, был

тест Лемера, основанный на свойствах символов Якоби и Лежандра. Этот

тест получил другую формулировку и стал более известен, как тест Соловея–

Штрассена.
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Также в главе 1 приведены формулировка и доказательство теста

Миллера–Рабина, являющегося основным изучаемым тестом в нашей ра-

боте. Определим понятие свидетеля простоты.

Определение 1. Пусть n – произвольное натуральное число, n = 2s · u,

где u–нечетно. Введем обозначения bin(n) = s и odd(n) = u. Для нечет-

ного n и целого a из интервала 1 ≤ a < n, взаимно-простого с n, назовем

a свидетелем простоты n, если выполняется одно из следующих двух усло-

вий:
1. b = aodd(n−1) ≡ 1 mod n,

2. (∃i) 0 ≤ i < bin(n− 1) b2
i ≡ −1 mod n.

(3)

Теорема Рабина, на которой основан тест Миллера–Рабина, утвер-

ждает следующее:

Теорема 1. Если нечетное число n ≥ 9 является составным, то количе-

ство свидетелей простоты числа n ограничено значением

|W (n)| ≤ φ(n)

4
.

Этот тест подробно анализируется в оставшихся главах диссертации.

Мы приводим альтернативное доказательство теоремы Рабина, найденное

С.Б. Гашковым.

Также в главе 1 мы даем формулировку единственного известного

на сегодняшний день детерминированного полиномиального теста просто-

ты AKS. Существование детерминированного полиномиального теста про-

стоты являлось известной проблемой, за решение которой брались многие

известные математики, включая Ферма, Эйлера и Гаусса, однако решение

получили только в начале 21 столетия три индийских математика Агра-

вела, Каял и Саксена, по начальным буквам фамилий которых и был на-

зван этот тест. Решая крупную теоретическую проблему, тем не менее этот

тест является бесполезным для практики, так как его реализация является
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сложной, а полином, ограничивающий сложность алгоритма AKS, имеет

слишком высокую (двенадцатую) степень.

Вторая глава содержит формулировку и вывод основных теорети-

ческих результатов, на которых строятся асимптотические оценки средней

вероятности ошибок теста Миллера–Рабина, выводимые в третьей и чет-

вертой главах. Сформулируем основные результаты этой главы.

Теорема 2.1 Пусть n – нечетное число, и a является свидетелем

простоты n, тогда n− a также является свидетелем простоты n.

Непосредственно из этой теоремы вытекает важное следствие: если

при выборе набора баз a для теста Миллера–Рабина не брать одновременно

числа a и n− a, то после k успешных раундов вероятность ошибки умень-

шается до величины 1/42k, что значительно меньше оценки теорем Рабина

1/4k.

Следующие результаты этой главы связаны с выводом формул чис-

ла свидетелей различных типов составных чисел. В частности, для полу-

простого числа n = pq, p, q – простые числа, число свидетелей простоты

определяется следующей величиной:

Теорема 2.3. (Ишмухаметов, Мубараков, Рубцова [5]). Число свиде-

телей простоты полупростого числа n = pq равно

|W (pq)| = (odd(d))2 · (4bin(d) + 2)/3, (4)

где d = GCD(p− 1, q − 1).

Доказательство этой теоремы использует элементарные теоретико -

числовые свойства целых чисел. Следующие несколько теорем связаны с

нахождение числа свидетелей простоты для различных видов составных

чисел. Завершается эта серия формулировкой и доказательством общей

теоремы, касающейся числа свидетелей простоты произвольного нечетного

составного числа.

Теорема 2.8 (Основная теорема о числе свидетелей). Пусть n =
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qr11 q
r2
2 . . . qrkk – произвольное составное нечетное натуральное число. Общее

число свидетелей числа n равно

|W (n)| = e1 · e2 · . . . · ek ·

(
1 +

s−1∑
i=0

2ki

)
,

где ei = odd(di), di = GCD(qi − 1, n/qrii − 1), si = bin(di), s = min{si | 1 ≤
i ≤ k}.

В заключительном параграфе главы 2 вводится важное понятие функ-

ции частоты свидетелей Fr(n), характеризующей вероятность того, что

случайно выбранное a, 2 ≤ a < n, окажется свидетелем простоты для

натурального числа n:

Fr(n) =
|W (n)|
φ(n)

(в знаменателе дроби стоит функция Эйлера (Totient Euler’s Function)).

Функция Fr(n) принимает значение 1 на простых числах, а на состав-

ных числах ее значение не превышает величины 0, 25. Наибольшие значения

эта функция принимает на полупростых числах (числах, являющихся про-

изведением двух разных простых чисел). Поэтому изучение распределения

функции Fr(n) на полупростых числах является важной задачей.

Здесь же приведены интервальные границы для значений этой функ-

ции для разных типов полупростых чисел, включая числа общего вида

n = pq, p = k1u+ 1, q = k2u+ 1, GCD(k1, k2) = 1:
1

3k1k2
< Fr(n) ≤ 1

2k1k2

Особый интерес к полупростым числам вызван также тем, что верхние

оценки средней вероятности ошибок для таких чисел оказываются оцен-

ками для всего класса составных чисел в целом.

Завершается глава 2 выводами по сформулированным здесь новым

понятиям и утверждениям.

В главе 3 мы вводим понятие средней частоты, количественно ха-

рактеризующую вероятность ошибки в тесте Миллера–Рабина, взятой по
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множеству составных чисел, и выводим теоретические оценки для среднего

значения этой функции по разным числовым множествам. Среднее значе-

ние вычисляется по обычному алгоритму, при котором суммируются сред-

ние частоты Fr(n) по всем составным числам из рассматриваемого класса

чисел, и полученная сумма делится на количество элементов рассматрива-

емого класса.

Изучаемая здесь проблема напрямую связана с проблемой оценки ве-

роятности ошибок в тесте Миллера–Рабина на заданном числовом интерва-

ле. Общая проблема, которую мы решаем, состоит в поиске хороших асимп-

тотических верхних оценок средней частоты для класса всех составных чи-

сел, ограниченных некоторой границей. Однако, полная проблема является

на текущий момент слишком сложной, поэтому мы решаем ее для частного

случая полупростых чисел. Этот класс составных чисел выделен особо в

силу того, что они наиболее близки к простым числам по метрике, зада-

ваемой функцией частоты. Верхние оценки, полученные для этого класса,

мажорируют верхние оценки для других классов составных чисел, поэтому

изучение именно этого класса составных чисел представляет собой важную

задачу.

Отметим, что алгоритм вычисления средней частоты имеет экспонен-

циальную верхнюю оценку, поэтому уже при границе X = 106 вычисление

занимает около часа компьютерного времени. При распараллеливании этой

процедуры возможно ускорение в некоторое фиксированное раз. Поэтому

построение верхних оценок и их экстраполяция за границы построенных

значений имеет важное значение для практической оценки вероятности

ошибок теста Миллера–Рабина.

Используя различные теоретико-числовые свойства простых чисел,

оценки их распределения, даваемые теоремой Чебышева, мы строим асимп-

тотическую верхнюю границу для полупростых чисел с фиксированным

первым делителем, проверяем ее экспериментально, используя компьютер-

12



ные вычисления. Основные результаты этой главы состоят в следующем.

Теорема 3.1. Пусть число p – простое и X > p2. Тогда среднее

значение функции частоты свидетелей в классе всех полупростых чисел

n = pq < X, p < q, в предположении равномерного распределения простых

чисел q в интервале [1;X/p], имеет асимптотическую верхнюю оценку

Est(X, p) =
p2 lnX

2X
.

Таким образом, средняя ошибка по классу полупростых чисел с фик-

сированным меньшим аргументом p, ограничена сверху величиной, убы-

вающей со скорость lnX/X, где X – граница интервала. Доказательство

использует формулу Эйлера о частичной сумме гармонического ряда.

Предположение о равномерном распределении простых чисел явля-

ется существенным. Поскольку простые числа встречаются реже ближе к

концу интервала, оценка, приведенная в теореме 3.1, является неточной.

Компьютерные вычисления показывают, что точные значения при увели-

чении границы дают расхождение с верхней оценкой.

Для получения более точных оценок на основе теоремы Пуссина о

распределении простых чисел в арифметических прогрессиях была вычис-

лена средняя длина интервала между простыми числами в зависимости

от длины числа и с использованием интегрального исчисления получена

следующая оценка.

Теорема 3.2. Пусть p – произвольное простое число, а X – некоторая

граница. Тогда средняя частота в последовательности A полупростых чисел

n = pq ≤ X на интервале [1;X] имеет асимптотическую оценку

Est(X, p) = Cp · lnX · ln lnX
X

,

где множитель Cp удовлетворяет неравенству 2 < Cp ≤ 2p, причем верхняя

оценка Cp = 2p достигается на числах p = 2r + 1, где r – также простое

число.
13



Оценка теоремы 3.2 более точно по сравнению с теоремой 3.1 ха-

рактеризует величину убывания средней частоты при увеличении длины

рассматриваемого интервала. Компьютерные вычисления, выполненные до

границы X = 106, подтверждают этот вывод.

X E(X) Est(X) Est/E

103 0.00575854 0.00674035 1.1705

104 0.00125442 0.00164338 1.3101

105 0.00021904 0.00027702 1.2647

106 0.00003307 0.00004032 1.2193

В этой таблице приведены расчеты средней частоты для множества

чисел вида n = pq ≤ X = 10k для p = 13, k = 3, 4, 5, 6. Первый столбец

содержит значения k, второй – экспериментальные значения средней ча-

стоты при коэффициенте Cp = 2, третий – теоретическую оценку теоремы

3.2, а последний – отношение оценки к точному значению. Можно видеть,

что оценочное значение теоремы 3.2 несколько превышает точные значения,

и наблюдается сходимость точных и оценочных значений при увеличении

границы X.

Значение коэффициента Cp зависит от числа простых делителей чис-

ла p−1. Действительно, наибольший вклад в среднюю частоту вносят сла-

гаемые по подсерии чисел n = pq, q = k(p− 1) + 1. Вклад остальных чисел

в подсчитываемое выражение зависит от количества делителей p− 1. Чем

больше делителей имеет p−1, тем большим является вклад остальных под-

серий, что увеличивает среднюю частоту по всей серии.

Анализ представленной таблицы показывает, что при X = 103 полу-

ченная оценка немного выпадает из общей закономерности убывания зна-

чений последнего столбца. Это объясняется тем, что число составных чисел

вида n = pq ≤ X, входящее в знаменатель средней частоты, оценивалось

по теореме Пуссина, которая дает значительную погрешность на небольших

интервалах.
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В заключительной главе 4 приводится описание алгоритма вы-

числения средней частоты для различных классов составных чисел, вво-

дится понятие нетривиального свидетеля простоты, более точно связанного

с практической оценкой вероятности ошибок теста Миллера–Рабина, выво-

дятся основные формулы числа нетривиальных свидетелей для различных

классов составных чисел. Понятие нетривиального свидетеля дается следу-

ющим определением.

Определение 2. Пусть n > 1 – нечетное натуральное число, и число a

является свидетелем простоты n согласно определению (3). Число a на-

зывается нетривиальным свидетелем простоты n, если оно принадлежит

интервалу [2, (n− 1)/2].

Главным преимуществом этого определения является то, что вероят-

ность ошибки теста Миллера–Рабина при единичной проверке уменьшается

согласно теореме 2.1 с величины 0, 25 до величины 1/16. Соответствующие

оценки средней частоты будут также уменьшены.

Далее дается описание алгоритмической и компьютерной реализации

алгоритма вычисления средней частоты. Этот алгоритм основан на пред-

ставлении составных чисел в виде двух массивов, первый из которых со-

держит список простых делителей рассматриваемого числа, а второй – на-

бор показателей этого числа. Алгоритм генерирует всевозможные кортежи

простых чисел и их степеней, выполняется вычисление числа свидетелей

|W (n)| для каждого сгенерированного числа n, вычисляет функцию Эйле-

ра и рассчитывает частоту Fr(n) = |W (n)|/φ(n). Далее алгоритм в цикле

суммирует полученные частоты и рассчитывает значение средней часто-

ты по всему рассматриваемому интервалу [1;X]. Представление составных

чисел в виде двух массивов позволяет организовать эффективный перебор

всех составных чисел и легкий переход от одного числа к другому.

Мы изучаем изменение значения средней частоты для полупростых

чисел при увеличении меньшего делителя, анализируем ее поведение при
15



объединении нескольких классов с фиксированным младшим делителем,

выполняем переход к классам составных чисел произвольного вида и про-

верку и уточнение асимптотических оценок, полученных в главе 3.

Основным достижением этой главы является построение эксперимен-

тальных верхних оценок средней частоты для классов составных чисел с

фиксированным числом простых делителей. Эта задача была решена и экс-

периментально получена верхняя оценка для таких классов. Она совпадает

с верхней границей средней частоты для всех составных чисел, ограничен-

ных аргументом X и равна X−1/2. Эта оценка проверена для чисел X ≤ 108,

что не достаточно для использования в криптографических протоколах,

однако, приведенные нами аргументы дают серьезные основания полагать,

что эта оценка будет выполнена и для этих чисел.

Предполагая истинной нашу гипотезу об общей верхней оценке сред-

ней частоты, мы предложили методику расчета минимального числа итера-

ций (раундов) теста Миллера–Рабина для получения необходимой степени

точности (верхней границы для вероятности ошибки) для определения про-

стых чисел заданной длины.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленное нами исследование содержит последовательное исследова-

ние эффективности теста простоты Миллера–Рабина, направленное на ре-

шение проблемы нахождения вероятности средней ошибки теста для чисел

заданной длины. Известная оценка, даваемая теоремой Миллера, состоит в

том, что при однократном тестировании вероятность ошибки определения

составного числа как простого, не превышает значения 0,25. Эта оценка

слишком велика и не зависит от длины рассматриваемого числа. В своей

работе мы усилили результат Миллера и доказали, что такая вероятность

уменьшается с ростом размера тестируемых чисел.
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Перечислим в завершение основные результаты, приведенные в дис-

сертационной работе.

Снижена оценка вероятности ошибки при однократном тестировании

теста Миллера–Рабина с 0,25 до 1/16 и получены формулы для общего

числа свидетелей простоты произвольных составных чисел.

Эти формулы послужили тем фундаментом, на котором были постро-

ены последующие результаты диссертации. Были введена и изучена концеп-

ция средней частоты как инструмент количественной оценки вероятности

ошибки однократного тестирования теста Миллера–Рабина, получены верх-

ние асимптотические оценки для средней частоты для классов полупростых

чисел с фиксированным делителем, разработаны алгоритмы и программное

обеспечение для проверки полученных асимптотических формул.

Была выполнена разработка понятий нетривиальных свидетелей про-

стоты и функции модифицированной частоты, как более точно отражаю-

щих реальные ошибки в тесте Миллера–Рабина. Для исследования средней

частоты был разработан алгоритм поиска числа нетривиальных свидетелей

и частоты на основе специального представления составных чисел, получе-

ны и обоснованы экспериментальные верхние оценки средней частоты для

классов составных чисел с фиксированным числом простых делителей и

для класса всех составных чисел. Важным выводом из этих оценок явля-

ется доказательство обратной зависимости вероятности ошибки от размера

тестируемых чисел.

Наконец, на основе полученных зависимостей и верхних оценок была

разработана методика количественного вычисления числа необходимых ра-

ундов теста Миллера–Рабина при заданной степени точности (вероятности

ошибки) и заданной длине тестируемых чисел.
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