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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñòðå-
÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ è âåñüìà àêòóàëüíà ïðîáëåìà ðàçðàáîò-
êè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîöåäóð äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñðå-
äè ýòèõ çàäà÷ îñîáî ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷ âûïóêëîé îï-
òèìèçàöèè. Âûïóêëûé àíàëèç è âûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ îñíîâàíû íà ñîëèä-
íîì ìàòåìàòè÷åñêîì ôóíäàìåíòå, ðàçðàáîòàííîì â îñíîâíîì â ïåðâîé ïîëî-
âèíå 20-ãî ñòîëåòèÿ ìàòåìàòèêàìè Ã.Ìèíêîâñêèì, Ê.Êàðàòåîäîðè, Ý.Õåëëè,
Â.Ôåíõåëåì, À.Àëåêñàíäðîâûì è äðóãèìè.

Ìíîãèå âûïóêëûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè, ÷òî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìî-
ñòè ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Ðàçðàáîòêè â ýòîé
îáëàñòè íà÷àëèñü â ÑÑÑÐ â 60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Òàêèå ìåòîäû ïðåäíàçíà-
÷àëèñü, ïðåæäå âñåãî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè, âîçíèêàâøèõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè âàæíåéøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ,
ýêîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé. Äëÿ ýòîãî â ðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ
ìàòåìàòèêîâ Á. Ò. Ïîëÿêà, Â. Ô. Äåìüÿíîâà, Ë. Â. Âàñèëüåâà è Â. Í. Ìàëîçå-
ìîâà, Í. Ç. Øîðà, Á. Í. Ïøåíè÷íîãî áûëè èññëåäîâàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà íåêîòîðûõ êëàññîâ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, à òàêæå ïðåä-
ëîæåíû èòåðàòèâíûå ïðîöåäóðû, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ãðàäèåíò-
íîãî ñïóñêà. Â ÑØÀ è ñòðàíàõ Çàïàäíîé Åâðîïû ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé
îïòèìèçàöèè íà÷àëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà. Ïðè ýòîì
îòäåëüíûå ðàáîòû â äàííîì íàïðàâëåíèè, îáóñëîâëåííûå ïðåèìóùåñòâåííî ïî-
òðåáíîñòÿìè ðàçâèòèÿ òåîðèè èãð (êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
êîíêóðåíöèè â ðûíî÷íîé ýêîíîìèêå), âñòðå÷àëèñü è ðàíüøå. Íàðÿäó ñ ÷èñ-
ëåííûìè àëãîðèòìàìè, èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà îáîáù¼ííûõ ãðàäèåíòîâ (èëè
ñóáäèôôåðåíöèàëîâ) è ïîëó÷åííûå íà èõ îñíîâå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â òîì
÷èñëå è äëÿ íåâûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïîçäíåå êðóã ïðèëîæåíèé íåãëàäêîãî àíà-
ëèçà ñóùåñòâåííî ðàñøèðèëñÿ. Øèðîêî èçâåñòíû ðàçðàáîòêè â äàííîé îáëàñòè
Ð. Ðîêàôåëëàðà, Ô. Êëàðêà, Äæ. Âàðãè, Ô. Ìèøåëÿ è Æ.-Ï. Ïåíî, Æ.-Ï. Îáå-
íà è È. Ýêëàíäà, Ä. Àóññåëÿ, À. Ä. Èîôôå, Äæ. Áîðâåéíà è K. Æó, à òàêæå
ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Ïîñëå âûõîäà ìîíîãðàôèè Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðà1) îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ðàç-
âèòèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà ñìåñòèëîñü â ñòîðîíó òåîðèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè
2). Ïî âûïóêëîìó àíàëèçó è åãî îïòèìèçàöèîííûì ïðèëîæåíèÿì èçâåñòíî
äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò è çàìå÷àòåëüíûõ êíèã. Îñíîâíûå ïðèîðèòåòíûå ðåçóëü-
òàòû â ýòîé îáëàñòè ïðèíàäëåæàò îòå÷åñòâåííûì ó÷åíûì À.Ñ.Àíòèïèíó,
Ô.Ï.Âàñèëüåâó, Å. Ã. Ãîëüøòåéíó, Â.Ô.Äåìüÿíîâó, Þ.Ã. Åâòóøåíêî,
Þ.Ì.Åðìîëüåâó, À.Ä.Èîôôå, Á.Ñ.Ìîðäóõîâè÷ó, À.Ñ.Íåìèðîâñêîìó, Þ.Å.

1)ÐîêàôåëëàðÐ.Ò. Âûïóêëûé àíàëèç. � Ì.: Ìèð, 1973 � 420 ñ.
2)ÈîôôåÀ.Ä., ÒèõîìèðîâÂ.Ì. Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. � Ì.: Íàóêà, 1974 � 460 ñ.

3



Íåñòåðîâó, Á.Ò.Ïîëÿêó, Ð.À.Ïîëÿêó, Á.Í.Ïøåíè÷íîìó, À.Ì.Ðóáèíîâó,
Â.Ì.Òèõîìèðîâó, Ë. Ã.Õà÷èÿíó, Í. Ç.Øîðó, Ä.Á.Þäèíó è ìíîãèì äðóãèì.

Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîöåäóð äëÿ îïòè-
ìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ ôóíêöèîíàëàìè ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ãëàäêîñòè (â òîì ÷èñ-
ëå è ñ íåëèïøèöåâûìè) äîâîëüíî àêòóàëüíà â ïðèëîæåíèÿõ. Îòìåòèì ëèøü
íåêîòîðûå ïðèìåðû íåãëàäêèõ çàäà÷, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â ïîñëåäíèå ãî-
äû. Òàê, íåãëàäêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ïðîåêòèðîâàíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé (Truss Topology Design)3)4)5). Òàêæå, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåãëàäêèìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ6), êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê
ìàêñèìèçàöèè ñîâîêóïíîé ïîëåçíîñòè ïðîèçâîäèòåëåé ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëü-
çîâàíèè èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû è öåëåâûå ôóíêöèîíàëû,
êîòîðûå èìåþò áîëåå ñëàáûé óðîâåíü ãëàäêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì Ëèï-
øèöà7). Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, âûäåëèì çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â êîì-
ïüþòåðíûõ ñåòÿõ 8) 9). Ìîæíî îòìåòèòü òàêæå è íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå
íåãëàäêèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è òèïà Ôåðìà-Òîððè÷åëëè-Øòåéíåðà 10), çà-
äà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûâàþùåì øàðå, Convex Feasibility Problem 11).

Íàèáîëåå èçâåñòíûé ïîäõîä ê ïîíèìàíèþ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîöåäóð äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè îñíîâàí íà òåîðèè ñëîæíîñòè, âîñõîäÿùåé ê
èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè12). Ðàçðàáîòàííàÿ À.Ñ. Íåìèðîâñêèì è Ä.Á. Þäèíûì
òåîðèÿ âåðõíèõ îöåíîê âîçìîæíîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ âûïóêëîé ìèíè-
ìèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ áûëà ïîäêðåïëåíà îïòèìàëüíûìè ìå-
òîäàìè, êîòîðûå ðåàëèçîâûâàëè ýòè îöåíêè. Äëÿ êëàññà ìåòîäîâ, ó êîòîðûõ
íà êàæäîé èòåðàöèè ðàçðåøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì O (1) ðàç îáðàùàòüñÿ ê îðà-
êóëó (ïîäïðîãðàììå) äëÿ ðàñ÷¼òà ãðàäèåíòà ∇f (x), îöåíêà ÷èñëà èòåðàöèé
N , íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ε (ïî ôóíêöèè)

3)Shpirko S., NesterovY. Primal-dual Subgradient Methods for Huge-scale Linear Conic Problem // SIAM

Journal on Optimization, 2014. Vol. 24, no. 3. P. 1444�1457.
4)NesterovY. Subgradient methods for Huge-Scale Optimization Problems // Math. Prog., 2015. Vol. 146, no. 1�

2. P. 275 � 297.
5)Lagae S. New e�cient techniques to solve sparse structured linear systems, with applications to truss topology

optimization. Ecole polytechnique de Louvain, Universit�e catholique de Louvain, 2017.
6)Kelly F. P., MaullooA.K. and TanD.K.H. Rate control for communication networks: shadow prices,

proportional fairness and stability. // J. Oper Res Soc. 1998. Vol. 49 (3). P. 237 � 252.
7)Nedic A. and Ozdaglar A. Subgradient Methods in Network Resource Allocation: Rate Analysis. Proc. of CISS,

2008.
8)ÐîõëèíÄ.Á. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ â ñåòÿõ ñâÿçè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé: ñòîõàñòè÷åñêèé

ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 2020 (â ïå÷àòè).
9)IvanovaA., StonyakinF., PasechnyukD, VorontsovaE., GasnikovA. Adaptive Mirror Descent for the Network

Utility Maximization Problem. https://arxiv.org/abs/1911.07354v1, 2020 IFAC Congress.
10)MordukhovichB. S., NamN.M. Applications of variational analysis to a generalized Fermat�Torricelli

problem // J. Optim. Theory Appl. 2011. Vol. 148, no 3. P. 431�454.
11)BeckA. First-Order Methods in Optimization // MOS-SIAM Series on Optimization. SIAM. 2017. � 467 p.
12)ÍåìèðîâñêèéÀ.Ñ., ÞäèíÄ.Á. Ñëîæíîñòü çàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. � Ì.: Íàóêà,

1977. � 540 ñ.
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Òàáëèöà 1: Îïòèìàëüíûå îöåíêè êîëè÷åñòâà îáðàùåíèé ê (ñóá)ãðàäèåíòó.
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f (x) ≤ ε, óêàçàíà â òàáëèöå 1 â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðàññìàò-

ðèâàåìûõ çàäà÷ (xN � âûõîä ðàáîòû ìåòîäà). Âàæíî, ÷òî ýòè îöåíêè íèêàê íå
ñâÿçíû ñ ðàçìåðíîñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî â òàáëèöå 1 R =
∥∥x0 − x∗

∥∥
2
� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñòàð-

òà äî òî÷êè-ðåøåíèÿ çàäà÷è x∗ (‖ · ‖2 � åâêëèäîâà íîðìà). Åñëè ðåøåíèå íå
åäèíñòâåííî, òî ïîä x∗ ïðè ýòîì ïîíèìàåòñÿ (åâêëèäîâà) ïðîåêöèÿ òî÷êè x0 íà
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå îöåíêè äîñòèãàþòñÿ äëÿ
õîðîøî èçâåñòíîãî áûñòðîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà Þ.Å. Íåñòåðîâà 13).

Ïîñëå ýòîãî íà íåêîòîðûé ïåðèîä ãðàäèåíòíûå ìåòîäû áûëè ïðàêòè÷åñêè
çàáûòû. Íà÷èíàÿ ñ âûäàþùåéñÿ ðàáîòû Í.Êàðìàðêàðà14) è ïðèìåðíî äî 2000 ã.
ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè áûëî â îñíîâíîì ñâÿçàíî ñ ïðîãðåññîì
â òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè. Ê ïðèìåðó, áûëà ðàçðà-
áîòàíà îáùàÿ òåîðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé 15), êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà ñòðî-
èòü ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ñ ÿâíîé
ñòðóêòóðîé. Îäíàêî òðóäî¼ìêîñòü ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè ñóùåñòâåííî âîç-
ðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ óêàçàííûì
îáñòîÿòåëüñòâîì â 2000-å ãîäû âíîâü âîçíèê èíòåðåñ ê òåîðèè ñëîæíîñòè 16),
à òàêæå ê ïîäêðåïëÿþùèì å¼ îïòèìèçàöèîííûì ìåòîäàì ãðàäèåíòíîãî òèïà.
Èòåðàöèè òàêèõ ìåòîäîâ òðåáóþò ìåíüøèõ çàòðàò ïàìÿòè, ÷òî èíòåðåñíî ââèäó
ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ñ áîëüøèìè äàííûìè. Â òî æå âðåìÿ îöåí-
êè ýôôåêòèâíîñòè äëÿ çàäà÷ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äîâîëü-
íî ïåññèìèñòè÷íûìè. Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîãî
ëèïøèöåâà (âîçìîæíî, è íåãëàäêîãî) ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåò O

(
ε−2
)
èòåðàöèé

ãðàäèåíòíîãî òèïà, à äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà ñ ëèï-

13)Íåñòåðîâ Þ.Å. Ìåòîä ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè O(1/k2) // Äîêëàäû

ÀÍ ÑÑÑÐ. 1983. Ò. 269. � 3. Ñ. 543�547.
14)Karmakar N. A new polynomial time algorithm for linear propramming // Combinatorica. 1984. V. 4, No. 4.

P. 373 � 395.
15)NesterovYu., Nemirovskii A. Interior point polynomial methods in convex programming: Theory and

Applications // Philadelphia: SIAM, 1994 � 520 p.
16)ÍåìèðîâñêèéÀ.Ñ., ÞäèíÄ.Á. Ñëîæíîñòü çàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. � Ì.: Íàóêà,

1977. � 540 ñ.
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øèöåâûì ãðàäèåíòîì � O
(√

ε−1
)
. Â ýòîé ñâÿçè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î

òîì, íàñêîëüêî âîçìîæíî ïðèáëèçèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
äëÿ çàäà÷ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè (è âîîáùå, çàäà÷ ñ ëèïøèöåâûìè öåëåâûìè
ôóíêöèîíàëàìè) ê ãëàäêîìó ñëó÷àþ. Â ýòîì ïëàíå õîðîøî èçâåñòåí ïîäõîä, îñ-
íîâàííûé íà òåõíèêå ñãëàæèâàíèÿ 17). Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ñóùåñòâåííî ñâÿçàí
ñî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîé ñòðóêòóðîé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ïîç-
âîëÿåò ïîäîáðàòü óäà÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ íåãëàäêîé öåëåâîé ôóíêöèè íåêî-
òîðûì ãëàäêèì ñèëüíî âûïóêëûì àíàëîãîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå â ñëó÷àå
ïðèìåíèìîñòè òåõíèêà ñãëàæèâàíèÿ ìîæåò íå ïðèâîäèòü ê óäîâëåòâîðèòåëü-
íûì ðåçóëüòàòàì 18).

Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííû äàëüíåéøèå óñèëèÿ ïî íàõîæäåíèþ íîâûõ ïîä-
õîäîâ ê ïðîáëåìå ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äëÿ íåãëàäêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü òàê íàçû-
âàåìûå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû, èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî
â ðàáîòå 19). Óêàçàííûå ïîäõîäû îñíîâàíû íà ïîñòðîåíèè äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè ñ ã¼ëüäåðîâûì ãðàäèåíòîì (ñóáãðàäèåíòîì ïðè ν = 0) öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà (ïàðàìåòð ν ∈ [0; 1] ôèêñèðîâàí)

‖∇f(x)−∇f(y)‖ 6 Lν‖x− y‖ν ∀x, y ∈ Q

àíàëîãà ñòàíäàðòíîé êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ñ èñêóññòâåííî ââåä¼ííîé
íåòî÷íîñòüþ δ > 0

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 6 f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2 + δ, ãäå

L = Lν

[
Lν
2δ
· 1− ν

1 + µ

] 1−ν
1+ν

.

Ïðè ýòîì ν = 1 ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîìó ñëó÷àþ (ãðàäèåíò f óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó Ëèïøèöà), à ν = 0 � â îáùåì ñëó÷àå íåãëàäêîìó (f óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâó Ëèïøèöà). Óíèâåðñàëüíîñòü ïðè ýòîì ïîíèìàåòñÿ êàê âîçìîæíîñòü
àäàïòèâíîé íàñòðîéêè ïðè ðàáîòå ìåòîäà íà îïòèìàëüíûé â íåêîòîðîì ñìûñëå
óðîâåíü ãëàäêîñòè çàäà÷è è âåëè÷èíó ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû Ã¼ëüäåðà Lν
ãðàäèåíòà (ñóáãðàäèåíòà ïðè ν = 0) öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
âîçìîæíîñòü òàêîé íàñòðîéêè ìîæåò ïîçâîëèòü äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ óëó÷øèòü
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûìè òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè

17)NesterovYu.E., Smooth minimization of non-smooth functions // Mathematical Programming. 2005. Vol. 103.

P. 127 � 152.
18)Lagae S. New e�cient techniques to solve sparse structured linear systems, with applications to truss topology

optimization. Ecole polytechnique de Louvain, Universit�e catholique de Louvain, 2017.
19)Nesterov Yu. Universal gradient methods for convex optimization problems. // Math. Program. Vol. 152. No.

1 � 2. P. 381 -� 404.
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íà êëàññå çàäà÷ 20). Êàê èçâåñòíî, ïîãðåøíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè
âîçíèêàþò â ñèëó ðàçíûõ ïðè÷èí 21). Îíè ìîãóò áûòü åñòåñòâåííî ñâÿçàííûìè
ñ íåòî÷íîñòüþ äîñòóïíûõ äàííûõ, çàìåíîé áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è êîíå÷íî-
ìåðíûì àíàëîãîì è ò.ä. Âîçìîæíû è èñêóññòâåííûå íåòî÷íîñòè, âîçíèêàþùèå
â õîäå ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ïîìèìî óêàçàí-
íîé âûøå èäåîëîãèè óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ â ýòîì ïëàíå ìîæíî îòìåòèòü è
íåòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðèçàöèåé çàäà÷è, à òàêæå ñî ñãëàæèâàíèåì 22).

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïèñàíèÿ âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé
çàäàíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ãðàäèåíòà íà òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ. Äëÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè èçâå-
ñòåí ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå, îñíîâàííûé íà íåäàâíî ââåä¼ííîì ïîíÿòèè íåòî÷-
íîãî îðàêóëà 23) 24). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îáû÷íîãî (íåóñêîðåííîãî) ãðàäèåíòíî-
ãî ìåòîäà â îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèÿ âåëè÷èí,
ñâÿçàííûõ ñ ïîãðåøíîñòÿìè. Îäíàêî äëÿ îïòèìàëüíûõ ïðè îòñóòñòâèè ïîãðåø-
íîñòåé íà êëàññå ãëàäêèõ çàäà÷ óñêîðåííûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, äëÿ áûñòðî-
ãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà) â èòîãîâîé îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âåëè÷èíû ïî-
ãðåøíîñòåé ìîãóò íàêàïëèâàòüñÿ. Îòìåòèì ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå â ñëó÷àå
ïîãðåøíîñòåé íåñëó÷àéíîé ïðèðîäû (àïïðîêñèìàòèâíûé ãðàäèåíò) 25), à òàê-
æå � äëÿ ñëó÷àéíîãî àääèòèâíîãî øóìà (ïîãðåøíîñòè) 26) 27)28) ïðè çàäàíèè
ãðàäèåíòà.

Òàêæå âåñüìà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ äëÿ âàðèàöèîí-
íûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷ ñ àäàïòàöèåé êàê ê óðîâíþ ãëàäêîñòè îïåðàòî-
ðà, òàê è ê âåëè÷èíàì ïîãðåøíîñòåé. Îòìåòèì, ÷òî âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà
èìåþò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé â ôèçèêå, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, à â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ è â ìàøèííîì îáó÷åíèè. Ê ïðèìåðó, îòìå÷åíà öåëåñîîáðàçíîñòü èõ

20)Nesterov Yu., Universal gradient methods for convex optimization problems // Math. Program. Series A and

B. 2015. Vol. 152, No. 1�2. P. 381-�404.
21)ÏîëÿêÁ.Ò. Ââåäåíèå â îïòèìèçàöèþ. � Ì.: Íàóêà, 1983. � 433 ñ.
22)NesterovYu.E., Smooth minimization of non-smooth functions // Math. Program. 2005. Vol.103, No. 1. P. 127

� 152.
23)Devolder,O., Glineur, F., Nesterov,Yu. First-order methods of smooth convex optimization with inexact

oracle. // Math. Program. 2014. Vol. 146, � 1�2. P. 37 � 75.
24)DevolderO. Exactness, Inexactness and Stochasticity in First-Order Methods for Large-Scale Convex

Optimization. // PhD thesis (2013). https://dial.uclouvain.be/pr/boreal/object/boreal:128257.
25)D'AspremontA. Smooth optimization with approximate gradient. // SIAM Journal of Optimization. 2008.

Vol. 19, no. 3. P. 1171�1183.
26)GorbunovE., DvinskikhD., GasnikovA. Optimal Decentralized Distributed Algorithms for Stochastic Convex

Optimization. https://arxiv.org/abs/1911.07363v2, 2019.
27)À.Â. Ãàñíèêîâ. Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ìåòîä óíèâåðñàëüíîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-

êà. � Ì: ÌÔÒÈ, 2018. https://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1711/1711.00394.pdf
28)CohenM.B., Diakonikolas J., Orecchia L. On Acceleration with Noise-Corrupted Gradients. Proceedings of

the 35th International Conference on Machine Learning, Stockholm, Sweden, Proceedings of Machine Learning

Research 80, 2018.
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ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ îïèñàíèÿ ãåíåðàòèâíî-ñîñòÿçàòåëüíûõ ñåòåé 29). Â êà-
÷åñòâå àíàëîãà ãëàäêîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ ìîíîòîííûì ëèïøèöåâûì
îïåðàòîðîì, à â êà÷åñòâå àíàëîãà íåãëàäêîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è � âàðèà-
öèîííîå íåðàâåíñòâî ñ ìîíîòîííûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. Îïòèìàëüíûì ñ
òî÷êè çðåíèÿ íèæíèõ îöåíîê êîëè÷åñòâà îáðàùåíèé ê îðàêóëó îïåðàòîðà ïîëÿ
äëÿ óêàçàííûõ êëàññîâ çàäà÷ áóäåò ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä 30), à òàêæå åãî
áîëåå ñîâðåìåííûé âàðèàíò � ïðîêñèìàëüíûé çåðêàëüíûé ìåòîä 31). Â ðàáî-
òå 32) ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé ìåòîä äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñî ñëó÷àé-
íîé ïîãðåøíîñòüþ çàäàíèÿ îïåðàòîðà è ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìåòîäà
ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé íà óðîâåíü ãëàäêîñòè îïåðàòîðà ñ èññëåäîâàíèåì âî-
ïðîñîâ íàêîïëåíèÿ â èòîãîâîé îöåíêå êà÷åñòâà íàéäåííîãî ðåøåíèÿ âåëè÷èíû
àáñîëþòíûõ ïîìåõ íåñëó÷àéíîé ïðèðîäû ïðè çàäàíèè îïåðàòîðà âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ àäàï-
òèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
è ñåäëîâûõ çàäà÷ ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé êàê íà óðîâåíü ãëàäêîñòè öåëåâî-
ãî ôóíêöèîíàëà (îïåðàòîðà), òàê è íà âåëè÷èíó àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè. Ïðè
ýòîì ñòàâèòñÿ çàäà÷à îáîñíîâàòü ïðèìåíèìîñòü ðàçðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ íà êëàññå çàäà÷ ñî ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ äîïóñêàåò èõ îïèñàíèå
ñ òî÷êè çðåíèÿ íåêîòîðîé êîíöåïöèè àáñòðàêòíîé íåòî÷íîé ìîäåëè îïòèìèçè-
ðóåìîé ôóíêöèè ïîäîáíî 33) 34).

Öåëü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ � ðàçðàáîòêà îïòèìàëüíûõ àëãîðèò-
ìè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, à òàêæå ïîäõî-
äîâ ê èñïîëüçîâàíèþ íåòî÷íûõ ìîäåëåé äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíî-
òîííûìè îïåðàòîðàìè, âûïóêëî-âîãíóòûõ ñåäëîâûõ çàäà÷ è çàäà÷ ìèíèìèçàöèè

29)Antonakopoulos,K., Belmega,V., Mertikopoulos, P. An adaptive Mirror-Prox method for variational

inequalities with singular operators. � Advances in Neural Information Processing Systems 32, 2019 � pp. 8453�

8463.
30)Ã.Ì. Êîðïåëåâè÷. Ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê è äðóãèõ çàäà÷, // Ýêîíî-

ìèêà è ìàòåì. ìåòîäû. 1976. Ò. 12. � 4. Ñ. 747�756.
31)NemirovskiA. Prox-method with rate of convergence O(1/t) for variational inequalities with Lipschitz-

continuous monotone operators and smooth convex-concave saddle point problems. SIAM Journal on Optimization.

2004. Vol. 15(1). P. 229 � 251.
32)BachF. and LevyK.Y. A universal algorithm for variational inequalities adaptive to smoothness and noise. In

COLT'19: Proceedings of the 32nd Annual Conference on Learning Theory, 2019.
33)Tyurin A. I., Gasnikov A. V. Fast gradient descent method for convex optimization problems with an oracle

that generates a (δ, L)-model of a function in a requested point. // Computational Mathematics and Mathematical

Physics. 2019. Vol.59, No. 7. P. 1137 � 1150.
34)Stonyakin, F. S., Dvinskikh, D., Dvurechensky, P., Kroshnin, A., Kuznetsova, O., Agafonov, A., Gasnikov, A.,

Tyurin, A., Uribe, C. A., Pasechnyuk, D., Artamonov, S. Gradient Methods for Problems with Inexact Model of the

Objective. // In: Khachay M., Kochetov Y., Pardalos P. (eds) Mathematical Optimization Theory and Operations

Research. MOTOR 2019. Lecture Notes in Computer Science. Springer, Cham. 2019. Vol. 11548. P. 97 � 114.
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ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ïðåäëîæèòü àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû ñ
ïðèåìëåìûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ãàðàíòèÿìè è àäàïòàöèåé îöåíîê êà÷åñòâà ðå-
øåíèÿ ê óðîâíþ ãëàäêîñòè çàäà÷è, à òàêæå âåëè÷èíàì ïîãðåøíîñòåé.

Ìîæíî âûäåëèòü òàêèå çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:
1. Ðàñïðîñòðàíåíèå èäåîëîãèè óíèâåðñàëüíûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ íà ñó-

ùåñòâåííî áîëåå øèðîêèå êëàññû çàäà÷, à èìåííî � íà âàðèàöèîííûå íåðà-
âåíñòâà è ñåäëîâûå çàäà÷è. Ðàçðàáîòêà êîíöåïöèé àáñòðàêòíûõ íåòî÷íûõ îï-
òèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé (àíàëîãè (δ, L)-îðàêóëà è (δ, L)-ìîäåëè ôóíêöèè) äëÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðè-
åìëåìûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñ ó÷¼òîì åñòåñòâåííûõ è íåêîòîðûõ òèïîâ
èñêóññòâåííî ââåä¼ííûõ ïîãðåøíîñòåé äëÿ òàêèõ çàäà÷.

2. Èññëåäîâàíèå íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ íåòî÷íîé îïòèìèçàöèîííîé
ìîäåëè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ ðàçäåëüíûì ó÷¼-
òîì àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ãðàäèåíòà (ñóáãðà-
äèåíòà). Ðàçðàáîòêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ çàäà÷ àëãîðèòìè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ, êîòîðûå ìîãëè áû ïîçâîëèòü áîëåå ãèáêî ó÷èòûâàòü ñòåïåíü íåãëàäêîñòè
çàäà÷è, à òàêæå âîçíèêàþùèå åñòåñòâåííûå è èñêóññòâåííî ââåä¼ííûå íåòî÷íî-
ñòè ñ ñîõðàíåíèåì ïðèåìëåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ãàðàíòèé.

3. Îïèñàíèå óñëîâèé íà öåëåâîé ôóíêöèîíàë îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, êî-
òîðûå ïîçâîëÿþò ãàðàíòèðîâàòü ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñ òî÷-
íîñòüþ äî âåëè÷èí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîãðåøíîñòÿì.

4. Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ ïîäõîäîâ ñ ñîõðà-
íåíèåì îïòèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ãàðàíòèé íà íåêîòîðûå êëàññû íåâûïóê-
ëûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

5. Ðàçðàáîòêà àäàïòèâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ
çàäà÷ íåãëàäêîãî âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ îáîñíîâàíèÿ
îïòèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ãàðàíòèé íà êëàññàõ çàäà÷ ñ íåëèïøèöåâûìè
öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ.

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî îáîñíîâàíèþ íåîáõîäèìûõ ðåçóëüòàòîâ è
îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ áûëè âûïîëíåíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà. Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ âûïîëíåíî c èñïîëüçîâàíè-
åì êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì â ñðåäå CPython 3.7.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, êîòîðûå âûíî-

ñÿòñÿ íà çàùèòó:

1. Ïðåäëîæåí åäèíîîáðàçíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïòèìèçàöèîííîé ìîäå-
ëè äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ν-ã¼ëüäåðîâûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè
(ïðè âñåõ ν ∈ [0; 1]), êîòîðûé ïîçâîëèë ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä äëÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è âûïóêëî-âîãíóòûõ ñåäëîâûõ çàäà÷ ñîîòâåòñòâóþ-
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ùåãî óðîâíÿ ãëàäêîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà,
óêàçûâàþùèå íà îïòèìàëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà êàê íà êëàññå âàðè-
àöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ëèïøèöåâûìè îïåðàòîðàìè (ν = 1), òàê è íà êëàññå
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè (ν = 0).

2. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé íåòî÷íîé ìîäåëè (àíàëîã íåòî÷íî-
ãî îðàêóëà) äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷. Ñîîòâåòñòâåííî,
âûäåëåí íîâûé êëàññ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷, êîòîðûå äî-
ïóñêàþò â ïðîèçâîëüíîé çàïðàøèâàåìîé òî÷êå ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìîäåëè,
ïðè÷¼ì ñ óñëîâèÿìè òèïà îòíîñèòåëüíîé ãëàäêîñòè. Äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷
ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé âàðèàíò ïðîêñèìàëüíîãî çåðêàëüíîãî ìåòîäà, ïîëó÷å-
íà îöåíêà åãî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è äîêàçàíî, ÷òî â íåé íå íàêàïëèâàþòñÿ
îïðåäåëÿåìûå ïîãðåøíîñòÿìè âåëè÷èíû. Òåì ñàìûì, ñóùåñòâåííî ðàñøèðåíû
ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü ñîõðàíåíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè èëè áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì â ñëó÷àå ïîãðåøíîñòåé. Îáîñíîâàíà ïðèìå-
íèìîñòü äàííîãî ìåòîäà ê ïîïóëÿðíûì äëÿ âîïðîñîâ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé
êîìïîçèòíûì ñåäëîâûì çàäà÷àì.

3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì óñðåäíåíèÿ àäàïòèâíî ïîäáèðàåìûõ êîíñòàíò Ëèïøèöà
îïåðàòîðà íà èòåðàöèÿõ ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé ìåòîä äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ ñ ëèïøèöåâûìè ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè ñ ãàðàíòèåé ëèíåéíîé
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

4. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ àáñòðàêòíîé íåòî÷íîé îïòèìèçàöè-
îííîé ìîäåëè äëÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ïîêàçàíà åãî ïðèìåíè-
ìîñòü ê äîñòàòî÷íî øèðîêîìó âûäåëåííîìó êëàññó çàäà÷ íåãëàäêîé îïòèìèçà-
öèè. Îñîáåííîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà � ðàçäåëüíûé ó÷¼ò âëèÿíèÿ ïîãðåø-
íîñòåé ðàçíîãî òèïà ïóò¼ì ââåäåíèÿ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðîâ ïîãðåøíîñòåé.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ãðàäèåíòíîãî òèïà ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé â îöåíêå ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè íåêîòîðûõ èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ è ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ àäàïòèâ-
íàÿ íàñòðîéêà ìîæåò ïîâûøàòü êà÷åñòâî íàéäåííîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî
âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñî âñåìè òèïàìè ïîãðåøíîñòåé, íå íàêàïëèâàþòñÿ â èòî-
ãîâûõ îöåíêàõ äëÿ íåóñêîðåííûõ ìåòîäîâ. Ïðåäëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïðî-
öåäóðà äëÿ óñêîðåííîãî ìåòîäà, ãàðàíòèðóþùàÿ îòñóòñòâèå â îïðåäåë¼ííîìó
ñìûñëå íàêîïëåíèÿ îäíîãî èç òèïîâ ïîãðåøíîñòåé. Îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü
ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè íà íåêîòîðîì êëàññå íåãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè c
âû÷èñëèòåëüíûìè ãàðàíòèÿìè, áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíî-
æåíèÿ íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü).

5. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå íåòî÷íîé ìîäåëè öåëåâîé ôóíêöèè ñ íåñêîëüêèìè
ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàì ñèëüíîé âûïóêëîñòè, ãëàäêîñòè, à
òàêæå ñ ðàçäåëüíûì ó÷¼òîì ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è
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ãðàäèåíòà. Îáîñíîâàíà áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåí-
íûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì øàãà äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî òèïà îïòèìèçà-
öèîííîé ìîäåëè â ïðîèçâîëüíîé çàïðîøåííîé òî÷êå. Ðàçðàáîòàí àäàïòèâíûé
ãðàäèåíòíûé ìåòîä è îáîñíîâàíà áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè
â ñëó÷àå, åñëè âìåñòî ñèëüíîé âûïóêëîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî
åâêëèäîâîé íîðìû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ãðàäèåíòíîãî äîìèíèðîâàíèÿ.

6. Êîìáèíèðîâàíèåì ìåòîäà äèõîòîìèè ñ íåòî÷íûì ðåøåíèåì îäíîìåðíîé
äâîéñòâåííîé çàäà÷è è ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî òèïà äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ìíî-
ãîìåðíûõ çàäà÷ ïðåäëîæåí ïîäõîä ê çàäà÷àì âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
îäíèì ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèåì. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ââåä¼ííîì â ðà-
áîòå àäàïòèâíîì êðèòåðèè îñòàíîâêè, êîòîðûé ó÷èòûâàåò íåòî÷íîñòü ðåøåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Íà áàçå ïîëó÷åííîé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ
àíàëîãà ìåòîäà äèõîòîìèè íà êâàäðàòå ñ ó÷¼òîì ïîãðåøíîñòè íàõîæäåíèè ãðà-
äèåíòà ïðåäëîæåí ïîäõîä ê çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äâóìÿ ôóíê-
öèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäè-
êè äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ çàäà÷ ñ ñèëüíî âûïóêëûì öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì
êàê â ñëó÷àå îäíîãî, òàê è äâóõ ôóíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíèé.

7. Äëÿ çåðêàëüíûõ ñïóñêîâ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïî ïðîäóêòèâíûì è íåïðîäóê-
òèâíûì øàãàì ââåäåíû íîâûå àäàïòèâíûå êðèòåðèè îñòàíîâêè, âûïîëíåíèå êî-
òîðûõ ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ãëàäêîñòè öåëåâîãî ôóíê-
öèîíàëàì. Îáîñíîâàíà îïòèìàëüíîñòü îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ íåêîòî-
ðûõ òèïîâ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà. Â
÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå çàäà÷ ñ ã¼ëüäåðîâûìè âûïóêëûìè öåëåâû-
ìè ôóíêöèîíàëàìè ñîõðàíèòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè O(ε−2), îïòèìàëüíàÿ äàæå íà
áîëåå óçêîì êëàññå ëèïøèöåâûõ âûïóêëûõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ðàññìîòðå-
íî ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè âûñîêîíàãðóæåííîé êîìïüþòåðíîé ñåòè.
Òàêæå íà áàçå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ çåðêàëüíîãî ñïóñêà ïðåäëîæåíû ìåòîäû
äëÿ ìèíèìèçàöèè c îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ âûïóêëîãî îäíîðîäíîãî ôóíê-
öèîíàëà è âûïóêëûìè ôóíêöèîíàëàìè îãðàíè÷åíèé. Ýòè ìåòîäû ãàðàíòèðóþò
äîñòèæåíèå çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
çà îïòèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé ïðè ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè (0 � íå îáÿçàòåëüíî
âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñóáäèôôåðåíöèàëà öåëåâîé ôóíêöèè â íóëåâîé òî÷êå).

8. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ðåñòàðòîâ (ïåðåçàïóñêîâ) óêàçàííûõ â ï. 7 àäàïòèâ-
íûõ çåðêàëüíûõ ñïóñêîâ âïåðâûå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû äëÿ çàäà÷ ñèëüíî âû-
ïóêëîé îïòèìèçàöèè ñ ñèëüíî âûïóêëûì ëèïøèöåâûì ôóíêöèîíàëîì îãðàíè-
÷åíèÿ. Âïåðâûå ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà íåêîòî-
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ðûõ êëàññàõ çàäà÷ ñ íåãëàäêèìè öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè max-òèïà, êîòîðûå
íå óäîâëåòâîðÿþ óñëîâèþ Ëèïøèöà.

9. Îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü íåêîòîðûõ èç ðàçðàáîòàííûõ àäàïòèâíûõ çåð-
êàëüíûõ ñïóñêîâ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ê çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî êâà-
çèâûïóêëîãî ñóáäèôôåðåíöèðóåìîãî ïî Êëàðêó öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ñ íåíó-
ëåâûì ñóáãðàäèåíòîì â ëþáîé òî÷êå è âûïóêëûì ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíè-
åì. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ,
êîòîðûå îïòèìàëüíû äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñ öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ãëàäêîñòè.

10. Ïðåäëîæåí íîâûé àäàïòèâíûé ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ çàäà÷
îíëàéí-îïòèìèçàöèè â ñëó÷àå âûïóêëûõ (âîçìîæíî, íåãëàäêèõ) ëèïøèöåâûõ
öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ è íåñêîëüêèõ âûïóêëûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
îãðàíè÷åíèé. Îáîñíîâàíà îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà â òåðìèíàõ íèæíèõ îðàêóëü-
íûõ îöåíîê íà ðàññìîòðåííîì êëàññå çàäà÷.

Ê íàèáîëåå âàæíûì ðåçóëüòàòàì, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñòîèò îòíåñòè ðåçóëü-
òàòû ïï. 1, 2, 4, 5, 7 è 8. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ïï. 2, 4 è 5 î ìîäåëüíîé
îáùíîñòè äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðèâîäÿò ê
ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî òèïà ñ
ñîõðàíåíèåì ïðèåìëåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ãàðàíòèé. Ðåçóëüòàòû ïï. 7 è 8 óêà-
çûâàþò íà ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êëàññà çàäà÷ (ïðåèìóùåñòâåííî, íåãëàä-
êîãî) âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûìè ñóáãðà-
äèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ çàâåäîìî îïòèìàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå
ãàðàíòèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

äèññåðòàöèè

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè
îáîñíîâàííûìè. Ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíà 22 îñíîâíûå ïå÷àòíûå
ðàáîòû, èç êîòîðûõ 8 âûøëè áåç ñîàâòîðîâ. Èç óêàçàííûõ ðàáîò 21 îïóáëèêî-
âàíû â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçå Scopus èëè Web of Science è 1 ñòàòüÿ
îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ ÐÔ, êîòîðûé èíäåêñèðóåòñÿ â áàçå
RSCI. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû, êîòî-
ðûå ïðèíàäëåæàò ñîèñêàòåëþ.

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû àâòîð âûñòóïàë ñ 90-ìèíóòíûìè
äîêëàäàìè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• Îáùåìîñêîâñêèé ïîñòîÿííûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêî-
ãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè¿. Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â. À.
Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Á.Ò. Ïîëÿêà.

12



• Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Çàäà÷è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ: òåîðèÿ è ïðèëîæå-
íèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ì.È. Çåëèêèíà, ÷ëåí-
êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Â.Þ. Ïðîòàñîâà, ïðîôåññîðà Â.Ì. Òèõîìèðîâà è
ïðîôåññîðà À.Â. Ôóðñèêîâà.

• Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî.

• Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû àëãåáðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Êðûì-
ñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà È.Â. Îðëîâà.

• Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ðîññèéñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.È. Áóðåíêîâà.

• Íàó÷íûé ñåìèíàð "Êîíñòðóêòèâíûé íåãëàäêèé àíàëèç è íåäèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ îïòèìèçàöèÿ"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Í. Ìàëîç¼ìîâà.

• Òðàäèöèîííûå øêîëû ¾Èíôîðìàöèÿ. Óïðàâëåíèå. Îïòèìèçàöèÿ¿ 2018 è
2019 ãã.

• IX Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ýëå-
ìåíòàìè íàó÷íîé øêîëû "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ
èíôîðìàòèêà, ïîñâÿù¼ííàÿ 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà ÐÀÍ
Þ.Ã. Åâòóøåíêî, Îìñê, àïðåëü 2019 ã.

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè ñåêöèîííûå äîêëàäû, â ÷àñòíî-
ñòè, íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• 23 Ñèìïîçèóì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, Áîðäî, Ôðàíöèÿ,
èþëü 2018 ã.

• International IFAC Congress, Ãåðìàíèÿ, Áåðëèí, èþëü 2020 ã.

• Conference on graphs, networks, and their applications. ÌÔÒÈ, ã. Äîëãî-
ïðóäíûé, ìàé 2019 ã.

• International conferences ¾Mathematical Optimization Theory and
Operations Research¿, èþëü 2019 è 2020 ãã.

• IX è X Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ¾Optimization and applications¿,
Ïåòðîâàö, ×åðíîãîðèÿ, 2018 è 2019 ãã.
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• IV è V Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ¾Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è îá-
ðàòíûå çàäà÷è¿, Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ, äåêàáðü 2018 è 2019 ãã.

• International Workshop ¾Optimization at work¿, Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ, îê-
òÿáðü 2017 ã.

Ñòðóêòóðà è îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 5 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 417 ñòðàíèö. Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷-
íèêîâ ñîñòîèò èç 178 íàèìåíîâàíèé. Íóìåðàöèÿ óïîìèíàåìûõ â àâòîðåôåðàòå
óòâåðæäåíèé è àëãîðèòìîâ ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé èõ â äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè óêàçàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è
ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé è ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðíûõ èñ-
òî÷íèêîâ ïî òåìå, à òàêæå íàáîð íåîáõîäèìûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ââîäèòñÿ
øèðîêî èñïîëüçóåìûé â îïòèìèçàöèè àíàëîã ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè x è
y, êîòîðûé íàçûâàþò ðàñõîæäåíèåì èëè äèâåðãåíöèåé Áðýãìàíà. Îáû÷íî äè-

âåðãåíöèÿ Áðýãìàíà ââîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíîé 1-ñèëüíî âû-
ïóêëîé ôóíêöèè d (ïîðîæäàåò ðàññòîÿíèÿ), êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ
òî÷êàõ x ∈ Q:

V (y, x) = d(y)− d(x)− 〈∇d(x), y − x〉 ∀x, y ∈ Q,

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàíäàðòíîé åâêëè-
äîâîé íîðìû ‖ · ‖2 è ðàññòîÿíèÿ â Rn ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V (y, x) = d(y − x) =
1
2‖y − x‖

2
2 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ Q. Ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î íåäàâíî ââåä¼í-

íîì óñëîâèè îòíîñèòåëüíîé ãëàäêîñòè35) äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Òàêîé
êëàññ çàäà÷ ñâÿçàí ñ çàìåíîé ñòàíäàðòíîãî óñëîâèÿ Ëèïùèöà ãðàäèåíòà f íà
îñëàáëåííûé âàðèàíò

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 6 f(y) 6 f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ LV (y, x)

è ïðåäïîëàãàåò ëèøü âûïóêëîñòü (íî íå ñèëüíóþ âûïóêëîñòü) ïîðîæäàþùåé
ôóíêöèè d. Óñëîâèå îòíîñèòåëüíîé ãëàäêîñòè ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü âàðèàíò
ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, êîòîðûå ðàíåå ðåøàëèñü ëèøü ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, ðå÷ü èäåò îá èçâåñòíîé çàäà÷å

35)H. H. Bauschke, J. Bolte, and M. Teboulle. A descent lemma beyond Lipschitz gradient continuity: First-order

methods revisited and applications. // Math. Oper. Res. 2017. Vol. 42. P. 330 -� 348.
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ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà, ïîêðûâàþùåãî çàäàííûé íàáîð òî÷åê,
êîòîðàÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ñòàòèñòèêå è àíàëèçå äàííûõ36). Äàëåå, îïèñàíû
àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè è îòíîñèòåëüíîé ëèï-
øèöåâîñòè (îãðàíè÷åííîñòè ñóáãðàäèåíòà) äëÿ ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïî-
äðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèÿ íåòî÷íîãî îðàêóëà è íåòî÷íîé ìîäåëè 37) öåëåâîé
ôóíêöèè. Ïðèâåäåíî íåìàëî ïðèìåðîâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ öåëåñî-
îáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ íåòî÷íîãî îðàêóëà è íåòî÷íîé ìîäåëè, îòíîñè-
òåëüíîé ãëàäêîñòè, îòíîñèòåëüíîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè è îòíîñèòåëüíîé ëèï-
øèöåâîñòè öåëåâîé ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà
ïîñâÿùåíà, â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ñ ïðèåìëåìûìè âû÷èñëèòåëüíû-
ìè ãàðàíòèÿìè äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ óêàçàííûõ âû-
øå êëàññîâ ïðè íàëè÷èè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (÷òî â îáùåì ñëó÷àå
óñëîæíÿåò ñòðóêòóðó çàäà÷è), à òàêæå äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëî-
âûõ çàäà÷.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íîâîé ìåòîäèêå ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ïîãðåøíîñòè çà-
äàíèÿ îïåðàòîðà, à òàêæå ïðèìåíèìà ê âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì ñ ã¼ëü-
äåðîâûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè è âûïóêëî-âîãíóòûì ñåäëîâûì çàäà÷àì
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ãëàäêîñòè.

Âî ââåäåíèè ê ãëàâå 2, â ÷àñòíîñòè, íàïîìèíàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåøå-
íèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (äàëåå ñîêðàùåííî � ÂÍ), à òàêæå íåîáõîäè-
ìûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû. Äëÿ îïåðàòîðà G : Q→ Rn, çàäàííîãî íà âûïóêëîì
êîìïàêòå Q ⊂ Rn ïîä âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì ïîíèìàåì íåðàâåíñòâî âèäà

〈G(x∗), x∗ − x〉 6 0. (1)

Îòìåòèì, ÷òî â (1) òðåáóåòñÿ íàéòè x∗ ∈ Q (ýòî x∗ è íàçûâàåòñÿ (ñòðîãèì)
ðåøåíèåì ÂÍ), äëÿ êîòîðîãî

max
x∈Q
〈G(x∗), x∗ − x〉 6 0.

Äëÿ ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ïîëÿ G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå çàäà÷ó îòûñ-
êàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

〈G(x), x∗ − x〉 6 0, (2)

ò.å. íàõîæäåíèÿ x∗ ∈ Q, äëÿ êîòîðîãî (2) âåðíî ïðè âñåõ x ∈ Q.
36)LuH., FreundR.M., and NesterovY. Relatively-smooth convex optimization by �rst-order methods and

applications. // SIAM Journal on Optimization. 2018. Vol. 28, No. 1. P. 333 � 354.
37)Tyurin A. I., Gasnikov A. V. Fast gradient descent method for convex optimization problems with an oracle

that generates a (δ, L)-model of a function in a requested point. // Computational Mathematics and Mathematical

Physics. 2019. Vol.59, No. 7. P. 1137 � 1150.
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Îäèí èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ãëàâû 2 � èñïîëüçîâàíèå ââåä¼ííûõ àâòîðîì 38)

àíàëîãîâ (δ, L)-îðàêóëà (è, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, (δ, L)-ìîäåëè ôóíêöèè) äëÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ñåäëîâûõ çàäà÷. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
äàæå áîëåå îáùóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ x∗ ∈ Q àáñòðàêòíîé çàäà÷è
ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ψ(x, x∗) > 0 ∀x ∈ Q (3)

äëÿ íåêîòîðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòàQ ⊂ Rn, à òàêæå ôóíêöèîíàëà ψ : Q×Q→
R. Åñëè ïðåäïîëîæèòü àáñòðàêòíóþ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèîíàëà ψ:

ψ(x, y) + ψ(y, x) 6 0 ∀x, y ∈ Q,

òî âñÿêîå ðåøåíèå (3) áóäåò òàêæå è ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è ðàâíîâåñ-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ψ(x∗, x) 6 0 ∀x ∈ Q. (4)

Â îáùåì ñëó÷àå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ x∗ çàäà÷è
(3).

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå (δ, L)-ìîäåëè äëÿ óêàçàí-
íîãî âûøå êëàññà çàäà÷ è ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò ïðîêñèìàëüíîãî çåðêàëüíîãî
ìåòîäà ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì øàãà è àäàïòèâíûì êðèòåðèåì îñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë ψ äîïóñêàåò (δ, L)-

ìîäåëü ψδ(x, y) ïðè íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ L > 0 è δ > 0 íà ìíîæåñòâå

Q îòíîñèòåëüíî äèâåðãåíöèè Áðýãìàíà V (y, x), åñëè äëÿ âñÿêèõ x, y, z ∈ Q

âåðíû:

(i) ψ(x, y) 6 ψδ(x, y) + δ;

(ii) ψδ(x, y) � âûïóêëûé ôóíêöèîíàë ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé;

(iii) ψδ(x, x) = 0;

(iv) (àáñòðàêòíàÿ δ-ìîíîòîííîñòü)

ψδ(x, y) + ψδ(y, x) 6 δ;

(v) (îáîáù¼ííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ãëàäêîñòü)

ψδ(x, y) 6 ψδ(x, z) + ψδ(z, y) + LV (x, z) + LV (z, y) + δ. (5)
38)F. S. Stonyakin. On the Adaptive Proximal Method for a Class of Variational Inequalities and Related Problems.

// Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics. 2020. Vol. 309(1). P.S139 � S150.

16



Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èäåÿ îáîáùèòü ýòîò ìåòîä íà àáñòðàêòíûå çàäà÷è
(3) è (4) â ïðåäïîëîæåíèÿõ èõ ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòî÷-
íîé ìîäåëè, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåíèþ 2.1.1. Ïðè ýòîì áóäåì ó÷èòûâàòü
ïîãðåøíîñòü δ â (5), à òàêæå ïîãðåøíîñòü δ̃ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷
íà èòåðàöèÿõ ñîãëàñíî îäíîìó èç äîñòàòî÷íî èçâåñòíûõ â àëãîðèòìè÷åñêîé îï-
òèìèçàöèè ïîäõîäîâ:

x :=
δ̃

arg min
y∈Q

ϕ(y), åñëè 〈∇ϕ(x), x− y〉 6 δ̃ ∀y ∈ Q.

Íèæå îïèñàíà (N + 1)-àÿ èòåðàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà (N = 0, 1, 2, . . .)
ñ âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 = arg min

x∈Q
d(x) äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷-

íîñòè ε > 0, à òàêæå íåêîòîðîé êîíñòàíòû L0 6 2L.

Àëãîðèòì 1 Àäàïòèâíûé ìåòîä äëÿ êîíöåïöèè (δ, L)-ìîäåëè äëÿ ÂÍ.

1. N := N + 1; LN+1 := LN
2 .

2. Âû÷èñëÿåì:

yN+1 :=
δ̃

arg min
x∈Q

{
ψδ(x, x

N) + LN+1V (x, xN)
}
,

xN+1 :=
δ̃

arg min
x∈Q

{
ψδ(x, y

N+1) + LN+1V (x, xN)
}

äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî:

ψδ(x
N+1, xN) 6 ψδ(y

N+1, xN) + ψδ(x
N+1, yN+1)+

+LN+1V (yN+1, xN) + LN+1V (xN+1, yN+1) + δ.
(6)

3. Åñëè (6) íå âûïîëíåíî, òî LN+1 := 2LN+1 è ïîâòîðÿåì ï. 2.

4. Èíà÷å ïåðåõîä ê ï. 1.

5. Êðèòåðèé îñòàíîâêè ìåòîäà:

SN :=
N−1∑
k=0

1

Lk+1
>

max
x∈Q

V (x, x0)

ε
.

Ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.6. Ïóñòü ôóíêöèîíàë ψ äîïóñêàåò (δ, L)-ìîäåëü ψδ(x, y) ïðè

íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ L > 0 è δ > 0 íà ìíîæåñòâå Q îòíîñèòåëüíî
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äèâåðãåíöèè Áðýãìàíà V (y, x). Òîãäà ïîñëå îñòàíîâêè àëãîðèòìà 1 äëÿ âñÿêî-

ãî x ∈ Q áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

− 1

SN

N−1∑
k=0

ψδ(x, y
k+1)

Lk+1
6
V (x, x0)

SN
+ 2δ̃ + δ 6 ε+ 2δ̃ + δ, (7)

a òàêæå

ψ(ỹ, x) 6
V (x, x0)

SN
+ 2δ̃ + 3δ 6 ε+ 2δ̃ + 3δ (8)

ïðè

ỹ :=
1

SN

N−1∑
k=0

yk+1

Lk+1
. (9)

Çàìå÷àíèå 2.1.7. Ââèäó (5) è âûáîðà L0 6 2L ãàðàíòèðîâàííî áóäåò âåðíî

Lk+1 6 2L ∀k = 0, N − 1. Ïîýòîìó SN > N
2L è îöåíêè (7)�(8) îçíà÷àþò, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî x ∈ Q áóäóò âåðíû íåðàâåíñòâà:

ψ(ỹ, x) 6 ε+ 2δ̃ + 3δ (10)

ïîñëå âûïîëíåíèÿ íå áîëåå, ÷åì O
(
ε−1
)
èòåðàöèé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Ïðè

ýòîì íåòðóäíî ïðîâåðèòü, êîëè÷åñòâî ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ â

ï.2 àëãîðèòìà íà N èòåðàöèÿõ ìåòîäà íå ïðåâûøàåò 2N + log2
L
L0
, ò.å.

ñòîèìîñòü èòåðàöèè â ñðåäíåì áóäåò ñîïîñòàâèìîé ñî ñòîèìîñòüþ èòåðà-

öèè êëàññè÷åñêîãî ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, ïðåäïîëàãàþùåé ðåøåíèå äâóõ

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà êàæäîé èòåðàöèè. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ñ òî÷-

íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ îïòèìàëüíà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

c ìîíîòîííûì ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì39).

Çàìå÷àíèå 2.1.8. Äëÿ îáû÷íûõ ñëàáûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (2) íåðà-

âåíñòâî (10) ìîæíî çàìåíèòü íà

max
x∈Q
〈G(x), ỹ − x〉 6 ε+ 2δ̃ + 3δ. (11)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âèäà (11) äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóþò êàê êðè-

òåðèé êà÷åñòâà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.

Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ã¼ëüäåðîâà îïåðàòîðà ïîëÿ âàðèàöèîí-
íîãî íåðàâåíñòâà G

||G(x)−G(y)||∗ 6 Lν||x− y||ν ∀x, y ∈ Q (12)

39)NemirovskyA. S. Information-based complexity of linear operator equations. Journal of Complexity, 8(2):153�

175, 1992.
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ν ∈ [0; 1], ïðè÷åì L0 < +∞ (äðóãèå êîíñòàíòû Lν (ν 6= 0)
ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè (12)

〈G(z)−G(y), z − x〉 6 L

2
||z − x||2 +

L

2
||z − y||2 +

ε

2
(13)

äëÿ êîíñòàíòû

L = L
2

1+ν
ν (2ε)

ν−1
1+ν ,

êîòîðàÿ çàâèñèò îò ââåä¼ííîé èñêóññòâåííîé íåòî÷íîñòè ε. Íà áàçå èíòåðïîëÿ-
öèè (13) àëãîðèòì 1 ñ çàìåíîé V (y, x) íà 1

2‖y− x‖
2 ñâîäèòñÿ ê óíèâåðñàëüíîìó

ìåòîäó äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò àäàïòèâíóþ íà-
ñòðîéêó íà óðîâåíü ãëàäêîñòè îïåðàòîðà G. Äîêàçàíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ðàç-
ðàáîòàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ε -ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷ (1) �
(2) ñ îöåíêîé äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîãî
êà÷åñòâà ðåøåíèÿ

O
(
ε−

2
1+ν

)
, (14)

êîòîðàÿ îïòèìàëüíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðè ν = 0 è ν = 1.
Ïðè ýòîì àäàïòèâíîñòü ìåòîäà íà ïðàêòèêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñêîðåíèþ ðà-
áîòû ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ (14), ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå ýêñïå-
ðèìåíòîâ.

Â ðàçäåëå 2.3 ââåä¼í àíàëîã ïîíÿòèÿ (δ, L)-ìîäåëè äëÿ áîëåå óçêîãî ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì êëàññà ñåäëîâûõ çàäà÷ è âûïèñàíà îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 1. Îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü ýòîé êîíöåïöèè
ê êîìïîçèòíûì ñåäëîâûì çàäà÷àì, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé40).

Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, äåìîíñòðè-
ðóþùèå ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àäàïòèâíûõ (óíèâåðñàëü-
íûõ) ìåòîäîâ äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ãëàâû 2 êëàññîâ çà-
äà÷. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñ÷¼òû ëàãðàíæåâû ñåäëîâûå çàäà÷è äëÿ
íåãëàäêîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è Ôåðìà-Òîððè÷åëëè-Øòåéíåðà è çàäà÷è î íàè-
ìåíüøåì ïîêðûâàþùåì øàðå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå çà-
äà÷è ðåøåíèÿ áèëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ èãð.

Â ðàçäåëå 2.5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè óñðåäíåíèé àäàïòèâíî ïîäáèðà-
åìûõ êîíñòàíò Ëèïøèöà îïåðàòîðà ïîëÿ ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ïðåäëîæåííîãî àâòîðîì 41) àäàïòèâíîãî àíàëîãà ìåòîäà 42) 43) äëÿ âàðèàöèîí-
40)ChambolleA. and PockT. A �rst-order primal-dual algorithm for convex problems with applications to imaging.

Journal of Mathematical Imaging and Vision, 40(1):120�145, May 2011.
41)Ô.Ñ. Ñòîíÿêèí. Àäàïòèâíûé àíàëîã ìåòîäà Þ. Å. Íåñòåðîâà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ñèëüíî

ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. // Ñèáèðñêèé æóðíàë âû÷èñëèò. ìàòåì. 2019. Ò. 22, � 2. C. 201 -� 211.
42)Nesterov Yu., Scrimali L. Solving strongly monotone variational and quasi-variational inequalities. // Discrete

and Continuous Dynamical Systems, 2007
43)Íåñòåðîâ Þ. Å. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ âûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ. // Äèññ. . . . äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê: 01.01.07 /
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íûõ íåðàâåíñòâ ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì ëèïøèöåâûì îïåðàòîðîì íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñêîðîñòè àäàïòèâíîãî ìåòîäà ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíîé îöåíêîé äëÿ íåàäàïòèâ-
íîãî âàðèàíòà ìåòîäà, ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íåêîòîðûìè ÷èñëåííûìè ýêñïå-
ðèìåíòàìè.

Ãëàâà 3 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà íîâûì ðåçóëüòàòàì â îáëàñòè
ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî òèïà ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé íà âåëè÷èíû ïîãðåøíî-
ñòåé äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê åñòåñòâåííûìè (ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè èëè ãðàäèåíòà), òàê è èñêóññòâåííûìè (ñâÿçàíû ñ áîëåå íèç-
êèì óðîâíåì ãëàäêîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà). Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü
ïîäõîäà � íàëè÷èå íå îäíîãî, à äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíûì ïîãðåøíî-
ñòÿì ïàðàìåòðîâ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ öåëå-
âîãî ôóíêöèîíàëà è åãî ãðàäèåíòà). Ïðè ýòîì òàêîé ïîäõîä äà¼ò âîçìîæíîñòü
èçáåæàòü íàêîïëåíèÿ çíà÷åíèé îäíîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîãðåøíîñòåé (çàäà-
íèÿ ãðàäèåíòà â ãëàäêîì ñëó÷àå) â òåîðåòè÷åñêèõ îöåíêàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäà.

Âî ââåäåíèè ê ãëàâå 3 ïðèâîäèòñÿ ìîòèâèðîâêà äëÿ ðàçðàáàòûâàåìîãî
ïîäõîäà ê àíàëîãó íåòî÷íîãî îðàêóëà (òî÷íåå, (δ, L)-ìîäåëè) öåëåâîé ôóíêöèè
ñ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçíûå òèïû íåòî÷íîñòåé.
Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà
ìîæíî ðàçäåëüíî ó÷èòûâàòü ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà f è
ãðàäèåíòà ∇f . Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ Q ïðè íåêîòîðîì ôèê-

ñèðîâàííîì ∆ > 0 âåðíî
∥∥∥∇f(x)− ∇̃f(x)

∥∥∥
∗
6 ∆, äëÿ íåêîòîðîãî äîñòóïíî-

ãî ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ∇̃f(x) ãðàäèåíòà ∇f , òî áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣∣〈∇f(x)− ∇̃f(x), y − x
〉∣∣∣ 6 ∆‖y − x‖. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôóíê-

öèîíàëà f c L-ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì è ïðè óñëîâèè äîñòóïíîñòè â òî÷êå x
ëèøü ïðèáëèæ¼ííîãî çíà÷åíèÿ fδ(x) òàêîãî, ÷òî fδ(x) 6 f(x) 6 fδ(x) + δ ïðè
íåêîòîðîì δ > 0, áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
−∆‖y − x‖ 6 f(y) 6

6 fδ(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 + ∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q.

(15)

Ìîæíî ââåñòè (ïðè÷¼ì â àáñòðàêòíîé ìîäåëüíîé îáùíîñòè) ñëåäóþùèé àíà-

Íåñòåðîâ Þðèé Åâãåíüåâè÷; [Ìåñòî çàùèòû: Ìîñê. ôèç.-òåõí. èí-ò (ãîñ. óí-ò)]. � Ìîñêâà, 2013. � 367 ñ.: èë.

ÐÃÁ ÎÄ, 71 15-1/114.
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ëîã íåðàâåíñòâà (15) c ïàðàìåòðàìè δ, γ,∆ > 0:

f(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
− δ − γ‖y − x‖ 6 f(y) 6

6 f(x) +
〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 + ∆‖y − x‖+ δ ∀x, y ∈ Q.

(16)

Ñìûñë òàêîãî îáîáùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ γ è ∆ â (16). Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.3 äàëåå, âëèÿíèå
âåëè÷èíû ∆ íà îöåíêó èòîãîâîãî êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü óìåíüøåíî.
Â ãëàâå 3, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ íåêîòîðûõ
ïðèìåðîâ íåãëàäêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå δ = γ = 0 ïðè ∆ > 0. Åñëè ïîëîæèòü γ = 0,
òî ∇̃f(x) � δ-ñóáãðàäèåíò f â òî÷êå x è ïàðàìåòð ∆ > 0 ìîæåò óêàçûâàòü â
ýòîì ñëó÷àå íà ñêà÷êè ∇̃f(x) â òî÷êàõ íåãëàäêîñòè f . Âïîëíå åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ∆ êàê èñêóññòâåííóþ íåòî÷íîñòü äëÿ íåãëàäêîé çàäà÷è. Â òàêîì
ñëó÷àå ∆ â íåðàâåíñòâå

f(x)+
〈
∇̃f(x), y − x

〉
6 f(y) 6 f(x)+

〈
∇̃f(x), y − x

〉
+
L

2
‖y − x‖2 +∆‖y − x‖.

(17)
âïîëíå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó ñêà÷êîâ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ f âäîëü
âñåâîçìîæíûõ âåêòîðíûõ îòðåçêîâ [x; y]. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè f â (17)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé M > 0, òî ∆ 6 2M . Îòìå-
òèì, ÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ∆ ñóùåñòâåííî ìåíüøåM . Ïîõîæèå íà (17)
óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â 44) 45) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f ïðåäñòàâèì â âèäå ñóì-
ìû ãëàäêîãî è íåãëàäêîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Ðàññìàòðèâàåìûå â ãëàâå 3
ïîäõîäû ê ââåäåíèþ îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàò-
ðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî
ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû ãëàäêîãî è íåãëàäêîãî ñëàãàåìûõ.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå íåòî÷íîé ìîäåëè öåëåâîé
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f äîïóñêàåò (δ, γ,∆, L)-ìîäåëü â

òî÷êå x ∈ Q, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âûïóêëîé ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè

ψ(y, x) òàêîé, ÷òî ψ(x, x) = 0, áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

f(x) + ψ(y, x)− γ‖y − x‖+ δ 6 fδ(x) + ψ(y, x)− γ‖y − x‖

6 f(y) 6 fδ(x) + ψ(y, x) + δ + ∆‖y − x‖+ LV (y, x) 6 (18)

6 fδ(x) + ψ(y, x) + δ + ∆‖y − x‖+ LV (y, x)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ Q.
44)DevolderO. Exactness, Inexactness and Stochasticity in First-Order Methods for Large-Scale Convex

Optimization. // PhD thesis (2013).https://dial.uclouvain.be/pr/boreal/object/boreal:128257.
45)LanG. Gradient sliding for composite optimization. // Math. Program. 2016. Vol. 159, no. 1�2, P. 201�235.
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Ïîêàæåì ïðèìåð, ïîÿñíÿþùèé ñìûñë èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëüíîé îáùíîñòè
â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè. Â ýòîì êîíòåêñòå ìîæíî îòìåòèòü çàäà÷ó âûïóê-
ëîé êîìïîçèòíîé îïòèìèçàöèè f(x) = g(x) + h(x) → min, ãäå g � ãëàäêàÿ
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à h � âûïóêëàÿ íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòîé
ñòðóêòóðû (îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ëþáîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ h íå ñèëü-
íî çàòðàòíà). Åñëè ïðè ýòîì äëÿ ãðàäèåíòà ∇g çàäàíî åãî ïðèáëèæåíèå ∇̃g:∥∥∥∇̃g(x)−∇g(x)

∥∥∥ 6 ∆, ïðè÷åì

g(y) > g(x) + 〈∇̃g(x), y − x〉 −∆‖y − x‖ − δ,

òî ìîæíî ïîëîæèòü ψ(y, x) = 〈∇̃g(x), y − x〉+ h(y)− h(x) è áóäåò âåðíî íåðà-
âåíñòâî (18) ïðè γ = ∆.

Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì 6, äîïóñêàþùèé àäàïòèâíóþ îöåíêó êà÷å-
ñòâà íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ê âåëè÷èíàì ïàðàìåòðîâ (δ,∆, L)-ìîäåëè.

Àëãîðèòì 6 Àäàïòèâíûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ
(δ, γ,∆, L)-ìîäåëü â çàïðîøåííîé òî÷êå.
Require: x0 ∈ Q � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, V (x∗, x

0) 6 R2, ïàðàìåòðû:
L0 > 0, ∆0 > 0, δ0 > 0: L0 6 2L, ∆0 6 2∆, δ0 6 2δ.

1: Lk+1 := Lk/2, ∆k+1 := ∆k/2, δk+1 := δk/2.
2: xk+1 := argmin

x∈Q
{ψ(x, xk) + LV (x, xk)}.

3: if fδ(x
k+1) 6 fδ(x

k)+ψ(xk+1, xk)+Lk+1V (xk+1, xk)+∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+δk+1

then

4: k := k + 1 è âûïîëíåíèå ï. 1.
5: else

6: Lk+1 := 2 · Lk+1; ∆k+1 := 2 ·∆k+1; δk+1 := 2 · δk+1 è âûïîëíåíèå ï. 2.
7: end if

Ensure: x̂ := 1
SN

N−1∑
k=0

xk+1

Lk+1
, SN :=

N−1∑
k=0

1
Lk+1

.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.4. Ïóñòü f : Q → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äîïóñêàþùàÿ

(δ, γ,∆, L)-ìîäåëü ψ(y, x) â ëþáîé òî÷êå x ∈ Q, à òàêæå V (x∗, x
0) 6 R2,

ãäå x0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå è x∗ � òî÷íîå ðåøåíèå, áëèæàéøåå ê x0 ñ

òî÷êè çðåíèÿ äèâåðãåíöèè Áðýãìàíà. Òîãäà ïîñëå N èòåðàöèé äëÿ âûõîäà x̂

àëãîðèòìà 6 áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

f(x̂)− f(x∗) 6
R2

SN
+

1

SN

N−1∑
k=0

δk+1 + ∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥+ γ‖xk − x∗‖

Lk+1
+ δ. (19)
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Îòìåòèì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ï. 2 ëèñòèíãà àëãîðèòìà 6 ðåøàåòñÿ

íå áîëåå

2N + max

{
log2

2L

L0
, log2

2δ

δ0
, log2

2∆

∆0

}
(20)

ðàç.

Êàê âèäèì, ïàðàìåòð δ ðàññìîòðåííîé íå äîïóñêàåò ïîëíîé àäàïòèâíîé íà-
ñòðîéêè. Ïîýòîìó ïî ñóòè ïðåäëîæåíî ëèøü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàç-
ðàáîòêè àëãîðèòìè÷åñêîãî ìåòîäà ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé â îöåíêå ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì òèïàì íåòî÷íîñòåé.

Çàìå÷àíèå 3.1.5. Îöåíêà (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñðåäíåì òðóäîåìêîñòü

èòåðàöèè ïðåäëîæåííîãî àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà ïðåâûøàåò òðóäîåìêîñòü

íåàäàïòèâíîãî ìåòîäà íå áîëåå, ÷åì â ïîñòîÿííîå ÷èñëî ðàç. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî ïðè k = 0, 1, 2, ... Lk+1 6 2CL, C = max
{

1, 2δ
δ0
, 2∆

∆0

}
. Ïîýòîìó

SN 6 N
2CL, ÷òî óêàçûâàåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà O(ε−1), íî ïðè íà-

ëè÷èè â îöåíêå (19) ñëàãàåìûõ, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìåòðàìè δ è ∆ (ïðè ýòîì

ââèäó àäàïòèâíîñòè ìåòîäà δk è ∆k ìîãóò áûòü ìåíüøå δ è ∆ ñîîòâåò-

ñòâåííî).

Äàëåå, â ðàçäåëå 3.2 ïðåäëîæåí âàðèàíò áûñòðîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ
çàäà÷ âûïóêëîé ìèíèìèçàöèè ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì øàãà è àäàïòèâíîé íà-
ñòðîéêîé íà âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ (δ,∆, L)-ìîäåëè (àíàëîãà (δ, γ,∆, L)-ìîäåëè
ïðè γ = 0 è çàìåíå V (y, x) íà 1

2‖y−x‖
2) è ïîëó÷åíà îöåíêà êà÷åñòâà íàéäåííîãî

ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíà àäàïòèâíàÿ íàñòðîéêà íåêîòîðûõ èç ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîãðåøíîñòÿì çàäàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ãðàäèåíòà.
Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå íàêîïëåíèÿ îøèáêè ãðàäèåíòà äëÿ óñêîðåííîãî
ìåòîäà îñíîâàíû íà íåòðèâèàëüíîé êîíöåïöèè àïïðîêñèìàòèâíîãî ãðàäèåíòà 46)

èëè íà ïîíèìàíèè ïîãðåøíîñòè êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 47) 48) 49). Ïîäõîä íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âàðèàíòà
óñêîðåííîãî ìåòîäà â ìîäåëüíîé îáùíîñòè.

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåí ñïåöèàëüíûé êëàññ çàäà÷ âûïóêëîé íåãëàäêîé
îïòèìèçàöèè, ê êîòîðûì ïðèìåíèì ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ 3.1.1 (δ = γ = 0,

46)D'AspremontA. Smooth optimization with approximate gradient. // SIAM Journal of Optimization. 2008.

Vol. 19, � 3. P. 1171�1183.
47)GorbunovE., DvinskikhD., GasnikovA. Optimal Decentralized Distributed Algorithms for Stochastic Convex

Optimization. https://arxiv.org/abs/1911.07363v2, 2019.
48)À.Â. Ãàñíèêîâ. Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ìåòîä óíèâåðñàëüíîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-

êà. � Ì.: ÌÔÒÈ, 2018. urlhttps://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1711/1711.00394.pdf.
49)CohenM.B., Diakonikolas J., Orecchia L. On Acceleration with Noise-Corrupted Gradients. Proceedings of the

35th International Conference on Machine Learning, Stockholm, Sweden, PMLR 80, 2018.
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∆ > 0). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîé ñèòóàöèè âîçìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü íåóñêî-
ðåííûé ìåòîä òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî äîñòèãàëîñü ε-òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè f çà

O

(
L

ε

)
+O

(
∆2

ε2

)
(21)

îáðàùåíèé ê (ñóá)ãðàäèåíòó öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Äëÿ óñêîðåííîãî ìåòîäà
àíàëîãè÷íîé ìîäèôèêàöèåé ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî äî-
ñòèãàëîñü ε-òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè f çà

O

(√
L

ε

)
+O

(
∆2

ε2

)
(22)

îáðàùåíèé ê (ñóá)ãðàäèåíòó öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Ïî ñóòè ïîëó÷åí íåêîòî-
ðûé àíàëîã ðåçóëüòàòà äèññåðòàöèè Î. Äåâîëäåðà (ï. 4.7.2) 50). Îäíàêî âàæíûì
è íîâûì ÿâëÿåòñÿ òî, óæå íåîáÿçàòåëüíî îïòèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò
âèä ñóììû ãëàäêîãî è íåãëàäêîãî ñëàãàåìîãî è ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ îáù-
íîñòü. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, ðàâíîãî ñóììå ãëàäêîãî
è M -ëèïøèöåâà ôóíêöèîíàëîâ, ïàðàìåòð ∆ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå
M . Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì øàãà ñ ãàðàíòèðîâàí-
íûìè îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êîòîðûå áëèçêè ê (21) è (22). Îòìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì äëÿ àäàïòèâíîãî óñêîðåííîãî ìåòîäà îöåíêà ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ
íà íåêîòîðûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü âèäà O(log2(ε

−3)), äëÿ àäàïòèâíîãî
íåóñêîðåííîãî � íà ìíîæèòåëü âèäà O(log2(ε

−1)).
Îïèøåì óêàçàííûé ðåçóëüòàò äëÿ íåóñêîðåííîãî ìåòîäà â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî öåëåâîé ôóíêöèîíàë äîïóñêàåò (δ,∆, L)-ìîäåëü ψ ïðè δ = 0. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè ýòîì óæå òðåáóåòñÿ 1-ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü ïðîêñ-ôóíêöèè â îïðåäåëåíèè
äèâåðãåíöèè Áðýãìàíà.

Ïóñòü íà (k+1)-é èòåðàöèè àëãîðèòìà 6 (k = 0, 1, . . . , N − 1) âåðíî íåðà-
âåíñòâî L 6 Lk+1 6 2L (êàê ïîêàçàíî â ï. 2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.4,
ýòîãî ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ âûïîëíåíèåì íå áîëåå ÷åì ïîñòîÿííîãî ÷èñ-
ëà îïåðàöèé ï. 2 ëèñòèíãà àëãîðèòìà 6). Äëÿ êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà 6
(k = 0, 1, . . . , N − 1) ïðåäëîæèì òàêóþ ïðîöåäóðó:

Ïîâòîðÿåì îïåðàöèè ï. 2 p ðàç, óâåëè÷èâàÿ Lk+1 â äâà
ðàçà ïðè íåèçìåííîé ∆k+1 6 2∆.

(23)

Ïðîöåäóðó (23) îñòàíîâèì â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç íåðàâåíñòâ:

∆k+1

∥∥xk+1 − xk
∥∥ 6

ε

2
,

50)DevolderO. Exactness, Inexactness and Stochasticity in First-Order Methods for Large-Scale Convex

Optimization. // PhD thesis (2013). https://dial.uclouvain.be/pr/boreal/object/boreal:128257.
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èëè
f(xk+1) 6 f(xk) + ψ(xk+1, xk) + 2p−1L

∥∥xk+1 − xk
∥∥2
.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ïîëàãàåì f òî÷íî çàäàííîé, òî åñòü fδ = f (δ = 0) è
ψ(y, x) = 〈∇f(x), y−x〉, ãäå ∇f � íåêîòîðûé ñóáãðàäèåíò f . Ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ
îöåíêà íà p è äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. (21)).

Òåîðåìà 3.3.9. Äëÿ âûõîäà x̂ ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà 6 c ó÷åòîì äî-

ïîëíèòåëüíîé ïðîöåäóðû (23) íåðàâåíñòâî f(x̂)−f ∗ 6 ε áóäåò ãàðàíòèðîâàííî

âûïîëíåíî íå áîëåå, ÷åì ïîñëå⌈
4LR2

ε
+

64∆2R2

ε2

⌉
·
⌈

log2

(
1 +

16∆2

εL

)⌉
(24)

âû÷èñëåíèé ñóáãðàäèåíòà f .

Çàìå÷àíèå 3.3.12. Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà (k+1)-é èòåðàöèè (k =

0, 1, . . . , N − 1) ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà 6 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî L 6
Lk+1 6 2L è ïðåäóñìîòðåòü ïîëíîñòüþ àäàïòèâíóþ íàñòðîéêó ïàðàìåòðîâ

L è ∆ â ìåòîäå, òî îöåíêà (24) ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ íå áîëåå, ÷åì â⌈
max

{
2L

L0
,
2∆

∆0

}⌉
ðàç. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü â (24) ìîæíî îïó-

ñòèòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü íåàäàïòèâíûé âàðèàíò àëãîðèòìà 6 ñ ôèêñèðî-

âàííûì ïàðàìåòðîì Lk+1 = 2pL ïðè ïîäõîäÿùåì íàòóðàëüíîì p.

Â ðàçäåëå 3.5 ïðåäëîæåí ìåòîä äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ àäàïòèâ-
íîé íàñòðîéêîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò àääèòèâíîìó øóìó ïðè çàäà-
íèè îïåðàòîðà51). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû 3.3.9 äëÿ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ.

Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå àäàïòèâíûå ìåòîäû äëÿ ñèëüíî âûïóê-
ëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîãðåøíîñòåé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîé
âûïóêëîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà ñóùåñòâåííî óëó÷øàþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñèëüíî âûïóêëîãî öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà ñ ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì èçâåñòíî, ÷òî ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñõî-
äèòñÿ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ. Âåñüìà ïîïóëÿðåí âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ìîæíî

51)F. Stonyakin, E. Vorontsova and M. Alkousa. New Version of Mirror Prox for Variational Inequalities with

Adaptation to Inexactness. // 10th International Conference on Optimization and Applications, OPTIMA-2019.

Communications in Computer and Information Sciences. 2020. Vol. 1145. P. 427 � 442.
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óñëîâèå ñèëüíîé âûïóêëîñòè îñëàáèòü. Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòåí ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âìåñòî ñèëüíîé âûïóêëîñòè óñëîâèÿ ãðàäèåíòíîãî
äîìèíèðîâàíèÿ Ïîëÿêà-Ëîÿñèåâè÷à ((PL)-óñëîâèå) 52) 53)

f(x)− f(x∗) 6
1

2µ
‖∇f(x)‖2

2 ∀x ∈ Q, (25)

ãäå x∗ � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè f . Èçâåñòíî, íåðàâåíñòâî (25) â
ïðåäïîëîæåíèè ëèïøèöåâîñòè ãðàäèåíòà f ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè

f(xN)−f(x∗) 6
(

1− µ

L

)N(
f(x0)− f(x∗)

)
6 exp

(
−µ
L
N
)(
f(x0)− f(x∗)

)
. (26)

Â ðàçäåëå 4.1 ââåäåíî ñëåäóþùåå îñëàáëåíèå óñëîâèÿ ëèïøèöåâîñòè ãðà-
äèåíòà 54)

f(y) 6 f(x) + 〈∇̃f(x), y − x〉+
L

2
‖y − x‖2

2 + ∆‖y − x‖2 ∀x, y ∈ Q

äëÿ íåêîòîðûõ δ,∆ > 0. Íàïðèìåð, ýòî ïðåäïîëîæåíèå åñòåñòâåííî â ñëó÷àå,
åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ãðàäèåíòà è ∇̃f(x) � íåêîòîðîå âîç-
ìóùåííîå ñ òî÷íîñòüþ ∆ çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ∇f(x). Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé
àëãîðèòì 10 c àäàïòèâíûì ïîäáîðîì øàãà ñ íàñòðîéêîé íà âåëè÷èíû L è ∆ è
ïîêàçàíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, àíàëîãè÷íàÿ (26).

Äëÿ äàííîãî ìåòîäà äîêàçàíî, ÷òî ëèáî íåâÿçêà min
k
f(xk) − f(x∗) óáûâàåò

ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðè óâåëè÷åíèè k (ñì. (27)), ëèáî ýòà
íåâÿçêà îãðàíè÷åíà ñîïîñòàâèìîé ñ ∆ âåëè÷èíîé (â ò.÷. è â ñëó÷àå íåïîëîæè-
òåëüíîãî øàãà). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k âåðíî ∆k+1 6 ∆

è hi > 0 ïðè âñåõ i = 1, k. Òîãäà ïîñëå k èòåðàöèé àëãîðèòìà 10 äëÿ âñÿêîãî

C > 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ

f(xk+1)− f(x∗) 6
(

1− µ

L̂

(C − 1

C + 1

)2)k+1

(f(x0)− f(x∗)), (27)

ãäå L̂ 6 2Lmax
{

1, 2∆
∆0

}
èëè min

i=1,k+1
f(xi)− f ∗ < (C+1)2∆2

2µ .

52)ÏîëÿêÁ.Ò. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ // Æóðí. âû÷èñëèò. ìàòåìàòèêè è ìàò.

ôèçèêè. 1963. Òîì 3, � 4. C. 643�653.
53)KarimiH., Nutini J., SchmidtM. Linear Convergence of Gradient and Proximal-Gradient Methods Under the

Polyak-Lojasiewicz Condition. Machine Learning and Knowledge Discovery in Databases. ECML PKDD 2016.

Lecture Notes in Computer Science, vol 9851. Springer, Cham.
54)Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí. Àäàïòàöèÿ ê âåëè÷èíàì ïîãðåøíîñòåé äëÿ íåêîòîðûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ãðàäèåíò-

íîãî òèïà. // Òðóäû ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2019. Ò. 25, � 4. C. 210 � 225.
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Àëãîðèòì 10 Àäàïòèâíûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ (PL)-óñëîâèþ.
Require: x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ïàðàìåòðû ∆0, L0

(2µ 6 L0 < 2L, ∆0 6 2∆).
1: Lk+1 := Lk/2, ∆k+1 := ∆k/2.
2: xk+1 = xk − hk∇̃f(xk), hk = 1

Lk+1
− ∆k+1

Lk+1g̃xk
, g̃xk =

∥∥∇̃f(xk)
∥∥

2
.

3: repeat

4: if f(xk+1) 6 f(xk)+
〈
∇̃f(xk), xk+1 − xk

〉
+
Lk+1

2

∥∥xk+1−xk
∥∥2

2
+∆k+1

∥∥xk+1−
xk
∥∥

2
then

5: k := k + 1 è âûïîëíåíèå ï. 1.
6: else

7: Lk+1 := 2 · Lk+1; ∆k+1 := 2 ·∆k+1 è âûïîëíåíèå ï. 2.
8: end if

9: until k > N

Ensure: xk+1.

Â ðàçäåëå 4.2 ââîäèòñÿ àíàëîã ïîíÿòèÿ (δ, L, µ)-îðàêóëà 55) äëÿ çàäà÷ îï-
òèìèçàöèè, êîòîðûé ïðèìåíèì ê êëàññó çàäà÷, áëèçêîìó ê ãëàäêèì ñèëüíî âû-
ïóêëûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè. Ïðåäëîæåí ìåòîä ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé ïà-
ðàìåòðà ãëàäêîñòè L, îáîñíîâàíà áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (ñ
òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìîé ïîãðåøíîñòÿìè).

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò (δ, L, µ)-

ìîäåëü â òî÷êå x äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû µ > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Q

âåðíî:

µV (y, x) 6 f(y)− (fδ(x) + ψ(y, x)) 6 LV (y, x) + δ,

ãäå ψ(y, x) � âûïóêëàÿ ïî y ôóíêöèÿ, ψ(x, x) = 0, δ > 0.

Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íîå ñâîéñòâî µ-ñèëüíî âûïóêëîñòè ôóíêöèè

µ

2
||y − x||2 ≤ f(y)− f(x)− 〈∇f(x), y − x〉

çäåñü çàìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì µV (y, x)+fδ(x)+ψ(y, x) 6 f(x). Ïðè äîñòàòî÷íî
ñòàíäàðòíîì 56) óñëîâèè íà âûáîð ïðîêñ-ôóíêöèè îáû÷íàÿ ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü
ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.

55)DevolderO. Exactness, Inexactness and Stochasticity in First-Order Methods for Large-Scale Convex

Optimization. // PhD thesis (2013).
56)Nemirovski A. Lectures on modern convex optimization analysis, algorithms, and engineering applications.

Philadelphia: SIAM, 2013.
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Çàìå÷àíèå 4.2.3. Ïóñòü äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ Q âåðíî d(y−x) 6 Cn‖y−x‖2, ãäå

n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà è Cn = O(log n). Òîãäà V (y, x) 6 Cn‖y − x‖2

è µCn-ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü µ
2 ||y − x||

2 6 f(y)− f(x)− ψ(y, x) âëå÷¼ò îòíîñè-

òåëüíóþ µ-ñèëüíóþ âûïóêëîñòü: µV (y, x) + fδ(x) + ψ(y, x) 6 f(y).

Â ðàçäåëå 4.3 ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.1.1 ââåäåíà êîíöåïöèÿ
(δ,∆, L, µ)-ìîäåëè öåëåâîé ôóíêöèè è ïðåäëîæåí ìåòîä ãðàäèåíòíîãî òèïà ñ
àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé ïàðàìåòðîâ íåòî÷íîñòè ýòîé ìîäåëè. Ïî ñóòè â ýòîé
÷àñòè ðàáîòû ïðåäëîæåí ìåòîä ñ àäàïòèâíîé íàñòðîéêîé ïàðàìåòðîâ íåòî÷íîé
ìîäåëè íà êëàññ çàäà÷ ñ óñëîâèåì, áëèçêèì ê ñèëüíîé âûïóêëîñòè öåëåâîãî
ôóíêöèîíàëà. Îáîñíîâàíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà, áëèçêàÿ ê ëèíåé-
íîé (c òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ ïîãðåøíîñòÿìè).

Â ðàçäåëå 4.4 ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé ìåòîä57) äëÿ çàäà÷è ñèëüíî âûïóêëîé
îïòèìèçàöèè ñ îäíèì ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì

f(x)→ min, x ∈ Q ⊂ Rn, g(x) 6 0, (28)

ãäå Q � âûïóêëûé êîìïàêò â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Rn,
f è g � âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû, g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|g(y)− g(x)| 6Mg ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Q

ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Mg > 0 (‖ · ‖2 � åâêëèäîâà íîðìà). Ïðè ýòîì åñëè
ôóíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíèé íåñêîëüêî {gp(x)}mp=1, òî âïîëíå ìîæíî ðàññìîòðåòü
çàäà÷ó ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì g(x) = max

p=1,m
gp(x), êîòîðîå áóäåò çàâåäîìî óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà, åñëè âñå gp óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Âïîëíå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïîäõîä, îñíîâàííûé íà çàìåíå (28) äâîé-
ñòâåííîé ê íåé çàäà÷åé

ϕ(λ) = min
x∈Q
{f(x) + λg(x)} → max

λ>0
. (29)

Â ýòîì ñëó÷àå äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé äâîéñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé λ > 0. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ñëåéòåðà äëÿ çàäà÷è (28), òî âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ λ îãðàíè÷åíû îòðåçêîì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîä äèõîòî-
ìèè äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé λ, êîòîðîå áëèçêî ê
ñîîòâåòñòâóþùåìó îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ λ∗, äëÿ êîòîðîãî

λ∗ · g(x(λ∗)) = 0.

57)StonyakinF. S., AlkousaM. S., TitovA.A., PiskunovaV.V. On Some Methods for Strongly Convex

Optimization Problems with One Functional Constraint. Mathematical Optimization Theory and Operations

Research. MOTOR 2019. Lecture Notes in Computer Science, vol 11548. Springer, Cham, 2019.
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Îäíàêî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ (29) íåîáõîäèìî ýôôåêòèâíî ðåøàòü âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìíîãîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ïî x ôóíêöèîíàëà f(x)+λg(x)

ïðè ôèêñèðîâàííîì λ. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü
ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòÿì
ïðè íàõîæäåíèè ϕ(λ) è åå ïðîèçâîäíîé ϕ′(λ). Òàêæå åñëè f(x) +λg(x) íå ñèëü-
íî âûïóêëà, òî ϕ ìîæåò áûòü íåãëàäêîé â òî÷êå λ. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè
óêàçàííîãî ïîäõîäà âïîëíå åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ñèëüíóþ âûïóêëîñòü öåëå-
âîãî ôóíêöèîíàëà. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå óêàçàííûõ ïîãðåøíîñòåé ïðè ðåøåíèè
äâîéñòâåííîé çàäà÷è íà êà÷åñòâî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ ó÷¼òîì îäíîìåðíî-
ñòè äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé, à òàêæå óñëîâèé íà ãëàäêîñòü è (ñèëüíóþ) âû-
ïóêëîñòü f èëè g. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì c àäàïòèâíûì êðèòåðèåì îñòàíîâêè
âèäà

λ · |g(xε(λ)| 6 ε (30)

äëÿ çàäà÷ âèäà (28), ãäå xε(λ) � ε-òî÷íîå ðåøåíèå ïî ôóíêöèè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (29) ïðè òåêóùåì äâîéñòâåííîì ìíîæèòåëå λ. Ðàññìîòðåí
êëàññ çàäà÷ ñ ñèëüíî âûïóêëûì öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì f ïðè ñëåäóþùèõ òè-
ïàõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ f è g:

|f(x)− f(y)| 6Mf‖x− y‖2, |g(x)− g(y)| 6Mg‖x− y‖2 (31)

èëè

‖∇f(x)−∇f(y)‖ 6 Lf‖x− y‖2, ‖∇g(x)−∇g(y)‖ 6 Lg‖x− y‖2 (32)

äëÿ âñåõ x, y ∈ Q è äëÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
Mf ,Mg, Lf , Lg. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (32) ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è (28) ïîñëå íå áîëåå ÷åì

O

(
log2

2
1
ε

)
îáðàùåíèé ê ïîäïðîãðàììå, âûäàþùåé ãðàäèåíò f èëè g. Â ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ (31) (ò.å. äëÿ íåãëàäêèõ çàäà÷) îïòèìàëüíîé îöåíêè ñëîæíîñòè ïðåä-
ëîæåííîãî ïîäõîäà îáîñíîâàòü íå óäàëîñü. Îäíàêî àäàïòèâíîñòü ïðåäëîæåííî-
ãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè (30) ìîæåò ïîçâîëèòü ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü
åãî ðàáîòû ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè è äëÿ íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ
íåãëàäêèõ çàäà÷, ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíî ýêñïåðèìåíòàìè.

Â ðàçäåëå 4.5 ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñ äâóìÿ ôóíêöèîíàëàìè îãðàíè÷åíèé, êîòîðûé àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó â
ðàçäåëå 4.4. Â ýòîì ñëó÷àå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à óæå äâóìåðíà è âïîëíå åñòå-
ñòâåííî ïðèìåíèòü ê íåé âàðèàíò ìåòîäà ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòå ñ ôèêñèðîâàííîé ñòîðîíîé 58). Èäåÿ

58)Ïàñå÷íþêÄ.À., ÑòîíÿêèíÔ.Ñ. Îá îäíîì ìåòîäå ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòå. // Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå. 2019. Ò. 11, � 3. Ñ. 379 � 395.
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ìåòîäà � äåëåíèå êâàäðàòà íà ìåíüøèå ÷àñòè è ïîñòåïåííîå èõ óäàëåíèå òàê,
÷òîáû â îñòàâøåéñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé ÷àñòè âñå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
áûëè äîñòàòî÷íî áëèçêè ê îïòèìàëüíîìó. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìîæåò ðàáîòàòü
äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé ãëàäêîé îïòèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷, à òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè íàïðàâëåíèé ãðà-
äèåíòîâ. Èññëåäîâàíà âîçìîæíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó óêàçàííûìè ïîãðåøíîñòÿ-
ìè. Òàêæå îïèñàíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âîçìîæíî óìåíüøèòü âðåìåííûå çàòðàòû íà
ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷. Äàííàÿ ìåòîäèêà ïðèâîäèò ê ïîä-
õîäó äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ê çàäà÷å ìíîãîìåðíîé ñèëüíî âûïóêëîé
ìèíèìèçàöèè ñ äâóìÿ âûïóêëûìè ôóíêöèîíàëàìè îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ïîäõîä
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äëÿ 2-ìåðíîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà Þ.Å. Íåñòåðîâà ñ àíàëîãè÷íûì (30) êðèòåðèåì îñòàíîâêè, êîòîðûé ñî-
îòâåòñòâóåò ïîäõîäÿùåìó çíà÷åíèþ âîçìóùåííîãî ãðàäèåíòà äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è.

Ãëàâà 5 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà íîâûì âàðèàíòàì ñõåì çåð-
êàëüíîãî ñïóñêà ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè äëÿ ñëåäóþùåãî êëàññà çàäà÷ îïòèìèçàöèè

f(x)→ min (33)

ñ Mg-ëèïøèöåâûì âûïóêëûì ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì g(x) 6 0. Äàëåå
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî x∗ � îäíî èç ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (33). Ïðåä-
ëàãàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû çåðêàëüíîãî ñïóñêà ñ íîâûìè àäàïòèâíûìè
êðèòåðèÿìè îñòàíîâêè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå ïðèåìëå-
ìîãî êà÷åñòâà ðåøåíèÿ, íàïðèìåð (c òî÷íîñòüþ óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûå ïî-
ñòîÿííûå): f(x̂) − f(x∗) 6 ε è g(x̂) 6 ε. Èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ êðèòåðèåâ
ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ðàáîòó ìåòîäîâ, à òàêæå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿòü
èõ è äëÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íå óäà¼òñÿ óñòàíîâèòü ïðèåìëåìûå îïòèìàëüíûå
îöåíêè ñëîæíîñòè. Â ñëó÷àå íåãëàäêîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà èëè ôóíêöèî-
íàëüíûõ îãðàíè÷åíèé åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïåðå-
êëþ÷åíèÿìè ïî ïðîäóêòèâíûì è íåïðîäóêòèâíûì øàãàì, âîñõîäÿùèå ê õîðîøî
èçâåñòíûì ðàáîòàì 59) 60). Çåðêàëüíûå ñïóñêè äëÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè
ñ îãðàíè÷åíèÿìè áûëè ïðåäëîæåíû â 61). Â ðàáîòå 62), ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå
ìåòîäû çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ çàäà÷ âèäà (33) ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì øàãîâ
è, ñàìîå âàæíîå, � ñ àäàïòèâíûìè êðèòåðèÿìè îñòàíîâêè. Ãëàâà 5 äèññåðòàöèè
ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ èäåé óêàçàííîé ðàáîòû.
59)PolyakB.T. A general method of solving extremum problems, Sov. Math. Dokl., 8:3 (1967).
60)ØîðÍ.Ç. Ïðèìåíåíèå îáîáù¼ííîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà â áëî÷íîì ïðîãðàììèðîâàíèè, Êèáåðíåòèêà,

1967, � 3, 53�55.
61)Íåìèðîâñêèé À. Ñ., Þäèí Ä. Á. Ñëîæíîñòü çàäà÷ è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Ì.: Íàóêà,

1979. 384 ñ.
62)A. Bayandina, P. Dvurechensky, A. Gasnikov, F. Stonyakin, A. Titov. Mirror descent and convex optimization

problems with non-smooth inequality constraint// Lecture Notes in Mathematics. 2018 Vol. 2227, P. 181-213.

30



×åðåç (E, ‖ · ‖) îáîçíà÷èì êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî è E∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê E ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé
‖y‖∗ = max

x
{〈y, x〉, ‖x‖ ≤ 1}, ãäå 〈y, x〉 � çíà÷åíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî

ôóíêöèîíàëà y â òî÷êå x ∈ E. Ïóñòü Q ⊂ E � íåêîòîðîå çàìêíóòîå âûïóêëîå
ìíîæåñòâî. Ñòàíäàðòíî ââåä¼ì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

Mirrx(p) = arg min
u∈Q

{
〈p, u〉+ V (u, x)

}
äëÿ âñÿêèõ x ∈ Q è p ∈ E∗

è ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî îïåðàòîð Mirrx(p) ëåãêî âû÷èñëèì.
Â ðàçäåëå 5.1 âûïîëíåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà

Àëãîðèòì 17 Àäàïòèâíûé çåðêàëüíûé ñïóñê, ðàçíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè öåëå-
âîãî ôóíêöèîíàëà.
1: if g(xN) 6 ε then

2: xN+1 = MirrxN
(

ε∇f(xN )
‖∇f(xN )‖∗

)
// "ïðîäóêòèâíûå øàãè" (N ∈ I)

3: else

4: xN+1 = MirrxN
(

ε∇g(xN )
‖∇g(xN )‖2∗

)
// "íåïðîäóêòèâíûå øàãè"(N 6∈ I)

5: end if

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 17 ïðèìåíèì ê óñëîâíûì çàäà÷àì âûïóêëîé ìè-
íèìèçàöèè è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ â ñëó÷àå ëèïøèöåâà
ôóíêöèîíàëà îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ñ êâàäðàòè÷íûìè öåëåâûìè
ôóíêöèîíàëàìè ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà òàêîé ôóíêöèîíàë íå óäî-
âëåòâîðÿåò îáû÷íîìó ñâîéñòâó Ëèïøèöà (èëè êîíñòàíòà Ëèïøèöà äîñòàòî÷íî
áîëüøàÿ), íî ãðàäèåíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
è áîëåå øèðîêèé êëàññ óæå íåãëàäêèõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ

f(x) = max
16i6m

fi(x), ãäå (34)

fi(x) =
1

2
〈Aix, x〉 − 〈bi, x〉+ αi, i = 1, . . . ,m, (35)

â ñëó÷àå, êîãäà Ai (i = 1, . . . ,m) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ìàòðèöû:
xTAix > 0 ∀x ∈ Q. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû âèäà (34)�(35) âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïîêàçàíî, êàê ìîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.
Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî êîíå÷íîãî ñóáãðàäèåíòà ∇f(x) öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà
f ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

vf(x, y) =

〈
∇f(x)

‖∇f(x)‖∗
, x− y

〉
, x ∈ Q,
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ãäå x∗ � èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (33). Ñëó÷àé ∇f(x) = 0 çäåñü îïóñêàåòñÿ, ïî-
ñêîëüêó òîãäà x àâòîìàòè÷åñêè áóäåò èñêîìîé òî÷êîé x∗. Ïóñòü x0 � íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå è ïîñòîÿííàÿ Θ0 òàêîâà, ÷òî V (x∗, x

0) 6 Θ2
0. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ

àëãîðèòìà 17 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü ε > 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è âûïîëíåí êðèòåðèé

îñòàíîâêè
2Θ2

0

ε2
6
∑
k 6∈I

1

‖∇g(xk)‖2
∗

+ |I|

àëãîðèòìà 17. Òîãäà min
k∈I

vf(x
k, x∗) < ε. Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 17 ðàáîòà-

åò íå áîëåå

N =

⌈
2 max{1,M2

g }Θ2
0

ε2

⌉
(36)

èòåðàöèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îöåíêà (36) îïòèìàëüíà ñ òî÷íîñòüþ óìíîæåíèÿ íà
êîíñòàíòó íà êëàññå çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèïøèöåâûì öåëå-
âûì ôóíêöèîíàëîì èëè îãðàíè÷åíèåì. C èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 5.1.1 ìîæíî,
â ÷àñòíîñòè, îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 17 äëÿ ñëåäóþùåãî êëàñ-
ñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåãëàäêèõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ñëåäñòâèå 5.1.4. Ïóñòü f(x) = max
i=1,m

fi(x), ãäå fi äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ âñÿêî-

ãî x ∈ Q è ‖∇fi(x)−∇fi(y)‖∗ 6 Li‖x− y‖ ∀x, y ∈ Q. Òîãäà ïîñëå îñòàíîâêè

àëãîðèòìà 17 âåðíû îöåíêè:

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ε · ‖∇f(x∗)‖∗ +
Lε2

2
è max

k∈I
g(xk) 6 ε, ãäå L = max

i=1,m
Li.

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (33) ðàçðåøèìà è å¼ öåëåâîé ôóíêöèîíàë f óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà |f(x)− f(y)| 6 Mν‖x− y‖ν ∀x, y ∈ Q äëÿ íåêî-
òîðîãî ν ∈ [0; 1), òî äëÿ àëãîðèòìà 17 ñîõðàíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè O(ε−2).

Â ðàçäåëå 5.2 èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå äâå àëãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû 63) 64) ñ
êðèòåðèÿìè ïðîâåðêè ïðîäóêòèâíîñòè øàãà, êîòîðûé ñâÿçàí ñ íîðìîé ñóáãðà-
äèåíòà îãðàíè÷åíèÿ â òåêóùåé òî÷êå è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèòåðèÿìè îñòà-
íîâêè. Äëÿ ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêèå ìåòîäû ìîãóò

63)F. Stonyakin, A. Stepanov, A. Gasnikov and A. Titov. Mirror Descent for Constrained Optimization Problems

with Large Subgradient Values. // Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå. 2020, � 2. Ñ. 301 � 317.
64)Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí, È. Â. Áàðàí. Î íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ äëÿ óñëîâíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îòíîñèòåëüíîé

òî÷íîñòüþ ïî öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó. // Òðóäû ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2020. Ò. 26, � 3. Ñ. 198 � 210.
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Òàáëèöà 2: Àëãîðèòìû 19 � 20.
Êðèòåðèé îñòàíîâêè

Àëãîðèòì 19 2Θ2
0

ε2 6
∑
j∈I

1
‖∇f(xN )‖2∗

+N − |I|

Àëãîðèòì 20 2Θ2
0

ε2 6 N

Îöåíêè
Àëãîðèòì 19 f(x̄N)− f(x∗) 6 ε, max

k∈I
g(xk) 6 εMg

Àëãîðèòì 20 min
k∈I

vf(x
k, x∗) 6 ε, max

k∈I
g(xk) 6 εMg

ðàáîòàòü áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäëîæåííûìè â 65), åñëè íîðìû ñóáãðàäè-
åíòîâ ôóíêöèîíàëà îãðàíè÷åíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêè.

Àëãîðèòì 19 Àäàïòèâíûé çåðêàëüíûé ñïóñê.
1: if g(xN) 6 ε‖∇g(xN)‖∗ then
2: xN+1 = MirrxN

(
ε∇f(xN )
‖∇f(xN )‖2∗

)
// "ïðîäóêòèâíûå øàãè" (N ∈ I)

3: else

4: xN+1 = MirrxN
(

ε∇g(xN )
‖∇g(xN )‖∗

)
// "íåïðîäóêòèâíûå øàãè" (N 6∈ I)

5: end if

Ensure:

x̂ =
∑
k∈I

hkx
k/
∑
k∈I

hk.

Àëãîðèòì 20 Àäàïòèâíûé çåðêàëüíûé ñïóñê ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì øàãîâ.
1: if g(xN) 6 ε‖∇g(xN)‖∗ then
2: xN+1 = MirrxN

(
ε∇f(xN )
‖∇f(xN )‖∗

)
// "ïðîäóêòèâíûå øàãè" (N ∈ I)

3: else

4: xN+1 = MirrxN
(

ε∇g(xN )
‖∇g(xN )‖∗

)
// "íåïðîäóêòèâíûå øàãè" (N 6∈ I)

5: end if

Ensure: x̂ = argminxk, k∈I f(xk).

Â âèäå òàáëèöû 2 íèæå ïðèâåä¼ì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 5.2 àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì.

65)A. Bayandina, P. Dvurechensky, A. Gasnikov, F. Stonyakin, A. Titov. Mirror descent and convex optimization

problems with non-smooth inequality constraint// Lecture Notes in Mathematics. 2018 Vol. 2227, P. 181-213.
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Â ðàçäåëå 5.3 ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ àëãîðèòìîâ
17 è 20 ñîõðàíÿþòñÿ â ñëó÷àå, åñëè f � êâàçèâûïóêëûé ôóíêöèîíàë. Ïðè ýòîì
â êà÷åñòâå àíàëîãà ñóáãðàäèåíòà ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíòû ∇Clf(x) ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà Êëàðêà â ïðåäïîëîæåíèè ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè öåëåâîãî ôóíê-
öèîíàëà, à òàêæå ∇Clf(x) 6= 0 ïðè x 6= x∗.

Â ðàçäåëå 5.4 ïðåäëîæåíû ñõåìû çåðêàëüíîãî ñïóñêà ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè,
êîòîðûå îïòèìàëüíû äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèëüíî âûïóêëûõ çàäà÷ íåãëàäêîé
îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (33) äëÿ µ-ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ
f è g ñ îäèíàêîâûì ïàðàìåòðîì µ > 0. Íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì ïðåäïîëî-
æåíèÿ íà ïðîêñ-ôóíêöèþ è äîïóñòèì, ÷òî d(x) îãðàíè÷åíà íà åäèíè÷íîì øàðå
îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé íîðìû ‖ · ‖:

d(x) 6 Θ2
0, ∀x ∈ Q : ‖x‖ 6 1.

Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ Q ñóùåñòâóåò òàêîå R0 > 0,
÷òî ‖x0−x∗‖2 6 R2

0. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèëüíî âûïóêëîé çàäà÷è
(33) èñïîëüçîâàíà èäåÿ ðåñòàðòîâ (ïåðåçàïóñêîâ) àëãîðèòìîâ 17 � 20.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì îöåíêó äëÿ ñëåäóþùåãî êëàññà íåãëàäêèõ
ñèëüíî âûïóêëûõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïóñòü

f(x) = max
i=1,m

fi(x), (37)

ãäå fi äèôôåðåíöèðóåìû âî âñÿêîé òî÷êå x ∈ Q è èìåþò ëèïøèöåâ ãðàäèåíò,
ò.å. ñóùåñòâóþò Li > 0 òàêèå, ÷òî ‖∇fi(x) −∇fi(y)‖∗ 6 Li‖x − y‖ ïðè âñÿêèõ
x, y ∈ Q. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ τ : R+ → R+:

τ(δ) = max

{
δ‖∇f(x∗)‖∗ +

δ2L

2
, δ

}
, ãäå L = max

i=1,m
{Li}.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ τ âîçðàñòàåò, τ(0) = 0 è ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò ϕ̂(ε) > 0 : τ(ϕ̂(ε)) = ε. Ðàññìîòðèì66) ñëåäóþùèé ìåòîä è ðåçóëüòàòû
îá îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ çàäà÷è (33) ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ.

66)Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí, Ì. Àëêóñà, À. Í. Ñòåïàíîâ, À. À. Òèòîâ. Àäàïòèâíûå àëãîðèòìû çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ

çàäà÷ âûïóêëîé è ñèëüíî âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. // Äèñêðåòí. àíàëèç

è èññëåä. îïåð. 2019. Ò. 26, � 3. C. 88�114.
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Àëãîðèòì 23 Àäàïòèâíûé àëãîðèòì çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèîíàëîâ.
Require: ε > 0; íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0; Θ0 óäîâë. d(x) 6 Θ2

0 ∀x ∈ Q : ‖x‖ 6 1;

X; d(·); ïàðàìåòð ñèëüíîé âûï. µ;R0 óäîâë. ‖x0 − x∗‖2 6 R2
0.

1: Set d0(x) = d
(
x−x0
R0

)
.

2: Set p = 1.

3: repeat

4: Set R2
p = R2

0 · 2−p.
5: Set εp =

µR2
p

2 .

6: Set xp � âûõîä àëãîðèòìà 17 ñ òî÷íîñòüþ ϕ̂(εp), ïðîêñ-ôóíêöèåé dp−1(·)
è Θ2

0.

7: dp(x)← d
(
x−xp
Rp

)
.

8: Set p = p+ 1.

9: until p > log2
µR2

0

2ε .

Òåîðåìà 5.4.4. Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò (37). Åñëè f è g � µ-ñèëüíî âûïóêëûå

ôóíêöèîíàëû íà Q ⊂ Rn è d(x) 6 Θ2
0 äëÿ âñåõ x ∈ Q òàêèõ, ÷òî ‖x‖ 6

1. Ïóñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ Q è ÷èñëî R0 > 0 çàäàíû òàê, ÷òî

‖x0−x∗‖2 6 R2
0. Òîãäà äëÿ p̂ =

⌈
log2

µR2
0

2ε

⌉
âûõîä xp̂ åñòü ε-ðåøåíèå çàäà÷è (33),

à òàêæå âåðíî ‖xp̂ − x∗‖2 6 2ε
µ . Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé àëãîðèòìà

17 ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà 23 ñîãëàñíî ïóíêòó 6 ëèñòèíãà íå ïðåâûøàåò

p̂+

p̂∑
p=1

2Θ2
0 max{1,M2

g }
ϕ̂2(εp)

, ãäå εp =
µR2

0

2p+1
.

Çàìå÷àíèå 5.4.5. Ïðåäûäóùóþ îöåíêó êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ðàáîòû àëãî-

ðèòìà 17 ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà 23 (ðåñòàðòû) ìîæíî íåñêîëüêî êîíêðåòè-

çèðîâàòü ïðè óñëîâèè ε < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñÿêîì δ < 1 èìååì τ(δ) 6 Cδ

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ̂(ε) = Ĉ ·ε äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû Ĉ > 0 è ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîí-

ñòàíòó èìååì:

N 6 p̂+
64Θ2

0 max{1,M2
g }

µε
,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé

íèæíåé îöåíêå íà óêàçàííîì êëàññå çàäà÷.

Â ðàçäåëå 5.5 îïèñàí àäàïòèâíûé ìåòîä çåðêàëüíîãî ñïóñêà äëÿ çàäà÷
îíëàéí-îïòèìèçàöèè äëÿ âûïóêëûõ ëèïøèöåâûõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ëèï-
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øèöåâûì ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì 67), îáîñíîâàíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ èçâåñòíûõ íèæíèõ îöåíîê íà
ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå çàäà÷.

Â ðàçäåëå 5.6 îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ïîñòðîåííîé òåîðèè ê íåêîòîðûì
ïðèêëàäíûì çàäà÷àì. Íàïðèìåð, ïîêàçàíî, êàê ïðåäëîæåííûå ìåòîäû çåðêàëü-
íîãî ñïóñêà ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ, â ÷àñòíîñòè ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè âûñîêîíàãðóæåííîé êîìïüþòåðíîé
ñåòè. Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è68) 69) 70). Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ êîìïüþòåð-
íàÿ ñåòü ñ n ïîëüçîâàòåëÿìè (óçëàìè), êîòîðûå îáìåíèâàþòñÿ ïàêåòàìè ÷åðåç
ôèêñèðîâàííûé íàáîð m ñîåäèíåíèé. Ñòðóêòóðà ñåòè çàäàíà ìàòðèöåé ìàðø-
ðóòèçàöèè C = (Cj

i ) ∈ Rm×n, ñòîëáöû êîòîðîéCi 6= 0, i = 1, . . . , n åñòü áóëåâû
m-ìåðíûå âåêòîðû òàêèå, ÷òî Cj

i = 1 â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ óçëîì i ñîåäè-
íåíèÿ j, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Cj

i = 0. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü
ñîåäèíåíèé çàäàþòñÿ âåêòîðîì b ∈ Rm

+ ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè êîìïî-
íåíòàìè. Ïîëüçîâàòåëè îöåíèâàþò êà÷åñòâî ðàáîòû ñåòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
ïîëåçíîñòè up(xp), p = 1, . . . , n, ãäå xp ∈ R+ � ñêîðîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ
p�ãî ïîëüçîâàòåëÿ. Ñîãëàñíî 71) â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ñèñòåìû
ìîæíî ïðèíÿòü ñóììó ôóíêöèé ïîëåçíîñòåé äëÿ âñåõ ïîëüçîâàòåëåé è òîãäà
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé ïîëåçíîñòè ñåòè ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñîåäèíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max{
Cx=

n∑
p=1

Cpxp

}
≤b

{
U(x) =

n∑
k=1

up(xp)

}
,

ãäå x = (x1, . . . , xn). Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è áóäåò îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ðåñóðñîâ x∗. Îòìåòèì, ÷òî öåëåâûå ôóíêöèîíàëû òóò ìîãóò áûòü ñàìîãî
ðàçíîãî óðîâíÿ ãëàäêîñòè, â òîì ÷èñëå äàæå ôîðìàëüíî íå óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ Ëèïøèöà: up(xp) = lnxp èëè up(xp) =

√
xp. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ òà-

êîé çàäà÷è ðàçðàáîòàííûõ ñóáãðàäèåíòíûõ ñõåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïî ïðîäóê-
òèâíûì è íåïðîäóêòèâíûì øàãàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå âûãîäíûìè â ñëó÷àå
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñîåäèíåíèé m, òàê êàê îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå

67)A. A. Titov, F. S. Stonyakin, A. V. Gasnikov, M. S. Alkousa. Mirror descent and constrained online optimization

problems. // 9th International Conference on Optimization and Applications, OPTIMA-2018. Communications in

Computer and Information Sciences. 2019. Vol. 974. P. 64 � 78.
68)ÐîõëèíÄ.Á. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ â ñåòÿõ ñâÿçè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé: ñòîõàñòè÷åñêèé

ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 2020 (Â ïå÷àòè).
69)IvanovaA., StonyakinF., PasechnyukD, VorontsovaE., GasnikovA. Adaptive Mirror Descent for the Network

Utility Maximization Problem. https://arxiv.org/abs/1911.07354v1. IFAC Congress 2020.
70)Ô.Ñ. Ñòîíÿêèí. Àäàïòèâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû â íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. � Ñèìôåðîïîëü: ¾ÏÎ-

ËÈÏÐÈÍÒ¿, 2020.
71)Kelly F. P., MaullooA.K. and TanD.K.H. Rate control for communication networks: shadow prices,

proportional fairness and stability. // J. Oper. Res Soc., 1998. Vol. 49, � 3. P. 237 � 252.
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çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû 17 è 20
ïðèâîäÿò ê îïòèìàëüíûì îöåíêàì ñëîæíîñòè äëÿ ãåëüäåðîâûõ ôóíêöèé ïîëåç-
íîñòè. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè up(xp) = ln xp ìîæíî ìî-
äèôèöèðîâàòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è îòñòóïàìè îò íóëÿ ïî çíà÷åíèÿì
ïåðåìåííûõ (xp > nε) è ïîêàçàòü îöåíêó ñëîæíîñòè O(ε−4) äëÿ àëãîðèòìîâ
17, 19 è 20. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 äîáàâèòü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè
‖x‖2 6 R è îöåíêó ñëîæíîñòè O(ε−4) äëÿ àëãîðèòìîâ 17 è 20 ìîæíî çàìåíèòü
íà O(n4ε−2 ln4 nε). Îäíàêî ïðè ýòîì îöåíêà ñëîæíîñòè çàâèñèò îò âåëè÷èíû,
ñîîòâåòñòâóþùåé êîëè÷åñòâó ïîëüçîâàòåëåé. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äëÿ ïðî-
âåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷èëîñü, ÷òî àëãîðèòì 19 çà ñ÷¼ò àäàïòèâíîãî êðè-
òåðèÿ îñòàíîâêè ðàáîòàåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìàìè 17
è 20.

Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äðóãèõ çàäà÷ (â
÷àñòíîñòè, àíàëîãè çàäà÷è Ôåðìà-Òîððè÷åëëè-Øòåéíåðà è çàäà÷è î íàèìåíü-
øåì ïîêðûâàþùåì øàðå) ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñêîðîñòåé ðàáîòû àë-
ãîðèòìîâ 17, 19 è 20 ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ñ íåêîòîðûìè àíàëîãàìè 72)73). Ïî
ðåçóëüòàòàì ïðîâåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ àëãîðèòìà 19 çà
ñ÷¼ò ïðåäëîæåííîãî àäàïòèâíîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ðå-
øåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â íåñêîëüêî ðàç áûñòðåå ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà74).

Â ðàçäåëå 5.7 ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ î çåð-
êàëüíûõ ñïóñêàõ ê äâóì ñïåöèàëüíûì êëàññàì çàäà÷. Âî-ïåðâûõ, âìåñòî óñëî-
âèÿ Ëèïøèöà äëÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà f è îãðàíè÷åíèÿ g ðàññìîòðåíû íåðà-
âåíñòâà 〈∇f(x), x− y〉 6Mf

√
2V (y, x) è 〈∇g(x), x− y〉 6Mg

√
2V (y, x) äëÿ íå

îáÿçàòåëüíî 1-ñèëüíî âûïóêëîé ïðîêñ-ôóíêöèè è äèâåðãåíöèè Áðýãìàíà. Ýòè
óñëîâèÿ ïîêðûâàþò, â ÷àñòíîñòè, êëàññ òàê íàçûâàåìûõ îòíîñèòåëüíî íåïðå-
ðûâíûõ (òî÷íåå, îòíîñèòåëüíî ëèïøèöåâûõ) ôóíêöèîíàëîâ 75) Ðàññìîòðåí ÷à-
ñòè÷íî àäàïòèâíûé àíàëîã àëãîðèòìà 19 ïðè òàêèõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
76). Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé (îòíîñèòåëüíîé
ëèïøèöåâîñòè) äëÿ ôóíêöèîíàëà îãðàíè÷åíèÿ g ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ãðàíèöû
ïðèìåíèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ óïîìÿíóòûìè ðàíåå àëãîðèòìàìè 17 � 20, îïòè-
ìàëüíîñòü îöåíîê äëÿ êîòîðûõ îáîñíîâàíà â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè

72)NesterovY. Subgradient methods for Huge-Scale Optimization Problems // Math. Prog., 2015. � Vol. 146,

no. 1�2. � P. 275�297.
73)Lagae S. New e�cient techniques to solve sparse structured linear systems, with applications to truss topology

optimization. Ecole polytechnique de Louvain, Universit�e catholique de Louvain, 2017.
74)NesterovY. Subgradient methods for Huge-Scale Optimization Problems // Math. Prog., 2015. � Vol. 146,

no. 1�2. � P. 275�297.
75)LuH. "Relative-Continuity"for Non-Lipschitz Non-Smooth Convex Optimization using Stochastic (or

Deterministic) Mirror Descent. // arXiv:1710.04718 (2018). https://arxiv.org/abs/1710.04718v3.
76)Ô.Ñ. Ñòîíÿêèí. Àäàïòèâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû â íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. � Ñèìôåðîïîëü: ¾ÏÎ-

ËÈÏÐÈÍÒ¿, 2020.
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ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè ëèïøèöåâîñòè g.
Âàæíàÿ ÷àñòü ðàçäåëà 5.7 ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ î çåðêàëüíûõ ñïóñêîâ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè (âîîáùå
ãîâîðÿ, íåãëàäêîãî) âûïóêëîãî îäíîðîäíîãî ôóíêöèîíàëà ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷-
íîñòüþ ïðè íàëè÷èè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîñõîäèò
ê ðàáîòàì 77) 78). Êàê ïîêàçàíî â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ, ïîäõîä ê îöåíêå êà-
÷åñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñ òî÷êè çðåíèÿ èìåííî îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè âïîëíå
îïðàâäàí äëÿ ðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ïðîåê-
òèðîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è äð.), åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè ñëèøêîì
òî÷íî ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Èçâåñòíî, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñâîäèòü ê ìèíèìèçàöèè
âûïóêëîé îäíîðîäíîé ôóíêöèè. Áûëè ðàññìîòðåíû íà âûïóêëîì çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå Q ⊂ Rn çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé îäíîðîäíîé ôóíêöèè âèäà

f(x)→ min
x∈Q

(38)

ñ âûïóêëûì ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì g(x) 6 0. Â ðàçäåëå 5.7 ïîêàçà-
íî, ÷òî ê òàêîìó êëàññó çàäà÷ ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçðàáîòàííûå àäàïòèâíûå
ñóáãðàäèåíòíûå ñõåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïî ïðîäóêòèâíûì è íåïðîäóêòèâíûì
øàãàì. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ôóíêöèîíàëîâ îãðà-
íè÷åíèé, à òàêæå èçáåãàòü äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðè âûáîðå
íà÷àëüíîé òî÷êè x0. Ñíà÷àëà ðàññìîòðåíî ïðåäïîëîæåíèå óïîìÿíóòûõ âûøå
ðàáîò Þ.Å. Íåñòåðîâà î òîì, ÷òî 0 åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñóáäèôôåðåíöè-
àëà ∂f(0). Êàê èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó 6.1.1 èç äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Þ.Å.
Íåñòåðîâà), ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè äëÿ íåêîòîðîãî γ0 > 0 âåðíî íåðàâåí-
ñòâî ‖x0 − x∗‖ 6 2

γ0
f ∗. Ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ 79)

Òåîðåìà 5.7.3. Ïóñòü âûïóêëûé îäíîðîäíûé ôóíêöèîíàë f Mf -ëèïøèöåâ íà

Q ïðè íåêîòîðîì Mf > 0, 0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñóáäèôôåðåíöèàëà ∂f(0),

à òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 âåðíî 2V (x∗, x
0) 6 C2‖x∗ − x0‖2 è íà÷àëüíàÿ

òî÷êà x0 âûáðàíà òàê, ÷òî ‖x0‖ := minx∈Q{‖x‖}. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî δ > 0

ìîæíî ïîäîáðàòü âõîäíûå ïàðàìåòðû ε > 0 è Θ0 > 0 àëãîðèòìà 19 òàê, ÷òî

ïîñëå

N >
4C2 max{1,M2

f}
γ2

0δ
2

77)Nesterov Yu. Rounding of convex sets and e�cient gradient methods for linear programming problems //

Optimization Methods and Software. 2008. Vol.23, N1. P.109-128.
78)Nesterov Yu. Unconstrained Convex Minimization in Relative Scale // Mathematics of Operations Research.

2009.Vol.34, N 1. P.180-193.
79)Ô.Ñ. Ñòîíÿêèí, È.Â. Áàðàí. Î íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ äëÿ óñëîâíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îòíîñèòåëüíîé

òî÷íîñòüþ ïî öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó. // Òðóäû ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2020. Ò. 26, � 3. Ñ. 198 � 210.
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èòåðàöèé ýòîãî ìåòîäà ãàðàíòèðîâàííî áóäóò âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà: f(x̂) 6 f ∗(1 + δ) è g(x̂) 6 δf ∗‖∇g(x̂)‖∗.

Äàëåå, ïîëó÷åíû àíàëîãè ðåçóëüòàòû òåîðåìû 5.7.3 â ñóùåñòâåííî áîëåå îá-
ùåé ñèòóàöèè, êîãäà 0 íå îáÿçàòåëüíî åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñóáäèôôåðåíöèàëà
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà f â íóëå. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé îñëàá-
ëåííûé âàðèàíò ýòîãî óñëîâèÿ

BK∗

γ0
(0) ⊆ ∂f(0) ⊆ BK∗

γ1
(0), (39)

ãäå K∗ � ñîïðÿæåííûé êîíóñ ê íåêîòîðîìó ïîëóíîðìèðîâàííîìó êîíóñó K ⊂
Rn ñ êîíóñ-ïîëóíîðìîé ‖ · ‖K (îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïîëóíîðìû â òîì, ÷òî
‖αx‖K = α‖x‖K ëèøü äëÿ α > 0), ãäå ïîä ñîïðÿæåííûì êîíóñîìK∗ ïîíèìàåò-
ñÿ íàáîð ôóíêöèîíàëîâ âèäà ψ` = max{0, `(x)} äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ` :

K → R : `(x) 6 C`‖x‖K ïðè íåêîòîðîì C` > 0 ∀x ∈ K. ßñíî, ÷òîK∗ áóäåò âû-
ïóêëûì êîíóñîì ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ψ`1⊕ψ`2 := ψ : ψ(x) = max{0, `1(x)+

`2(x)} è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð λ > 0 ψλ`(x) = λψ`(x) = λmax{0, `(x)} ∀x ∈ K.
Íà K∗ ìîæíî ââåñòè íîðìó ‖ψ`‖K∗ = sup‖x‖K61 max{0, `(x)} = sup‖x‖K61 `(x) è
øàð BK∗

r (0) = {ψ` ∈ K∗ | ‖ψ`‖K∗ 6 r}. Èç àíàëîãà òåîðåìû îá îïîðíîì ôóíê-
öèîíàëå â íîðìèðîâàííûõ êîíóñàõ 80) ïîëó÷àåì, ÷òî ‖x‖K = maxψ`∈BK∗

1 (0) `(x).

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ïîëàãàòü K =
⋃
r>0

BK
r (0), à òàê-

æå x∗ ∈ K äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ x∗ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè f
íà Q. Äëÿ âûâîäà îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷-
íîñòüþ íåîáõîäèìî çíàòü îöåíêó R âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ñòàðòà x0

äî èñêîìîãî ðåøåíèÿ x∗. Îäíàêî â âûïóêëûõ êîíóñàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàäà-
íà îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ è ïîýòîìó â êà÷åñòâå àíàëîãà íîðìû ðàçíîñòè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìåòðèêó dK(x0, x∗), ãäå

dK(x, y) = sup
‖ψ`‖K∗61

|ψ`(x)− ψ`(y)|.

Íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íîðìèðîâàííûé êîíóñ äîïóñêàåò ñóùåñòâî-
âàíèå ìåòðèêè òàêîãî òèïà, èññëåäîâàíû â 81) 82). Ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû 6.1.1
èç äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Þ.Å. Íåñòåðîâà äëÿ óêàçàííîãî âûøå ïðåäïîëîæå-
íèÿ (39) (x0, x∗ ∈ K, ïðè÷¼ì ‖x0‖K = min{‖x‖K , x ∈ Q}).
80)Stonyakin F.S. An analogue of the Hahn�Banach theorem for functionals on abstract convex cones.// Eurasian

Math. J. 2016. Vol. 7, no. 3. P. 89�99.
81)Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí. Ñóáëèíåéíûé àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà�Ìàçóðà â îòäåëèìûõ âûïóêëûõ êîíóñàõ ñ íîðìîé.

// Ìàòåì. çàìåòêè. 2018. Ò. 104, � 1. Ñ. 118 � 130.
82)F.S. Stonyakin. Hahn�Banach type theorems on functional separation for convex ordered normed cones. //

Eurasian Math. J. 2019. Vol. 10. No. 1. P. 59 -� 79.
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Òåîðåìà 5.7.8. 1) ∀x ∈ K γ0‖x‖K 6 f(x) 6 γ1‖x‖K. Áîëåå òîãî,
γ0

γ1
f(x0) 6 γ0‖x0‖K 6 f ∗ 6 f(x0) 6 γ1‖x0‖K .

2) Äëÿ âñÿêîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ x∗ ∈ K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

dK(x0, x∗) 6 ‖x0‖K + ‖x∗‖K 6
2

γ0
f ∗ 6

2

γ0
f(x0).

Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å âûïóêëîé îäíîðîäíîé ìèíèìèçà-
öèè ïðèâåäåííîãî âûøå àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà 19 äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïðîêñ-
ñòðóêòóðó òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû ω̂ > 0 áûëî âåðíî

V (x∗, x
0) 6 ω̂dK(x∗, x

0). (40)

Åñëè âåðíî (40) è ω̂dK(x∗, x
0) = Θ2

0, òî äëÿ çàäà÷è (38) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.7.11. Ïóñòü âûïóêëûé îäíîðîäíûé ôóíêöèîíàë f Mf -ëèïøèöåâ

äëÿ íåêîòîðîãî Mf > 0. Òîãäà ïîñëå N >
8 max{1,M2

f }
γ20δ

2 èòåðàöèé àëãîðèòìà 19

ãàðàíòèðîâàííî áóäóò âåðíû íåðàâåíñòâà:

f(x̂) 6 f(x∗)(1 + δ) è g(x̂) 6
MgΘ

2
0γ0δ

2
.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå 0 ∈ Q ìîæíî ïðîñòî âûáðàòü x0 = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò
èçáåãàòü íåîáõîäèìîñòè äîïîëíèòåëüíî ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìèíè-
ìèçàöèè íîðìû äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè x0. Ñòåïåíü ñîáëþäåíèÿ óñëîâèé
íà ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è ïðè ýòîì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðÿòü ñ ïî-
ìîùüþ íåðàâåíñòâ-ïðîâåðêè ïðîäóêòèâíîñòè èòåðàöèé çåðêàëüíîãî ñïóñêà. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåíåí âûáîð íà÷àëüíîé
òî÷êè x0. Èíûìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå 0 6∈ Q âàæíî áûòü óâåðåííûì â ñóùåñòâî-
âàíèè òî÷êè, ðåàëèçóþùåé ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå êîíóñ-ïîëóíîðìû
‖ · ‖K íà ìíîæåñòâå Q. Íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ òàêîãî òèïà â
àáñòðàêòíûõ íîðìèðîâàííûõ êîíóñàõ äëÿ ìíîæåñòâà Q ïîëó÷åíû â 83) è îáñóæ-
äàþòñÿ â çàâåðøàþùèõ òð¼õ ïîäïóíêòàõ ðàçäåëà 5.7 äèññåðòàöèè.

Â çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèÿõ ê ãëàâå 5 ïîäâåäåíû èòîãè îïèñàííûõ
íåé èññëåäîâàíèé è ðàññìîòðåíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ 17 � 20 â ñëó÷àå,
åñëè âìåñòî ñóáãðàäèåíòîâ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ôóíêöèîíàëà îãðàíè÷åíèÿ
èñïîëüçîâàòü δ-ñóáãðàäèåíòû.

Â çàêëþ÷åíèè ê äèññåðòàöè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû äèññåðòà-
öèè è ñôîðìóëèðîâàíû äàëüíåéøèå âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ïðîâå-
ä¼ííûõ èññëåäîâàíèé.
83)Ô. Ñ. Ñòîíÿêèí. Î ñóáëèíåéíûõ àíàëîãàõ ñëàáûõ òîïîëîãèé â íîðìèðîâàííûõ êîíóñàõ. // Ìàòåì. çà-

ìåòêè. 2018. Ò. 103, � 5. Ñ. 794 � 800.
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