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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Ìíîãîîáðàçèå � êëàññ àëãåáð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ

ãîìîìîð�èçìîâ, ïîäàëãåáð è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïî òåîðåìå

Áèðêãî�à [18℄, ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî â òî÷íîñòè êëàññû àëãåáð,

çàäàííûå òîæäåñòâàìè. Ñ 1960-õ ãîäîâ ñèñòåìàòè÷åñêè è èíòåí-

ñèâíî èçó÷àþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, êîòîðûå, êàê èçâåñò-

íî, âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï. Îïóá-

ëèêîâàí öåëûé ðÿä îáçîðîâ, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì àñïåê-

òàì èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï: ýêâàöèîíàëüíûå ñâîé-

ñòâà è ïðîáëåìà êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè [10,114,115℄, ñòðóêòóð-

íûå ñâîéñòâà ïîëóãðóïï â ìíîãîîáðàçèÿõ [11℄, ðåøåòêè ìíîãî-

îáðàçèé [1, 9, 25, 111℄, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû [44℄. Áîëüøîå

âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàêæå ìíîãîîáðàçèÿì ïîëóãðóïï ñ äîïîë-

íèòåëüíûìè îïåðàöèÿìè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè è îáçîðû

ïî ìíîãîîáðàçèÿì ãðóïï [29,79℄, èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï [20℄,

èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï [83℄ è âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï [84℄).

Ñóùåñòâóåò òðè ñâîéñòâà êîíå÷íîñòè, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ

î÷åíü ïîïóëÿðíî â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâà-

þò

� êîíå÷íî áàçèðóåìûì, åñëè åãî ýêâàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ êî-

íå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìà;

� êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, åñëè îíî ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íîé àë-

ãåáðîé;

� ìàëûì, åñëè îíî èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîãîîáðàçèé.

Êàê çàìåòèë Ñàïèð [98℄, óêàçàííûå òðè ñâîéñòâà íåçàâèñèìû â

òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ëþáûì äâóì èç

ýòèõ ñâîéñòâ, íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü òðåòüåìó èç íèõ. Ìíî-

ãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì òðåì óêàçàííûì âûøå ñâîé-

ñòâàì, ïðèíÿòî íàçûâàòü êðîññîâûì.
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Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé (÷àñòè I, II è III), ïîñâÿ-

ùåííûõ ìíîãîîáðàçèÿì ïîëóãðóïï, èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï è

ìîíîèäîâ ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ðàçëè÷àòü ýòè òðè òèïà ìíîãî-

îáðàçèé, ÷åðåç VsemC, VinvC è VmonC áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï, èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï è

ìîíîèäîâ, ïîðîæäåííîå êëàññîì àëãåáð ñîîòâåòñâóþùåãî òèïà

C. ×åðåç L(X) îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîá-
ðàçèÿ X. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà

ñëåäóþùèå ÷åòûðå ãðóïïû:

1) ðåçóëüòàòû î ìíîãîîáðàçèÿõ �èñà�Ñóøêåâè÷à;

2) ðåçóëüòàòû îá àïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäàõ ñ öåíòðàëüíûìè

èäåìïîòåíòàìè;

3) äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ó ìíîãîîáðàçèé ýêâàöèî-

íàëüíûõ ñâîéñòâ;

4) ðåçóëüòàòû îá èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ.

�àññìîòðèì ïîäðîáíî êàæäóþ èç ýòèõ ÷åòûðåõ ãðóïï.

1) Ìíîãîîáðàçèÿ �èñà�Ñóøêåâè÷à. Êëàññ âïîëíå 0-ïðîñ-

òûõ ïîëóãðóïï � îäèí èç ïåðâûõ êëàññîâ ïîëóãðóïï, èçó÷àâ-

øèõñÿ åùå â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ �èñà [91℄ è Ñóøêåâè÷à [109℄.

Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ êëàññîâ ïîëóãðóïï. Äëÿ

êàæäîãî n ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç RSn ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåí-

íîå âñåìè âïîëíå 0-ïðîñòûìè ïîëóãðóïïàìè íàä ãðóïïàìè ýêñ-

ïîíåíòû n. Ñëåäóÿ Êóáëàíîâñêîìó [6℄, ïîëóãðóïïû èç ìíîãî-

îáðàçèÿ RSn áóäåì íàçûâàòü ïîëóãðóïïàìè �èñà�Ñóøêåâè÷à,

à ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ RSn � ìíîãîîáðàçèÿìè �èñà�

Ñóøêåâè÷à. Â ðàáîòå [32℄ ïîëó÷åí î÷åíü âàæíûé ðåçóëüòàò, óñòà-

íàâëèâàþùèé êîíå÷íóþ áàçèðóåìîñòü ìíîãîîáðàçèÿ RSn. Îä-

íàêî ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ áåñêîíå÷íî áàçèðóå-

ìûõ ìíîãîîáðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à [17, 42, 45, 67, 74, 75℄. Ñ ìî-

ìåíòà ïóáëèêàöèè ñòàòüè [32℄ ìíîãîîáðàçèÿì �èñà�Ñóøêåâè÷à
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óäåëÿëîñü ìíîãî âíèìàíèÿ. �åçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïî-

ëó÷åíû Âîëêîâûì, Êóáëàíîâñêèì, Ëè è �àéëè (ñì., íàïðèìåð,

[6, 47�51,66, 67, 69, 70, 92�97,117℄).

Áîëüøèì ïðåïÿòñòâèåì ïðè èçó÷åíèè ìíîãîîáðàçèé �èñà�

Ñóøêåâè÷à (è èõ óíèêàëüíîé îñîáåííîñòüþ) ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò,

÷òî íå âñå òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäàþòñÿ âïîëíå ïðîñòûìè

èëè âïîëíå 0-ïðîñòûìè ïîëóãðóïïàìè, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæ-

íûì ïðèìåíåíèå ïðè èõ ðàññìîòðåíèè òåîðåìû �èñà. Ìíîãî-

îáðàçèÿ �èñà�Ñóøêåâè÷à, ïîðîæäàþùèåñÿ âïîëíå ïðîñòûìè è

âïîëíå 0-ïðîñòûìè ïîëóãðóïïàìè, ïðèíÿòî íàçûâàòü òî÷íûìè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òî÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ �èñà�Ñóøêåâè÷à ïîë-

íîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû [94℄, çàäà÷à ïîëíîãî îïèñàíèÿ ðåøåò-

êè L(RSn) êàæåòñÿ áåçíàäåæíîé. Ýòà çàäà÷à êðàéíå òðóäíà äà-
æå â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå n = 1: òîëüêî 13 ïîäìíîãîîáðàçèé
ìíîãîîáðàçèÿRS1 òî÷íû [94℄, à èç ðåçóëüòàòîâ Âåðíèêîâà è Âîë-

êîâà [4℄ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå RS1 êîíå÷íî óíèâåðñàëüíî,

ò.å. â ðåøåòêó L(RS1) âêëàäûâàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ðåøåòêà.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèå îòêðûòûå ïðîáëåìû èìåþò �óíäà-

ìåíòàëüíîå çíà÷åíèå, îñîáåííî ó÷èòûâàÿ, ÷òî íå èçâåñòíî íè îä-

íîãî ïðèìåðà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â RS1.

Ïðîáëåìà 1. Èññëåäîâàòü ðåøåòêó L(RS1) è îïèñàòü ïðèíàä-
ëåæàùèå åé êîíå÷íî áàçèðóåìûå, êîíå÷íî ïîðîæäåííûå è ìàëûå

ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðîáëåìà 2 ( [35, âîïðîñ 4.8℄). Ñîäåðæèò ëè ìíîãîîáðàçèåRS1

êîíòèíóóì ïîäìíîãîîáðàçèé?

Ìíîãîîáðàçèå RS1 ñîäåðæèò òîëüêî òðèâèàëüíûå ãðóïïû.

Ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò àïåðèîäè÷åñêèìè.

2) Àïåðèîäè÷åñêèå ìîíîèäû ñ öåíòðàëüíûìè èäåìïî-

òåíòàìè. Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ìíîãîîáðàçèÿì ìîíîè-

äîâ óäåëÿëîñü ñóùåñòâåííî ìåíüøå âíèìàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ

ìíîãîîáðàçèÿìè ïîëóãðóïï. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé,
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âîçìîæíî, íàèáîëåå èçó÷åííûìè îñòàâàëèñü ìíîãîîáðàçèå COM

âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ [33℄ è ìíîãîîáðàçèå IDEM âñåõ

èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ [118℄. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü ñ ñåðåäè-

íû 1990-õ ãîäîâ, êîãäà ñòàëî ïîïóëÿðíûì èçó÷åíèå �àêòîð-ìî-

íîèäîâ �èñà ñâîáîäíûõ ìîíîèäîâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-

ñòâà ñëîâ W íàä íåêîòîðûì ñ÷åòíûì àë�àâèòîì A îáîçíà÷èì

÷åðåç RQW �àêòîð-ìîíîèä �èñà ñâîáîäíîãî ìîíîèäàA ∗
ïî èäå-

àëó âñåõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîäñëîâàìè ñëîâ èç W , è ïîëîæèì

RQW = Vmon{RQW }.
Ôàêòîð-ìîíîèäû �èñà ñâîáîäíûõ ìîíîèäîâ âïåðâûå ïîÿâè-

ëèñü åùå â êîíöå 1960-õ ãîäîâ â ñòàòüå Ïåðêèíñà [81℄: ðàññìàò-

ðèâàåìûé òàì ìîíîèä

P25 = RQ{xyxy, xyzyx, xzyxy, x
2z}

ïîðÿäêà 25 äîñòàâëÿåò îäèí èç ïåðâûõ îïóáëèêîâàííûõ ïðèìå-

ðîâ áåñêîíå÷íî áàçèðóåìîé êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû. Îäíàêî òîëü-

êî íà ðóáåæå òûñÿ÷åëåòèé â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ Äæåêñîíà [35,

38℄ ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäàþùèåñÿ òàêè-

ìè ìîíîèäàìè. Íàèáîëåå çàìåòíûå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ ìîíî-

èäîì RQ{xyx}: ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï Vsem

{
RQ{xyx}

}
èìååò

êîíòèíóóì ïîäìíîãîîáðàçèé [35℄, â òî âðåìÿ êàê ìíîãîîáðàçèå

ìîíîèäîâ Vmon

{
RQ{xyx}

}
ñîäåðæèò òîëüêî ïÿòü ïîäìíîãîîáðà-

çèé [38℄. Êðîìå òîãî, â [38℄ äîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ

J1 = RQ{xhxyty} è J2 = RQ{xhytxy, xyhxty}

ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè, ò.å. ìèíèìàëüíûìè áåñêîíå÷íî áàçèðó-

åìûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ýòî ïåðâûå îïóáëèêîâàííûå ïðèìåðû

ïðåäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ. �åøåòêè èõ ïîäìíîãîîáðà-

çèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1, ãäå ÷åðåç 0 îáîçíà÷åíî òðèâèàëüíîå

ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ.

Ïîñêîëüêó �àêòîð-ìîíîèäû �èñà ñâîáîäíûõ ìîíîèäîâ ïðè-

íàäëåæàò êëàññó Azen
âñåõ àïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ ñ öåíò-

ðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè, Äæåêñîí â [38, Âîïðîñ 1℄ ïîñòàâèë

ñëåäóþùèé âîïðîñ.
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�èñ. 1: ðåøåòêè L(J1) è L(J2).

Ïðîáëåìà 3. ßâëÿþòñÿ ëè J1 è J2 åäèíñòâåííûìè êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûìè ïðåäåëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â êëàññå Azen

?

Èç ðèñ. 1 è ïðåäåëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé J1 è J2 âûòåêàåò,

÷òî ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êðîññîâûìè, ò.å. ìèíè-

ìàëüíûìè íåêðîññîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ïîýòîìó àêòóàëüíà

ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 4. ßâëÿþòñÿ ëè J1 è J2 åäèíñòâåííûìè ïî÷òè êðîñ-
ñîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â êëàññå Azen

?

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîâ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ íà ðèñ. 1, ìî-

æåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè ìíî-

æåñòâà ñëîâ W âîçðàñòàåò ñëîæíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ RQW . Òà-

êàÿ òåíäåíöèÿ ïðîñëåæèâàåòñÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íî íå âñåãäà.

Íàïðèìåð, ñëîâî xyxy, íåñîìíåííî, ïðîùå ñëîâà xhytxy, îäíà-
êî ìíîãîîáðàçèå RQ{xyxy} áåñêîíå÷íî áàçèðóåìî [101℄ è èìååò

êîíòèíóóì ïîäìíîãîîáðàçèé [121℄, à ìíîãîîáðàçèå RQ{xhytxy}
êðîññîâî.
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3) Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýêâàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ.

Ïîñêîëüêó àëãåáðà óäîâëåòâîðÿåò òåì æå òîæäåñòâàì, ÷òî è

ìíîãîîáðàçèå, åþ ïîðîæäåííîå, ìîæíî áåç äâóñìûñëåííîñòè íà-

çûâàòü àëãåáðó êîíå÷íî áàçèðóåìîé, åñëè îíà ïîðîæäàåò êîíå÷-

íî áàçèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Êîíå÷íûå àëãåáðû öåëîãî ðÿäà òè-

ïîâ êîíå÷íî áàçèðóåìû. Ýòî îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê ãðóï-

ïàì [80℄, àññîöèàòèâíûì è Ëèåâûì êîëüöàì ( [7, 46℄ è [2℄, ñî-

îòâåòñòâåííî), ðåøåòêàì [76℄. Îäíàêî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íå

âñå êîíå÷íûå ïîëóãðóïïû êîíå÷íî áàçèðóåìû.

Îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðîáëåì óíèâåðñàëüíîé àëãåá-

ðû ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè � èññëåäîâàíèå

àëãåáð íà ïðåäìåò èõ êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè. Áóäó÷è âåñüìà

åñòåñòâåííîé ñàìà ïî ñåáå, ýòà ïðîáëåìà îáíàðóæèâàåò ðÿä èí-

òåðåñíûõ è ïîðîé íåîæèäàííûõ ñâÿçåé ñ äðóãèìè âîïðîñàìè,

âàæíûìè êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðå-

íèÿ, íàïðèìåð, ñ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè àëãîðèòìàìè ïðî-

âåðêè âõîæäåíèÿ â íåêîòîðûå êëàññû �îðìàëüíûõ ÿçûêîâ [13℄ è

êëàññè÷åñêèìè òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè ãèïîòåçàìè � òàêèìè, êàê

ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë-

áëèçíåöîâ, ãèïîòåçà �îëüäáàõà, ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè íå÷åò-

íîãî ñîâåðøåííîãî ÷èñëà [82℄. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ âåðñèÿ ïðîáëå-

ìû êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè, èçâåñòíàÿ êàê ïðîáëåìà êîíå÷íîé

áàçèðóåìîñòè Òàðñêîãî, áûëà ïîñòàâëåíà Òàðñêèì [110℄ êàê çà-

äà÷à ðàçðåøèìîñòè: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ äàí-

íîé êîíå÷íîé àëãåáðû îïðåäåëÿåò, êîíå÷íî áàçèðóåìà îíà èëè

íåò. Â îáùåì ñëó÷àå îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí [77℄, îä-

íàêî äëÿ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ýòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Ñëåäóþùàÿ îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ ïîëóãðóïïîâîãî âàðèàíòà ýòîé

ïðîáëåìû áûëà ïðåäëîæåíà Ñàïèðîì [100℄.

Ïðîáëåìà 5 ( [100, ïðîáëåìà 3.10.10℄; ñì. òàêæå [10, âîïðîñ 7.1℄

è [115, ïðîáëåìà 4.1℄). Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ

äàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ W îïðåäåëÿåò, êîíå÷íî áà-

çèðóåì ìîíîèä RQW èëè íåò?
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Î÷åâèäíî, ÷òî èç îòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 5 ñëå-

äóåò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè

Òàðñêîãî äëÿ ïîëóãðóïï.

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó-

÷åíèþ ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï.

Îáèëüíóþ èí�îðìàöèþ íà ýòó òåìó ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ Âîë-

êîâà [114, 115℄. Îáùèé ïîäõîä çäåñü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äî-

ñòàòî÷íûõ óñëîâèé áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè. Îäíî èç òàêèõ

óñëîâèé áûëî íàéäåíî Ïåðêèíñîì [81℄. Èñïîëüçóÿ ýòî óñëîâèå,

îí äîêàçàë áåñêîíå÷íóþ áàçèðóåìîñòü ìîíîèäà B1

2, êîòîðûé ïî-

ëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû ê ïîëóãðóïïå Áðàíäòà

B2 =
〈
a, b

∣∣ a2 = b
2 = 0, aba = a, bab = b

〉
,

è ìîíîèäà P25. Ñ òåõ ïîð áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî

íàéòè â ðàáîòàõ [14, 19, 34, 36�39, 72, 73, 78, 101, 102, 104�106, 120℄.

Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû äàþò ìíîãî ïðèìåðîâ áåñêîíå÷íî áàçèðó-

åìûõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï è �àêòîð-ìîíîèäîâ �èñà ñâîáîäíûõ

ìîíîèäîâ.

×òî êàñàåòñÿ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè

òåõ èëè èíûõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï, òî, íåñìîòðÿ íà ãîäû ðàáîòû

â ýòîì íàïðàâëåíèè, åå èòîãîì îñòàåòñÿ ¾íàáîð èçîëèðîâàííûõ

òåîðåì, à íå åäèíàÿ òåîðèÿ¿ [115, ñòð. 190℄. Îäèí èç ïîäõîäîâ

ñîñòîèò â èçó÷åíèè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ ìíîãî-

îáðàçèé, ò.å. ìíîãîîáðàçèé, âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ êîíå÷-

íî áàçèðóåìû. Åñëè ñèñòåìà òîæäåñòâ Σ çàäàåò íàñëåäñòâåííî

êîíå÷íî áàçèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ Σ, êîíå÷íî áàçèðóåìà. Òàêóþ ñèñòåìó òîæäåñòâ

Σ ïðèíÿòî íàçûâàòü íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìîé. Òîæäå-

ñòâî íàçûâàþò íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûì, åñëè ñèñòå-

ìà òîæäåñòâ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýòîãî òîæäåñòâà, íàñëåäñòâåí-

íî êîíå÷íî áàçèðóåìà. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèÿ êîììóòàòèâíûõ

è èäåìïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìû
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(â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî äîêàçàíî â [81℄, à âî âòîðîì � â [3,27,28℄),

òîæäåñòâà xy ≈ yx è x2 ≈ x òàêæå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.

Èçó÷åíèå íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ òîæäåñòâ áûëî

èíèöèèðîâàíî Ïîëëàêîì â 1970-õ ãîäàõ, è íà ïðîòÿæåíèè äåñÿ-

òè ëåò îí âíåñ îãðîìíûé âêëàä â èõ êëàññè�èêàöèþ [85�89℄. Çà

áîëåå ïîäðîáíîé èí�îðìàöèåé î äîñòèæåíèÿõ Ïîëëàêà ïðè èçó-

÷åíèè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ òîæäåñòâ è ìíîãîîá-

ðàçèé ïîëóãðóïï â öåëîì, ìû îòñûëàåì ê îáçîðó åãî ðàáîò [116℄.

Îäíèì èç òèïîâ òîæäåñòâ, êîòîðûå åùå íå ïîëíîñòüþ êëàññè-

�èöèðîâàíû, îñòàþòñÿ ïîëóïðîñòûå òîæäåñòâà, ò.å. òîæäåñòâà

âèäà u ≈ v, â êîòîðûõ â ñëîâî u âñå ïåðåìåííûå âõîäÿò íå áîëåå

îäíîãî ðàçà, à â ñëîâî v îäíà ïåðåìåííàÿ âõîäèò ðîâíî äâà ðàçà,

à âñå îñòàëüíûå � íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ïðîáëåìà 6 ( [90℄). Êàêèå èç ïîëóïðîñòûõ òîæäåñòâ íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìû?

4) Èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû. Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ x 7→ x∗

íà ïîëóãðóïïå S íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè S óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì

(x∗)∗ ≈ x, (xy)∗ ≈ y∗x∗. (inv)

Óíàðíóþ ïîëóãðóïïó 〈S, ∗ 〉 ïðèíÿòî íàçûâàòü èíâîëþòèâíîé,

åñëè îïåðàöèÿ

∗
ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Èíâîëþòèâíàÿ ïîëó-

ãðóïïà 〈S, −1 〉 íàçûâàåòñÿ èíâåðñíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì xx−1x ≈ x è xx−1yy−1 ≈ yy−1xx−1
. Êëàññ èíâåðñ-

íûõ ïîëóãðóïï âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ãðóïïû. Ïðèìåðîì èíâîëþ-

òèâíîé, íî íå èíâåðñíîé ïîëóãðóïïû ìîãóò ñëóæèòü ìàòðè÷íûå

ïîëóãðóïïû ñ îïåðàöèåé òðàíñïîçèöèè.

Îäèí èç îñíîâíûõ ìîòèâîâ èçó÷åíèÿ èíâîëþòèâíûõ ïîëó-

ãðóïï, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ïîëóãðóïï, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè

ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ãðóïï; íàëè÷èå æå èíâîëþ-

öèè ïîçâîëÿåò ëó÷øå èìèòèðîâàòü ïðèñóùóþ ãðóïïàì âíóòðåí-

íþþ ñèììåòðèþ. Ïàðàäîêñàëüíî, íî èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà
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〈S, ∗ 〉 è åå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò S ìîãóò îáëàäàòü ðàçëè÷íûìè

ýêâàöèîíàëüíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíå÷-

íîé áàçèðóåìîñòè. Êàê çàìåòèë Âîëêîâ [115, � 2℄, áåñêîíå÷íûå

èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû, ïîäòâåðæäàþùèå ýòîò òåçèñ, áûëè

èçâåñòíû äàâíî. Îäíàêî êîíå÷íûå áåñêîíå÷íî áàçèðóåìûå èí-

âîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû, ïîëóãðóïïîâûå ðåäóêòû êîòîðûõ êî-

íå÷íî áàçèðóåìû, áûëè îáíàðóæåíû ñîâñåì íåäàâíî [40, 63℄, à

êîíå÷íûå èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñâîé-

ñòâîì, êàê îòìå÷àåòñÿ â [15, � 1℄, íåèçâåñòíû. Òàêèì îáðàçîì,

ñëåäóþùàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåò �óíäàìåíòàëüíûé

èíòåðåñ.

Ïðîáëåìà 7. Ñóùåñòâóþò ëè êîíå÷íûå êîíå÷íî áàçèðóåìûå

èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû, ïîëóãðóïïîâûå ðåäóêòû êîòîðûõ

áåñêîíå÷íî áàçèðóåìû?

Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòîì

äâóõ èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï ñ ðàçëè÷íûìè ýêâàöèîíàëüíû-

ìè ñâîéñòâàìè. Ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ

ìîíîèä Áðàíäòà B1

2, íà êîòîðîì ìîæíî îïðåäåëèòü äâå èíâîëþ-

öèè: îïåðàöèþ x 7→ x∗
, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû

ab è ba, îñòàâëÿÿ íà ìåñòå âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû, è îïåðàöèþ

x 7→ x−1
, ìåíÿþùóþ ìåñòàìè ýëåìåíòû a è b è îñòàâëÿþùóþ

íà ìåñòå äðóãèå ýëåìåíòû. Èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà 〈B1

2,
∗ 〉

ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà [16℄, ò.å. ëþáîå ëîêàëüíî êî-

íå÷íîå ìíîãîîáðàçèå, åå ñîäåðæàùåå, áåñêîíå÷íî áàçèðóåìî. ×òî

êàñàåòñÿ èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈B1

2,
−1 〉, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

òàêæå èíâåðñíîé ïîëóãðóïïîé, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî

áåñêîíå÷íî áàçèðóåìîé [99℄. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ, áîëåå ýêñòðåìàëü-

íûõ ïðèìåðîâ.

Ïðîáëåìà 8. Ñóùåñòâóþò ëè äâå èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû,

èìåþùèå îäèí è òîò æå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò, îäíà èç êîòîðûõ

êîíå÷íî áàçèðóåìà, à äðóãàÿ áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà?
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Çàìåòèì, ÷òî èíâåðñíûé ìîíîèä Áðàíäòà 〈B1

2,
−1 〉 íå òîëü-

êî áåñêîíå÷íî áàçèðóåì [5℄, íî è íå èìååò íåïðèâîäèìîãî áàçèñà

òîæäåñòâ [41℄. Ïðè ýòîì íå èçâåñòíî íè îäíîé êîíå÷íîé èíâîëþ-

òèâíîé ïîëóãðóïïû ñ áåñêîíå÷íûì íåïðèâîäèìûì áàçèñîì òîæ-

äåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 9. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íàÿ èíâîëþòèâíàÿ ïîëó-

ãðóïïà ñ áåñêîíå÷íûì íåïðèâîäèìûì áàçèñîì òîæäåñòâ?

�åøåòêè Lsem âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï è Linv âñåõ ìíî-

ãîîáðàçèé èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï èçó÷àþòñÿ ñ 1960-õ è 1970-õ

ãîäîâ ñîîòâåòñòâåííî. Òåì íå ìåíåå, î ñòðîåíèè ðåøåòêè Linv èç-

âåñòíî ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì î ñòðîåíèè ðåøåòêè Lsem. Îä-

íàêî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçó÷åíî òîëüêî íåñêîëüêî íåáîëüøèõ

�ðàãìåíòîâ ðåøåòêè Linv, ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ðåøåòêè Linv è Lsem î÷åíü íå ïî-

õîæè äðóã íà äðóãà. Íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèå IDEM
∗
âñåõ èäåì-

ïîòåíòíûõ èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êðîññî-

âûì [12℄, à ðåøåòêà L(IDEM
∗) ïîäìíîãîîáðàçèé ýòîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ íåìîäóëÿðíà è èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó [21, 22℄. Ìíî-

ãîîáðàçèå æå IDEM âñåõ èäåìïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï, íàïðîòèâ,

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êðîññîâûì, à ðåøåòêà L(IDEM) åãî ïîäìíîãî-

îáðàçèé äèñòðèáóòèâíà è èìååò øèðèíó 3 [3, 27, 28℄. Ñðàâíèâàÿ

ðåçóëüòàòû ðàáîò [23, 26℄ ñ îäíîé ñòîðîíû è [43℄ ñ äðóãîé, ìîæ-

íî çàìåòèòü è äðóãèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðåøåòêàìè Linv è Lsem,

ñâÿçàííûå ñ àòîìàìè îáñóæäàåìûõ ðåøåòîê. Çà äîïîëíèòåëü-

íîé èí�îðìàöèåé î ðåøåòêå Linv ìû îòñûëàåì ê ðàáîòå [20℄, à î

ðåøåòêå Lsem � ê îáçîðàì [1, 9, 25, 111℄.

Öåëè äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ìíîãîîáðàçèÿì ïîëóãðóïï, èíâîëþòèâ-

íûõ ïîëóãðóïï è ìîíîèäîâ. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

åòñÿ èññëåäîâàíèå
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� ýêâàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ, òàêèõ, êàê íàëè÷èå èëè îòñóò-

ñòâèå êîíå÷íîãî, íåïðèâîäèìîãî èëè áåñêîíå÷íîãî íåïðè-

âîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ;

� ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåòêàìè ìíîãîîáðàçèé, òàêèõ, êàê

ñâîéñòâà áûòü êîíå÷íî ïîðîæäåííûì èëè ìàëûì ìíîãîîá-

ðàçèåì;

� äðóãèõ, áîëåå ñèëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãîîáðàçèé, òàêèõ, êàê

ñâîéñòâà áûòü íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûì, ñóùå-

ñòâåííî áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûì èëè êðîññîâûì ìíîãîîá-

ðàçèåì;

� ìíîãîîáðàçèé, ìèíèìàëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì

ñâîéñòâàì, òàêèõ, êàê ïðåäåëüíûå è ïî÷òè êðîññîâû ìíî-

ãîîáðàçèÿ;

� ñòðîåíèÿ ðåøåòîê ïîäìíîãîîáðàçèé;

� âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó èíâîëþòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè è

èõ ïîëóãðóïïîâûìè ðåäóêòàìè êàñàòåëüíî ðàçëè÷íûõ ýê-

âàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ;

� ðàçëè÷èé ìåæäó ðåøåòêàìè Linv è Lsem.

Áîëåå êîíêðåòíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå ðåøå-

íèå ïðîáëåì 1�4 è 6�9, à òàêæå íåêîòîðîé îñëàáëåííîé âåðñèè

ïðîáëåìû 5.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñâÿçàíî ñ ýêâàöèîíàëü-

íûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó ñèíòàêñè÷åñêèé ìåòîä � íåïîñðåä-

ñòâåííûå ìàíèïóëÿöèè ñ òîæäåñòâàìè � èñïîëüçóåòñÿ â íåé ïî-

âñåìåñòíî. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîé áàçè-

ðóåìîñòè àëãåáðû ñîñòîèò â ÿâíîì âû÷èñëåíèè åå áàçèñà òîæ-
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äåñòâ. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî íåïðèâîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ èëè

îòñóòñòâèÿ íåïðèâîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà, äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî â íåé ¾äëèííûå¿ òîæäåñòâà íåâûâîäèìû èç ¾êî-

ðîòêèõ¿. Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ÿâíîãî óêàçàíèÿ åå áàçè-

ñà òîæäåñòâ. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò

áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâàì, òàêèì êàê íàñëåäñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ

áàçèðóåìîñòü èëè êðîññîâîñòü, çà÷àñòóþ ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ðàç-

áèòü ðåøåòêó åãî ïîäìíîãîîáðàçèé íà èíòåðâàëû.

Àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî äîêàçàòåëüñòâ äèññåðòàöèè ñàìî-

äîñòàòî÷íî. Òåì íå ìåíåå, â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñèí-

òàêñè÷åñêèìè, íàïðèìåð,

� ðåçóëüòàò àâòîðà è Âîëêîâà îá èäåìïîòåíòíî ðàçäåëèìûõ

ïîëóãðóïïàõ [69℄ è ðåçóëüòàò Âåðíèêîâà è Âîëêîâà î ìèíè-

ìàëüíîì êîíå÷íî óíèâåðñàëüíîì ìíîãîîáðàçèè [4℄ èìåþò

êëþ÷åâîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè àïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãî-

îáðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à;

� õàðàêòåðèçàöèÿ Ñòðàóáèíãà êîíå÷íûõ íèëüïîòåíòíûõ

ìîíîèäîâ (ò.å. òàêèõ êîíå÷íûõ ìîíîèäîâ M ñ åäèíèöåé

1, ÷òî M \ {1} � íèëüïîòåíòíàÿ ïîëóãðóïïà) [108℄ èãðà-

åò âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè êðîññîâûõ è ñóùåñòâåííî

áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé â êëàññå Azen
;

� äëÿ ïðîâåðêè íàñëåäñòâåííîé êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè íàä-

êîììóòàòèâíîãî ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ (ò.å. ìíîãîîáðà-

çèÿ, ñîäåðæàùåãî ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìî-

íîèäîâ) òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíå÷íîé áàçèðóå-

ìîñòè, ïîëó÷åííîå Âîëêîâûì [113℄;

� èññëåäîâàíèå Âîëêîâà î êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîëóãðóïï ñ íèëüïîòåíòíûìè
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ïîëóãðóïïàìè [112℄ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè

ïîïðàâèìûõ ïîëóãðóïï (ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ïîïðà-

âèìîé, åñëè îíà ñàìà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà, íî ìîíîèä S1

êîíå÷íî áàçèðóåì).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íèæå ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå íîâûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

×àñòü I (ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï):

� êàæäîå àïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå �èñà�Ñóøêåâè÷à êî-

íå÷íî áàçèðóåìî [122℄;

� õàðàêòåðèçàöèÿ êðîññîâûõ è êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àïåðè-

îäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à [123℄;

� ïîëíîå îïèñàíèå ïîëóïðîñòûõ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áà-

çèðóåìûõ òîæäåñòâ [61℄;

� íîâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ïî-

ëóãðóïï [124℄;

� äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íåïðèâîäèìîãî áàçèñà

òîæäåñòâ ó áåñêîíå÷íî áàçèðóåìîé êîíå÷íîé àëãåáðû ïðî-

èçâîëüíîãî òèïà [129℄.

×àñòü II (èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû):

� ïåðâûå ïðèìåðû êîíå÷íî áàçèðóåìûõ êîíå÷íûõ èíâîëþ-

òèâíûõ ïîëóãðóïï, ïîëóãðóïïîâûå ðåäóêòû êîòîðûõ áåñ-

êîíå÷íî áàçèðóåìû [62℄;

� ïåðâûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï ñ áåñ-

êîíå÷íûì íåïðèâîäèìûì áàçèñîì òîæäåñòâ [127℄;
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� ïåðâûå ïðèìåðû òðîåê êîíå÷íûõ èíâîëþòèâíûõ ïîëó-

ãðóïï, èìåþùèõ îäèí è òîò æå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò, òà-

êèõ, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ êîíå÷íî áàçèðóåìà, âòîðàÿ èìååò

áåñêîíå÷íûé íåïðèâîäèìûé áàçèñ òîæäåñòâ, à òðåòüÿ íå

èìååò òàêîãî áàçèñà [129℄;

� ñêðó÷åííàÿ èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà áåñêîíå÷íî áàçèðó-

åìà, åñëè áåñêîíå÷íî áàçèðóåì åå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò

[128℄.

×àñòü III (ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ):

� ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äâóõ ìàêñèìàëüíûõ íà-

ñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ íàäêîììóòàòèâíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ìîíîèäîâ [125℄;

� õàðàêòåðèçàöèÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ìîíîèäîâ â íåñêîëüêèõ øèðîêèõ êëàññàõ [125℄;

� õàðàêòåðèçàöèÿ êðîññîâûõ è ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ â êëàññå Azen
[54, 57,

60℄;

� ïåðâûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîïðàâèìûõ ïîëóãðóïï è ñïî-

ñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ [59℄.

Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ

� Ìåòîäû, ðàçâèòûå ïðè èçó÷åíèè àïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãî-

îáðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à, è ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ

ðåçóëüòàòû (ãëàâà 3), ñïîñîáñòâîâàëè èññëåäîâàíèÿì â

íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ, íàïðèìåð, â èçó÷åíèè ìíîãîîá-

ðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à, ñîäåðæàùèõ íåòðèâèàëüíûå ãðóï-

ïû [6, 70℄, ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäàþùèõñÿ ìîíîèäàìè, êî-

òîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ïîëóãðóïï �èñà�Ñóøêåâè÷à [52, 53,
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55, 56℄, ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäàþùèõñÿ íåáîëüøèìè ïîëó-

ãðóïïàìè [24, 58, 65, 71℄, êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï, ïîðîæäàþ-

ùèõ ïñåâäîìîãîîáðàçèÿ, íåðàçëîæèìûå â îáúåäèíåíèå â

ðåøåòêå ïñåâäîìíîãîîáðàçèé êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï [68℄.

� Îïèñàíèå êîíå÷íî áàçèðóåìûõ, êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ

è ìàëûõ àïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé �èñà�Ñóøêåâè÷à

(ãëàâà 3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðîáëåìû 1.

� Êîíå÷íàÿ áàçèðóåìîñòü âñåõ àïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-

çèé �èñà�Ñóøêåâè÷à (ãëàâà 3) îáåñïå÷èâàåò îòðèöàòåëü-

íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 2.

� Ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ïîëóïðîñòûõ íàñëåäñòâåííî êîíå÷-

íî áàçèðóåìûõ òîæäåñòâ (ãëàâà 4) âëå÷åò ðåøåíèå ïðîáëå-

ìû 6.

� Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ïîëóãðóïï

(ãëàâà 5) è ýêâàöèîíàëüíûå ðåçóëüòàòû î ìíîãîîáðàçè-

ÿõ ìîíîèäîâ (ãëàâû 11 è 14) ïîñëóæèëè ìîòèâàöèåé äëÿ

äàëüíåéøåé ðàáîòû íàä ïðîáëåìîé êîíå÷íîé áàçèðóåìîñ-

òè [102�104℄.

� Íîâûå ïðèìåðû èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï ñ ýêñòðåìàëü-

íûìè è êîíòðàñòíûìè ñâîéñòâàìè (ãëàâû 7�9) ðàçäâèíó-

ëè ãðàíèöû â ïîíèìàíèè òîãî, íàñêîëüêî âåëèêà ðàçíè-

öà ìåæäó (1) êîíå÷íûìè èíâîëþòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè è

èõ ïîëóãðóïïîâûìè ðåäóêòàìè, (2) íåêîòîðûìè êîíå÷íû-

ìè èíâîëþòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè, èìåþùèìè îäèíàêîâûé

ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò, (3) ðåøåòêàìè Linv è Lsem. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷åíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåì 7�9.

� Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñâîéñòâî áåñêîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè

èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû íàñëåäóåòñÿ åå ïîëóãðóïïîâûì
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ðåäóêòîì (ãëàâà 10), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåðå-

íîñà ìíîãèõ ðåçóëüòàòîâ îá ýêâàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâàõ ïî-

ëóãðóïï íà ñëó÷àé èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï.

� Èññëåäîâàíèå ìíîãîîáðàçèé èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï

(ãëàâû 7�10) ïðîäîëæàåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ [63,64℄.

� Íàñëåäñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ áàçèðóåìîñòü ðÿäà ìíîãîîáðà-

çèé ìîíîèäîâ (ãëàâà 11), âî-ïåðâûõ, äàëà ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå ïðîáëåìû 3, âî-âòîðûõ, îáåñïå÷èëà ìåòîä îïðå-

äåëåíèÿ íàñëåäñòâåííîé êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè ìîíîèäîâ

âèäà RQW (ñð. 
 ïðîáëåìîé 5), è â-òðåòüèõ, ïîâëåêëà ïî-

ñëåäóþùóþ ðàáîòó î ïðåäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìîíîè-

äîâ [119℄.

� Ìåòîäû, ðàçâèòûå ïðè èçó÷åíèè ìíîãîîáðàçèé àïåðèîäè-

÷åñêèõ ìîíîèäîâ, è ïîëó÷åííûå ñ èõ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòû

(ãëàâû 12 è 13), âî-ïåðâûõ, ïîâëåêëè ïîëîæèòåëüíîå ðå-

øåíèå ïðîáëåìû 4, à âî-âòîðûõ, ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü â

îïèñàíèè öåïíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ [31℄ è â ïîñòðî-

åíèè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ ñ êîíòèíóóìîì ïîäìíîãîîá-

ðàçèé [30,121℄.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

� 3-é ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîí�åðåíöèè â Íîâè-

Ñàäå (Íîâè-Ñàä, Ñåðáèÿ, 2009);

� ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî ãðóïïàì è ïîëóãðóïïàì (Ïîð-

òó, Ïîðòóãàëèÿ, 2015);

� ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè â ÷åñòü 81-ëåòèÿ Äæ. �îóäçà

(�àìàò-�àí, Èçðàèëü, 2018);
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� ñïåöèàëüíîé ñåññèè Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-

ñòâà, ïîñâÿùåííîé òåîðèè ïîëóãðóïï (Íýøâèëë, Òåííåññè,

ÑØÀ, 2004);

� ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû¿ â Óðàëüñêîì �åäå-

ðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (Åêàòåðèíáóðã, 2017);

� àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå óíèâåðñèòåòà Ëàíü÷æîó (Ëàíü-

÷æîó, ÊÍ�, 2019) � ñåðèÿ èç 4 äîêëàäîâ;

� àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå óíèâåðñèòåòà íàóêè è òåõíîëî-

ãèè Øýíüñè (Ñèàíü, ÊÍ�, 2019).

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

×àñòü I: ïîëóãðóïïû

�åçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû.

1) Àïåðèîäè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ �èñà�Ñóøêåâè÷à.

Íàèáîëüøåå àïåðèîäè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ

RS1 ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåìA2, ïîðîæäåííûì 0-ïðîñòîé ïî-

ëóãðóïïîé

A2 =
〈
a, e

∣∣ e2 = eae = e, aea = a, a2 = 0

〉
.

Ïîýòîìó èçó÷åíèå àïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé �èñà�Ñóøêå-

âè÷à ñîâïàäàåò ñ èçó÷åíèåì ðåøåòêè L(A2). Âàæíûìè ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ A2 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ B2 =
Vsem{B2}, A0 = Vsem{A0} è B0 = Vsem{B0}, ãäå

A0 =
〈
e, f

∣∣ e2 = e, f2 = f, ef = 0

〉

è B0 =
〈
a, e, f

∣∣ e2 = e, f2 = f, ef = fe = 0, ea = af = a
〉
.
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Ïîëóãðóïïû A0 è B0 èçîìîð�íû íåêîòîðûì ïîäïîëóãðóïïàì â

A2 è B2 ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîãî V ∈ {A2,B2,A0,B0} ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå

ïîäìíîãîîáðàçèå V ìíîãîîáðàçèÿ A2, íå ñîäåðæàùåå V. Ìíî-

ãîîáðàçèåA2 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ïîäìíîãîîáðà-

çèåì ìíîãîîáðàçèÿ A2, à ðåøåòêà L(A2) � äèçúþíêòíûì îáú-

åäèíåíèåì èíòåðâàëîâ

I1 = [A0 ∨B2,A2], I2 = [A0,B2], I3 = [B2,A0],

I4 = [B0,A0 ∩B2] è I5 = L(B0).

Êàæäûé èç èíòåðâàëîâ I1, I2, I3 è I4 èçîìîð�åí ïðÿìîìó ïðî-

èçâåäåíèþ äâóõ ñ÷åòíûõ öåïåé. Îäíàêî îïèñàíèå èíòåðâàëà I5

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â íåãî âêëàäûâàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ðå-

øåòêà [4℄.

Ïðåäëîæåíèå 10 (� 3.3). �åøåòêà L(A2) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêò-
íûì îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî äèñòðèáóòèâíîãî èíòåðâàëà

[B0,A2] = I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 ∪ {A2}

è ðåøåòêè L(B0) = I5.

Èç óïîìÿíóòîãî âûøå ÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ ðåøåòêè L(A2)
ìîæíî âûâåñòè íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 11 (òåîðåìà 1.5). Ìíîãîîáðàçèå A2 íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íî áàçèðóåìî.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñ÷åòíîñòü ðåøåòêè L(A2) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 2.

Òîæäåñòâî âèäà x1x2 · · ·xn ≈ x1πx2π · · ·xnπ, ãäå π � íåêîòî-

ðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ïåðåñòàíîâî÷íûì. Òîæäåñòâî âèäà x1x2 · · ·xn ≈
w, íå ÿâëÿþùåå ïåðåñòàíîâî÷íûì, íàçûâàþò íåîäíîðîäíûì.
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Íåîäíîðîäíûå òîæäåñòâà è ìíîãîîáðàçèå Hcom, îïðåäåëÿåìîå

òîæäåñòâàìè xyx ≈ y2, xy ≈ yx, èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â õà-

ðàêòåðèçàöèè êðîññîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ A2.

Òåîðåìà 12 (òåîðåìà 1.6). Äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ V ìíîãîîáðà-

çèÿ A2 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) V êðîññîâî;

(b) V � ìàëîå;

(
) V êîíå÷íî ïîðîæäåíî è B0 * V;

(d) V óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåîäíîðîäíîìó òîæäå-

ñòâó ;

(e) Hcom * V.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Hcom ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ïî÷òè êðîññîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðà-

çèÿ A2, à íåêðîññîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ A2 îáðà-

çóþò èíòåðâàë [Hcom,A2]. Áîëåå òîãî, òåîðåìû 11 è 12 îáåñïå-

÷èâàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.

Ñëåäñòâèå 13 (ïðåäëîæåíèÿ 3.48 è 3.49).

(i) Êðîññîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ A2 îáðàçóþò

íåïîëíóþ ïîäðåøåòêó â L(A2).

(ii) Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ A2

îáðàçóþò íåïîëíóþ ïîäðåøåòêó â L(A2).

2) Íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûå òîæäåñòâà. Ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò äàåò ïîëíîå îïèñàíèå ïîëóïðîñòûõ íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûõ òîæäåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-

íèå ïðîáëåìû 6.
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Òåîðåìà 14 (òåîðåìà 4.1). Ïîëóïðîñòîå òîæäåñòâî íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå

ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâîì

x1x2 · · ·xℓ y
2z1z2 · · · zr ≈ x1x2 · · ·xℓ yz1z2 · · · zr,

ãäå ℓ, r ≥ 0 è (ℓ, r) 6= (0, 0).

3) Ïîëóãðóïïû áåç êîíå÷íîãî áàçèñà òîæäåñòâ.

Òåîðåìà 15 (òåîðåìà 1.23). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2 ïîëó-

ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

x2n ≈ xn, xn

( m∏

i=1

yni

)
xn ≈ xn

( 1∏

i=m

yni

)
xn, m = 2, 3, 4, . . . ,

íî íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (xnynxn)n+1 ≈ xnynxn
, òî

îíà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà.

Äëÿ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñ�îðìóëè-

ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 16 (ñëåäñòâèå 5.8). Åñëè êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà óäî-

âëåòâîðÿåò ïñåâäîòîæäåñòâàì

xω

( m∏

i=1

yωi

)
xω ≈ xω

( 1∏

i=m

yωi

)
xω, m = 2, 3, 4, . . . ,

íî íå óäîâëåòâîðÿåò ïñåâäîòîæäåñòâó (xωyωxω)ω+1 ≈ xωyωxω
,

òî îíà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëóãðóïïû, ê êîòîðîé ïðèìåíèìà òåî-

ðåìà 15, ìîæíî âçÿòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå J -òðèâèàëüíîé ïî-

ëóãðóïïû

Lℓ =
〈
e, f

∣∣ e2 = e, f2 = f, efefe · · ·︸ ︷︷ ︸
ℓ áóêâ, ℓ ≥ 2

= 0

〉
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ïîðÿäêà 2ℓ è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zn ïîðÿäêà n ≥ 1. Ýòî ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Lℓ,n.

Ñëåäñòâèå 17 (ñëåäñòâèå 5.3). Ïîëóãðóïïà Lℓ,n êîíå÷íî áàçè-

ðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℓ = 2.

4) Ïîëóãðóïïû áåç íåïðèâîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ.

Òåîðåìà 18 (òåîðåìà 6.3). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî

áàçèðóåìàÿ êîíå÷íàÿ àëãåáðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(a) íàéäåòñÿ áàçèñ òîæäåñòâ Λ = Λ0 ∪ {λ1, λ2, λ3, . . . } àëãåá-
ðû A òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Λ0 êîíå÷íî è Λ0 ∪ {λk+1} ⊢
λk äëÿ âñåõ k ≥ 1;

(b) ëþáîé áàçèñ òîæäåñòâ àëãåáðû A ñîäåðæèò òîæäåñòâà

θ1, θ2, θ3, . . . òàêèå, ÷òî Λ0 ∪ {θk} ⊢ λk äëÿ âñåõ k ≥ 1.

Òîãäà àëãåáðà A íå èìååò íåïðèâîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ.

Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1, òîæäåñòâà

xn+2 ≈ x2, xn+1yxn+1 ≈ xyx, xhykxty ≈ yhxkytx,

x

( m∏

i=1

(yihi yi)

)
x ≈ x

( 1∏

i=m

(yihi yi)

)
x, m = 2, 3, 4, . . .

îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ ïîëóãðóïïû L3,n; ê ýòîìó áàçèñó òîæ-

äåñòâ ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 18 è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 19 (òåîðåìà 6.20). Ïîëóãðóïïà L3,n íå èìååò íåïðè-

âîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ.

Áàçèñ òîæäåñòâ ïîëóãðóïïû L3,n òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ñëîæíîñòè ïðîáëåìû ïðèíàä-

ëåæíîñòè ìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó ýòîé ïîëóãðóïïîé.
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Òåîðåìà 20 (òåîðåìà 6.21). Ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè ìíî-

ãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó ïîëóãðóïïîé L3,n, ëåæèò â êëàññå

co-NP.

×àñòü II: èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû

�åçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû.

1) Ïàðàäîêñàëüíûå ïðèìåðû. Äëÿ êàæäîãî ℓ ≥ 2 ïîëó-

ãðóïïà Lℓ äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ èíâîëþöèþ

⋆
, êîòîðàÿ ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå äåéñòâèåì íà ïîðîæäàþùèõ e, f:

(e⋆, f⋆) =

{
(f, e), åñëè ℓ ÷åòíî,

(e, f), åñëè ℓ íå÷åòíî.

Íàïðèìåð, â ïîëóãðóïïå L3 = {0, e, f, ef, fe, fef} èíâîëþöèÿ ⋆
ïå-

ðåñòàâëÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû ef è fe è îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå

îñòàëüíûå ýëåìåíòû.

Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Zn ïðè n ≥ 3, íàïðîòèâ, äîïóñêàåò íåñ-
êîëüêî èíâîëþöèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè ℜ ∈ {1, 2, . . . , n} � êâàä-

ðàòíûé êîðåíü èç åäèíèöû ïî ìîäóëþ n, ò.å. ℜ
2 ≡ 1 (mod n),

òî óíàðíàÿ îïåðàöèÿ x 7→ xℜ
íà Zn ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Íà-

ïðèìåð, åñëè n ≥ 3, òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà â

ãðóïïå Zn ñîâïàäàåò ñ èíâîëþöèåé x 7→ xn−1
.

Òåîðåìà 21 (òåîðåìà 1.30). Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

〈L3,n,
⋆ℜ 〉 = 〈L3,

⋆ 〉 × 〈Zn,
ℜ 〉

èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ, åñëè ℜ = 1, è áåñêîíå÷íûé

íåïðèâîäèìûé áàçèñ òîæäåñòâ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ó èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈L3,n,
⋆ℜ 〉 âñå-

ãäà åñòü íåïðèâîäèìûé áàçèñ òîæäåñòâ. Åå ïîëóãðóïïîâîé ðå-

äóêò, íàïðîòèâ, ïî òåîðåìå 19 íåïðèâîäèìîãî áàçèñà òîæäåñòâ

íå èìååò. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî
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Ñëåäñòâèå 22. Èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà 〈L3,n,
⋆1 〉 êîíå÷íî

áàçèðóåìà, à åå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò L3,n áåñêîíå÷íî áàçèðóåì.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 21 ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøå-

íèå ïðîáëåì 8 è 9, à èç ñëåäñòâèÿ 22 � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå

ïðîáëåìû 7.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 21 ñîñòîèò â ïîèñêå áàçèñà òîæäåñòâ

èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈L3,n,
⋆ℜ 〉. Òîæäåñòâà (inv) è

xn+2 ≈ x2, xn+1yxn+1 ≈ xyx, xhykxty ≈ yhxkytx,

xy∗x∗ ≈ xyx∗, x∗yx∗ ≈ xyx, xhx∗kx ≈ xhxkx

îáðàçóþò áàçèñ òîæäåñòâ èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈L3,n,
⋆1 〉,

â òî âðåìÿ êàê áåñêîíå÷íûé íåïðèâîäèìûé áàçèñ òîæäåñòâ èíâî-

ëþòèâíîé ïîëóãðóïïû 〈L3,n,
⋆ℜ 〉 ïðè ℜ > 1 ìîæåò áûòü ïîñòðîåí

èç òîæäåñòâ (inv) è íåêîòîðûõ èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

xn+2 ≈ x2, xn+1yxn+1 ≈ xyx, xhykxty ≈ yhxkytx,

x∗yx∗ ≈ xℜyxℜ, xhx∗kx ≈ xhxℜkx,

x∗
h1y

⊛1 h2x
⊛2 h3 y

⊛3 ≈ xℜ
h1y

⊛1 h2x
⊛2 h3y

⊛3 ,

x⊛1 h1y
∗
h2x

⊛2 h3 y
⊛3 ≈ x⊛1 h1 y

ℜ
h2x

⊛2 h3y
⊛3 ,

x⊛1 h1y
⊛2 h2x

∗
h3 y

⊛3 ≈ x⊛1 h1 y
⊛2 h2x

ℜ
h3y

⊛3 ,

x⊛1 h1y
⊛2 h2x

⊛3 h3y
∗ ≈ x⊛1 h1 y

⊛2 h2x
⊛3 h3y

ℜ,

x

( m∏

i=1

(yihiy
∗
i )

)
x∗ ≈ x

( 1∏

i=m

(yihiy
∗
i )

)
x∗, m = 2, 3, 4, . . . ,

ãäå hi ∈ {∅, hi} è ⊛i ∈ {1, ∗} ïðè i = 1, 2, 3.
Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóãðóïï S1 è S2, íå ñîäåðæàùèõ

ñèìâîëà 0, 0-ïðÿìûì îáúåäèíåíèåì ýòèõ ïîëóãðóïï íàçûâàþò

ïîëóãðóïïó

S1 ⊎ S2 = S1 ∪ S2 ∪ {0},
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â êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ èç Si ñîâïàäàåò ñ èõ

îáû÷íûì ïðîèçâåäåíèåì â Si (i = 1, 2) è ab = ba = 0 äëÿ âñåõ

a ∈ S1∪{0} è b ∈ S2∪{0}. Â îáùåì ñëó÷àå 0-ïðÿìîå îáúåäèíåíèå

ïðîèçâîëüíûõ ïîëóãðóïï S1 è S2 ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðîñòî ïåðå-

îáîçíà÷èâ âñå èõ ýëåìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

óñëîâèÿ S1 ∩ S2 = ∅ è 0 /∈ S1 ∪ S2.

Òåîðåìà 23 (òåîðåìà 9.1). Äëÿ êàæäîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóþò

òðè èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû ñ îäíèì è òåì æå ïîëóãðóï-

ïîâûì ðåäóêòîì L3,n ⊎ L3,n òàêèå, ÷òî îäíà èç íèõ èìååò

êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ, âòîðàÿ èìååò áåñêîíå÷íûé íåïðè-

âîäèìûé áàçèñ òîæäåñòâ, à òðåòüÿ íå èìååò íåïðèâîäèìîãî

áàçèñà òîæäåñòâ.

Èíâîëþòèâíûå ïîëóãðóïïû 〈Lℓ,
⋆ 〉, ãäå ℓ = 2, 3, 4, . . ., ïîä-

÷åðêèâàþò ðàçëè÷èÿ â ñòðîåíèè ðåøåòîê Linv è Lsem.

Òåîðåìà 24 (òåîðåìà 1.33). Ìíîãîîáðàçèÿ

Vsem{L2} ⊂ Vsem{L3} ⊂ Vsem{L4} ⊂ · · ·

îáðàçóþò îäíó áåñêîíå÷íóþ öåïü â ðåøåòêå Lsem, à ìíîãîîáðà-

çèÿ

Vinv{〈L2,
⋆ 〉} ⊂ Vinv{〈L4,

⋆ 〉} ⊂ Vinv{〈L6,
⋆ 〉} ⊂ · · ·

è Vinv{〈L3,
⋆ 〉} ⊂ Vinv{〈L5,

⋆ 〉} ⊂ Vinv{〈L7,
⋆ 〉} ⊂ · · ·

� äâå íåñðàâíèìûå áåñêîíå÷íûå öåïè â ðåøåòêå Linv.

2) Ýêâàöèîíàëüíûå òåîðèè èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï.

Èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñêðó÷åííîé, åñëè ìíîãî-

îáðàçèå, åþ ïîðîæäåííîå, ñîäåðæèò èíâîëþòèâíóþ ïîëóðåøåò-

êó 〈Sℓ3,
∗ 〉, ãäå

Sℓ3 =
〈
e, f

∣∣ e2 = e, f2 = f, ef = fe = 0

〉

è îïåðàöèÿ

∗
ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè ýëåìåíòû e è f.
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Òåîðåìà 25 (òåîðåìà 1.36). Åñëè ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò ñêðó-

÷åííîé èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû áåñêîíå÷íî áàçèðóåì, òî è

ñàìà ýòà èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà.

Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Vinv{〈Sℓ3,
∗ 〉} ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ðå-

øåòêè Linv [26℄, óñëîâèå ñêðó÷åííîñòè â òåîðåìå 25 íåâîçìîæíî

îñëàáèòü, êðîìå êàê âîîáùå îïóñòèòü åãî. Îäíàêî èçáàâèòüñÿ îò

ñêðó÷åííîñòè íåëüçÿ, ïîñêîëüêó, â ñèëó òåîðåì 19 è 21, íåñêðó-

÷åííàÿ èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà 〈L3,
⋆ 〉 êîíå÷íî áàçèðóåìà, à

åå ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò L3 ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Íàêî-

íåö, òåîðåìó 25 íåâîçìîæíî îáðàòèòü, òàê êàê ñóùåñòâóåò ñî-

îòâåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð [40℄. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó 25

íåâîçìîæíî óñèëèòü íè â êàêîì íàïðàâëåíèè.

Èç òåîðåìû 25 ñëåäóåò ðÿä ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 26 (òåîðåìà 1.37). Ëþáàÿ èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà,

èìåþùàÿ áåñêîíå÷íî áàçèðóåìûé ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò, âêëà-

äûâàåòñÿ â íåêîòîðóþ áåñêîíå÷íî áàçèðóåìóþ èíâîëþòèâíóþ

ïîëóãðóïïó, ìîùíîñòü êîòîðîé ïðåâûøàåò ìîùíîñòü èñõîä-

íîé íå áîëåå, ÷åì íà òðè ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 27 ( [15℄; òåîðåìà 1.38). Åñëè ïîëóãðóïïîâîé ðåäóêò

ñêðó÷åííîé èíâîëþòèâíîé ïîëóãðóïïû ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî

áàçèðóåì, òî è ñàìà ýòà èíâîëþòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ñóùåñòâåí-

íî áåñêîíå÷íî áàçèðóåìà.

Êîíå÷íàÿ àëãåáðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî

áàçèðóåìîé, íàçûâàåòñÿ ñëàáî êîíå÷íî áàçèðóåìîé. Êëàññ ñëàáî

êîíå÷íî áàçèðóåìûõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï îáðàçóåò ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèå [114, ï. 4.4℄. Äëÿ èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï, íàïðîòèâ,

àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò íå èìååò ìåñòà.

Ïðåäëîæåíèå 28 (ïðåäëîæåíèå 1.39). Êëàññ ñëàáî êîíå÷íî

áàçèðóåìûõ êîíå÷íûõ èíâîëþòèâíûõ ïîëóãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ

ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì.
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Íàïðèìåð, èíâåðñíûé ìîíîèä 〈B1

2,
−1 〉 ñëàáî êîíå÷íî áàçè-

ðóåì [99℄, à èíâîëþòèâíàÿ ïîëóðåøåòêà 〈Sℓ3,
∗ 〉 êîíå÷íî áàçè-

ðóåìà [22℄, îäíàêî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 〈B1

2,
−1 〉 × 〈Sℓ3,

∗ 〉
ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî áàçèðóåìî â ñèëó òåîðåìû 27.

×àñòü III: ìîíîèäû

�åçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû.

1) Íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 29 (òåîðåìà 11.1). Ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ O, çàäàí-
íîå òîæäåñòâàìè

xhxyty ≈ xhyxty, xhytxy ≈ xhytyx,

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìî.

ÌíîãîîáðàçèåO⊳
, äâîéñòâåííîå êO, î÷åâèäíî, òàêæå íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìî.

Òåîðåìà 30 (òåîðåìà 1.52). Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ

òàêîå, ÷òî ëèáî V ⊆ Azen
, ëèáî V ⊆ Vmon{B

1

2}, ëèáî RQ{xyx} ⊆
V, ëèáî COM ⊆ V. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V
ýêâèâàëåíòíû:

(a) V íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìî;

(b) J1, J2 * V;

(
) V ⊆ O èëè V ⊆ O⊳
.

Èç òåîðåìû 30 ìîæíî âûâåñòè ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðî-

áëåìû 3 è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 31 (òåîðåìû 1.53 è 1.54 è ñëåäñòâèå 11.18).
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(i) Ìíîãîîáðàçèÿ J1, J2 è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè

ìíîãîîáðàçèÿìè â êëàññå Azen
.

(ii) Ìíîãîîáðàçèÿ O, O⊳
è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëü-

íûìè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåìûìè íàäêîììóòà-

òèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ìîíîèäîâ.

(iii) Íàäêîììóòàòèâíûõ ïðåäåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ

íå ñóùåñòâóåò.

Íàïîìíèì, ÷òî Ñàïèð [100, ïðîáëåìà 3.10.10℄ ïîñòàâèë ïðî-

áëåìó êîíå÷íîé áàçèðóåìîñòè äëÿ �àêòîð-ìîíîèäîâ �èñà RQW
äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîâ W (ñì. ïðîáëåìó 5). Ýòà ïðîáëå-

ìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé, îäíàêî, ïîñêîëüêó RQW ∈ Azen
, èñïîëü-

çóÿ òåîðåìó 30 ìîæíî óñòàíîâèòü, êîãäà ìîíîèä RQW íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íî áàçèðóåì êàê ìîíîèä.

Òåîðåìà 32 (òåîðåìà 1.55). Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

ñëîâ W �àêòîð-ìîíîèä �èñà RQW íàñëåäñòâåííî êîíå÷íî áàçè-

ðóåì êàê ìîíîèä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿ-

åò ñèñòåìå òîæäåñòâ èç �îðìóëèðîâêè òåîðåìû 29 èëè äâîé-

ñòâåííîé ê íåé.

2) Êðîññîâû è ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûå

ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Azen
n ìíî-

ãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, çàäàííîå òîæäåñòâàìè

xn+1 ≈ xn, xny ≈ yxn,

à ÷åðåç Sn � ìíîãîîáðàçèå ìîíîèäîâ, çàäàííîå òîæäåñòâîì

x

n−1∏

i=1

(hix) ≈ xn

n−1∏

i=1

hi.

Ïîëîæèì K = Azen

2 ∩O ∩O⊳
.



29

Òåîðåìà 33 (òåîðåìà 1.57). Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V èç êëàññà Azen

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) V êðîññîâî;

(b) J1, J2,K * V;

(
) V ⊆ Azen
n ∩ O ∩ Sn èëè V ⊆ Azen

n ∩ O⊳ ∩ Sn äëÿ íåêîòîðîãî

n ≥ 2.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå êðîññîâî ìíîãîîáðàçèå èç êëàññà Azen

ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé Azen

n ∩O∩Sn è Azen

n ∩O⊳∩Sn
äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ {2, 3, 4, . . .}, à ìíîãîîáðàçèÿ J1, J2, K è òîëü-

êî îíè ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êðîññîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â êëàññå

Azen
. Â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìà 4 èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿìè J1 è J2 èñ÷åðïûâàþòñÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííûå ïî÷òè êðîññîâû ìíîãîîáðàçèÿ â êëàññå Azen
, à K

� åäèíñòâåííîå áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííîå ïî÷òè êðîññîâî ìíîãî-

îáðàçèå â ýòîì êëàññå.

Íå òîëüêî ñàìî ìíîãîîáðàçèå K, íî è âñÿêîå ñîäåðæàùåå åãî
ìíîãîîáðàçèå èç êëàññà Azen

áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííî. Ìíîãîîá-

ðàçèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî

ïîðîæäåííûìè â êëàññå Azen
.

Òåîðåìà 34 (òåîðåìà 1.58). Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V èç êëàññà Azen

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) V ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûì â

êëàññå Azen
;

(b) K ⊆ V;

(
) V * Sn äëÿ âñåõ n ≥ 2.

Òàêèì îáðàçîì, K ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñóùåñòâåííî áåñêî-

íå÷íî ïîðîæäåííûì ìíîãîîáðàçèåì â êëàññå Azen
, è êëàññ âñåõ

ìíîãîîáðàçèé èç Azen
, ñîäåðæàùèõ K, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ
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ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé â Azen
. Òåì

íå ìåíåå, ìíîãîîáðàçèå K íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî

ïîðîæäåííûì â êëàññå âñåõ ìîíîèäîâ, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò-

ñÿ â ìíîãîîáðàçèè Vmon{B
1

2} (ñëåäñòâèå 12.19).
Ïîäìíîãîîáðàçèå W ìíîãîîáðàçèÿ Azen

2 ∩ S3, çàäàííîå òîæ-
äåñòâàìè

xyhxty ≈ yxhxty, xhytxy ≈ xhytyx,

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðîì áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ â êëàññå Azen
, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íî

ïîðîæäåííûì â ýòîì êëàññå (� 12.5).

×åðåç Acom
îáîçíà÷èì êëàññ àïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ ñ êîì-

ìóòèðóþùèìè èäåìïîòåíòàìè, à ÷åðåç Ãcom
� êëàññ âñåõ ìîíî-

èäîâ èç Acom
, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó x2yx ≈ xyx2

.

Òåîðåìà 35 (òåîðåìà 1.60). Ìíîãîîáðàçèå èç êëàññà Ãcom
êðîñ-

ñîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðà-

çèé J1, J2 è K.

Ïðåäëîæåíèå 36 (ïðåäëîæåíèå 1.61). Ìíîãîîáðàçèÿ J1, J2, K
è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êðîññîâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè

ìíîãîîáðàçèÿ Vmon{B
1

2}.

3) Ôàêòîð-ìîíîèäû �èñà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà: äàëüíåé-

øèå ïðèìåðû.

Òåîðåìà 37 (òåîðåìà 1.62). Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G êîíå÷íîé ýêñ-

ïîíåíòû ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå RQ{xyx} ×G êîíå÷íî áàçèðóåìî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G àáåëåâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîèä RQ{xyx}, à òàêæå âñå êîíå÷íûå ãðóï-
ïû ïîðîæäàþò êðîññîâû ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîèäîâ (ñì. [38℄ è [80℄

ñîîòâåòñòâåííî). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 37 ïîêàçûâàåò, ÷òî

îáúåäèíåíèå äâóõ êðîññîâûõ ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ íå îáÿçàíî

áûòü êðîññîâûì.
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Ïîëóãðóïïà Áðàíäòà B2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òàêîé êîíå÷íî

áàçèðóåìîé êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû S, ÷òî ìîíîèä S1
áåñêîíå÷íî

áàçèðóåì [8, 81℄. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëóãðóïïà ñ ïðîòèâîïî-

ëîæíûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ïîïðàâèìîé. Ïåðâûé ïðèìåð

ïîïðàâèìîé ïîëóãðóïïû áûë íàéäåí Øíååðñîíîì [107℄, îäíàêî

ýòà ïîëóãðóïïà áåñêîíå÷íà. Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîïðàâèìûõ ïî-

ëóãðóïï ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 38 (òåîðåìà 1.64). Ïóñòü S è N � ïîëóãðóïïû òà-

êèå, ÷òî ìîíîèä S1
áåñêîíå÷íî áàçèðóåì, ïîëóãðóïïà N íèëüïî-

òåíòíà, à ìîíîèä S1 ×N 1
êîíå÷íî áàçèðóåì. Òîãäà ïîëóãðóïïà

P = S1 ×N ïîïðàâèìà.

Â ñèëó ðåçóëüòàòà Äæåêñîíà è Î. Ñàïèð [39, ñëåäñòâèå 5.2℄,

êîíå÷íûå ïîëóãðóïïû S è N , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðå-

ìû 38, ìîãóò áûòü áåç òðóäà âûáðàíû èç êëàññà �àêòîð-ìîíîè-

äîâ �èñà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà. Íàïðèìåð, åñëè

S = RQ{xyxy}\{1} è N = RQ{x
2y2, xy2x}\{1},

òî P = S1 ×N � ïîïðàâèìàÿ ïîëóãðóïïà ïîðÿäêà 9× 12 = 108.
Íà ñàìîì äåëå ïîëóãðóïïà P ñîäåðæèò ïîäïîëóãðóïïó

{(a, 0) | a ∈ S1} ∪ {(0, b) | b ∈ N}

ïîðÿäêà 20, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâèìîé. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ïîðÿäîê íàèìåíüøåé ïîïðàâèìîé ïîëóãðóïïû íåèçâåñòåí,

íî èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ ïîëóãðóïïà ñîäåðæèò íå ìåíåå ñåìè ýëå-

ìåíòîâ (� 14.2).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [121℄� [130℄.
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