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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû �øàð ×à-
ïëûãèíà ñ ðîòîðîì�. Â ðàáîòå íàõîäÿò àêòèâíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ðàíåå
ïðåäëîæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ, à òàêæå òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè, ïîñòðîåííàÿ À.Ò.Ôîìåíêî è Õ.Öèøàíãîì, à çàòåì ðàçâèòàÿ â ðà-
áîòàõ À.Â.Áîëñèíîâà è ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îáíàðóæåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Èçó÷åíèå äèíàìèêè
íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì áûëî âûäåëåíî â íåçàâèñèìóþ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîãäà ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî
ñòàíäàðòíûé ôîðìàëèçì Ëàãðàíæà íåïðèìåíèì ê ñèñòåìàì ñ íåãîëîíîìíûìè
ñâÿçÿìè. Îäíàêî, íåêîòîðûå íåãîëîíîìíûå ñèñòåìû, íàçûâàåìûå êîíôîðìíî�ãà-
ìèëüòîíîâûìè, ñîõðàíÿþò èíòåãðàë ýíåðãèè è äðóãèå òåíçîðíûå èíâàðèàíòû. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ èõ àíàëèçà ïðèìåíèìû ìåòîäû îáû÷íîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõà-
íèêè, â òîì ÷èñëå è íîâûå òîïîëîãè÷åñêèå.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òî åñòü ïðî-
ñòðàíñòâî çàìûêàíèé ðåøåíèé ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ
ìîæíî âûÿâëÿòü ýêâèâàëåíòíûå è íåýêâèâàëåíòíûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû. Âñå
èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè Ôîìåíêî êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóå-
ìûõ ñèñòåì, îñíîâàííîé íà èíâàðèàíòàõ Ôîìåíêî, èñïîëüçóþùèõ áèôóðêàöèîí-
íûå êîìïëåêñû.

Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îäíîé êîí-
ôîðìíî � ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, à èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè
óðàâíîâåøåííîãî äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî øàðà ñ ðîòîðîì ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Ýòó ñèñòåìó íàçûâàþò òàêæå øàðîì ×àïëûãèíà ñ
ðîòîðîì. Ðàíåå â ðàáîòå À.Þ. Ìîñêâèíà 1 äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû è
íàõîæäåíèÿ îñîáûõ ðåøåíèé áûëè ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîá-
ðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì
äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéÆóêîâñêîãî, êîòîðûé õîðîøî èçó÷åí è ïîäðîáíî
îïèñàí, íàïðèìåð, â êíèãå Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû 2. Åñòåñòâåííîå
ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé À.Þ. Ìîñêâèíà � ýòî ïðîâåäåíèå òîíêîãî ëèóâèëëå-
âîãî àíàëèçà ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðîâåðåíà íåâûðîæäåííîñòü îñî-
áåííîñòåé, îïèñàíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
ìîìåíòà, ïîñòðîåíû ðàçäåëÿþùèå êðèâûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ èçîýíåðãåòè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòåé, íàéäåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî è èññëåäîâàíà ãðóáàÿ ëèóâèë-

1Ìîñêâèí À.Þ., Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì , Êàíäèäàòñêàÿ äèñ-

ñåðòàöèÿ 2010.
2Áîëñèíîâ À.Â. Ôîìåíêî À.Ò., Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôè-

êàöèÿ, Èæåâñê: ÐÕÄ, 1999.
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ëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû ñ ñèñòåìîé Æóêîâñêîãî.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. Èññëåäîâàòü íåâûðîæäåííîñòü îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðî-
òîðîì.

2. Âû÷èñëèòü âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì è
ñðåäè íàéäåííûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íàéòè ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû
ðàíåå èçó÷åííîé ñèñòåìå Æóêîâñêîãî.

3. Íàéòè òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñèñòåìû øàð
×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

4. Äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ïîñòðîèòü òàêèå ðàçäåëÿþùèå êðè-
âûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,
÷òî ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñèñòåìû áóäóò ñîâïàäàòü äëÿ âñåõ òî÷åê èç îäíîé
îáëàñòè.

5. Êëàññèôèöèðîâàòü ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-
öåíòð.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 è 0, à òàêæå
òèïû íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ áè-
ôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. À èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà
ó ðîòîðà íåò íóëåâûõ êîìïîíåíò, äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû âåðíî ñëåäóþùåå: âñå òî÷êè ðàíãà 0, ëåæàùèå â ïðîîáðàçàõ òî÷åê
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èëè òðåõ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-
ìû, íåâûðîæäåíû è èìåþò òèï öåíòð�öåíòð èëè öåíòð�ñåäëî; âñå âûðîæ-
äåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ
áîëüøå òðåõ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû; âñå âûðîæäåííûå òî÷êè ðàí-
ãà 1 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà è òî÷åê êàñàíèÿ äóã áèôóðêàöèîííûõ
äèàãðàìì.

2. Ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ×àïëûãèíà, ÷òî äëÿ ìà-
ëûõ óðîâíåé ýíåðãèè âîçíèêàþò ìîëåêóëû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ñëó÷àå Æó-
êîâñêîãî. Ïðè ýòîì íà âûñîêèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè äàííûå ñèñòåìû ãðóáî ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.
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3. Â ñèñòåìå øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì âñòðå÷àþòñÿ 3 òîïîëîãè÷åñêèõ òèïà
èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé: RP 3, S1 × S2, S3. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå
óêàçàííûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ H × C : S2 × R3 →
R2(h, c), îïèñàíû ÿâíûìè ôîðìóëàìè è ïîñòðîåíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

4. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè
ìå÷åíûõ ìîëåêóë, îïèñàíû ÿâíûìè ôîðìóëàìè. Ïîëó÷åí ïîëíûé, âîçìîæ-
íî èçáûòî÷íûé, ñïèñîê âîçìîæíûõ ãðóáûõ ìîëåêóë è òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ
òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ 39 äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Åñëè
âåðíà ãèïîòåçà î ðåàëèçóåìîñòè òîëüêî 6 òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì
äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, òî ðàçäåëÿþùèå êðèâûå íà ïëîñêî-
ñòè R2(h, c) çàäàþò ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ òèïàìè ìå÷åíûõ ìîëåêóë
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äåâÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ò.å. êàæäîå èç òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì êðèâûì íà ýòèõ 6 òèïàõ äèà-
ãðàìì, ðåàëèçóåòñÿ êàê èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ K, I, d.

5. Ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð êëàññèôèöè-
ðîâàíû â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèà-
ãðàììû â îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ
ðàñïîëîæåíèé ýòèõ äóã îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ε-ìåòêè: +1 èëè -1.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Îúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà: øàð
×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû è òîïîëîãèÿ ñëîåíèé
Ëèóâèëëÿ äàííîé ñèñòåìû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îðèãèíàëüíû-
ìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, è å¼ íîâèçíà çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Èññëåäîâàíà íåâûðîæäåííîñòü îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðî-
òîðîì.

2. Âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì è
èçó÷åííà ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû è ñèñòåìû Æóêîâñêîãî.
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3. Íàéäåíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñèñòåìû øàð
×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

4. Äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ïîñòðîåíû òàêèå ðàçäåëÿþùèå êðè-
âûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,
÷òî ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñèñòåìû ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ òî÷åê èç îäíîé îáëà-
ñòè.

5. Êëàññèôèöèðîâàííû ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-
öåíòð.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðèãóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîñòðîåííûå À.Ò.Ôîìåíêî è
Õ.Öèøàíãîì, à çàòåì ðàçâèòûå â ðàáîòàõ À.Â.Áîëñèíîâà, À.À.Îøåìêîâà è ìíî-
ãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðè ïðîâåðêå íåâûðîæäåííîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû è êëàññè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàç-
ëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñêëåéêè îñî-
áåííîñòåé òèïà öåíòð-öåíòð ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ
Ôîìåíêî�Öèøèíãà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ÷åòûð¼õ ñòàòüÿõ [1-4] (ñì. ñòð. 18) èç êîòîðûõ
÷åòûðå îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè
ó÷¼íûõ ñòåïåíåé â ÌÃÓ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþ-
ùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ 2019ÌÃÓ, Ðîññèÿ, 9-12 àïðåëÿ 2019

� 2018 International Conference on Topology and its Applications, Íàôïàêòîñ,
Ãðåöèÿ, 7-11 èþëÿ 2018
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� Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ¾Àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ã.Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, 13-16 íî-
ÿáðÿ 2017

� Ìîëîäåæíàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìåòîäû ñîâðåìåííî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Âîðîíåæ,
Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ, 23-25
äåêàáðÿ 2016

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àíàëèç, âåðîÿòíîñòü è ãåîìåòðèÿ¿, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, 25 ñåíòÿáðÿ - 2 îêòÿáðÿ 2016

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè (26 èþíÿ - 2
èþëÿ 2016ã., Êàçàíü), Êàçàíü, Ðîññèÿ, 26 èþíÿ - 2 èþëÿ 2016

� Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ-2016, ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

� XXIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 11-15 àïðåëÿ 2016

� Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ. Ã. Êðåéíà � 2016, Âîðîíåæ,
Ðîññèÿ, 25-31 ÿíâàðÿ 2016

� XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2015¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 13-17 àïðåëÿ 2015

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå
ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû¿ (ìåõ-ìàò ÌÃÓ) è íà ñåìèíàðå ¾Àëãåáðà è òîïîëîãèÿ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì¿ (ìåõ-ìàò ÌÃÓ).

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ. Òåêñò ðàáîòû èçëîæåí íà 88
ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 15 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ åå ðåçóëüòàòû
è ñîäåðæàíèå, à òàêæå îñâåùàåòñÿ ìåñòî äàííûõ èññëåäîâàíèé â ñîâðåìåííîé
ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà.
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Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èçëàãàþòñÿ êëþ÷åâûå òåîðåìû
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îïèñàíû
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íà ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ íåãîëîíîìíîé ìå-
õàíèêè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, íàçû-
âàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M 2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, f2, . . . , fn.

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò íåñêîëüêî òèïîâ èõ èçîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2) ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ϕ : M1 → M2 ïåðåâî-
äÿùèé ñëîè Ëèóâèëëÿ îäíîé ñèñòåìû â ñëîè äðóãîé.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü, òîãäà ïîëó÷àåì ïîíÿòèå ãðóáîé ëè-
óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè:

Îïðåäåëåíèå. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2)
ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè
ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé ëîêàëüíî (ò.å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ïîäíè-
ìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Â ãëàâàõ 2 è 3 ðàññìîòðåíû ãàìàëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, òî åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ ôàçîâîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò
ðàçìåðíîñòü 4, à èíòåãðèðóåìîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ëèøü îäíîãî
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì H äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà
F . Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëüòî-
íèàíà Q3

h = {x ∈ M |H(x) = h}. Ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà
íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà,
òàêæå íàçûâàåìûé ìå÷åíîé ìîëåêóëîé. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô, ðåáðà êî-
òîðîãî îòâå÷àþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à âåðøèíû
� êðèòè÷åñêèì ñëîÿì, â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè. Ðåáðà è íåêîòîðûå
ãðóïïû âåðøèí ýòîãî ãðàôà ñíàáæåíû ÷èñëîâûìè ìåòêàìè.

Îïðåäåëåíèå (À. Ò. Ôîìåíêî). Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêðåñòíîñòè
îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, 3-àòîì � ýòî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî
ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ñèíãóëÿð-
íûé ñëîé. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òîðîâ. Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ
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îêðóæíîñòåé íà ñèíãóëÿðíîì ñëîå íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ àòîìà. Â êíèãå À.Â.
Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ 3-àòîìîâ â çà-
âèñèìîñòè îò èõ ñëîæíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî àòîìû A è B.

Åñëè êàæäîé âåðøèíå ãðàôà, îòâå÷àþùåãî ñëîåíèþ Ëèóâèëëÿ, ñîïîñòàâèòü
ïîäõîäÿùèé 3-àòîì, òî ïîëó÷èì ãðóáóþ ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Ôîìåíêî) ñëîåíèÿ
Ëèóâèëëÿ. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà íåñåò èíôîðìàöèþ î ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ è ïîçâîëÿ-
åò ëîêàëüíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó âáëèçè êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è ñèíãóëÿðíûõ
ñëîåâ.

Òåîðåìà (À. Ò. Ôîìåíêî). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1)

è (v2, Q
3
2) ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ

ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ñïîñîá ñêëåéêè ãëîáàëüíîãî èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èç 3-àòîìîâ çà-
äàåòñÿ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè òðåõ òèïîâ: r, ε è n. Âìåñòå ñ ãðóáîé ìîëåêóëîé îíè
è ñîñòàâëÿþò èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà (Ôîìåíêî-Öèøàíã). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1)

è (v2, Q
3
2) ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ìå÷å-

íûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè óðàâíîâåøåííîãî äèíà-
ìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî øàðà ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, íàçûâàåìàÿ ñëó÷àåì øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Â òàêîì ñëó÷àå ñêîðîñòü
òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ. Äâèæåíèå øàðà â ïðîåêöèÿõ íà ãëàâíûå îñè, ñâÿçàí-
íûå ñ øàðîì, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè{

Ṁ = (M +K)× ω, M = Jω − d(γ, ω)γ, J = I + dE,

γ̇ = γ × ω, d = mr2 ≥ 0, E = ‖δij‖.

ãäå ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, γ � îðò âåðòèêàëè, I =diag(I1, I2, I3) � òåíçîð
èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà, m � ìàññà øàðà, r � åãî ðàäèóñ. Âåê-
òîð M èìååò ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà øàðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà,
âåêòîð K � ïîñòîÿííûé âåêòîð ìîìåíòà ðîòîðà.

Ñèñòåìà îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè:

H =
1

2
(M,ω), N = (M +K,M +K), C = (M +K, γ), G = (γ, γ).

Ñîãëàñíî ðàáîòå Áîðèñîâà À.Â. è Ìàìàåâà È.Ñ.3, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà

3Áîðèñîâ À.Â. & Ìàìàåâ È.Ñ., Ãàìèëüòîíîâîñòü çàäà÷è ×àïëûãèíà î êà÷åíèè Øàðà, Ìàò. çàìåòêè 1987.

70, No. 5. ñ. 793�795.
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ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâîé (òî åñòü âèäà ẋ = µ(x)sgradH(x)) ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì H è ïðèâîäÿùèì ìíîæèòåëåì

µ(M,γ) = 1/
√

1− d(γ, J−1γ)

îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòàõ (M,γ) çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ôîðìóëàìè:

{Mi,Mj} = εijkρ(Mk +Kk − gγk),
{Mi, γj} = εijkργk,

{γi, γj} = 0,

ãäå εijk � òåíçîð Ëåâè-×èâèòòà. Ïðè ýòîì áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρ =
√
1− d(γ, J−1γ),

g = d(ω, γ) =
d(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ) .

Äëÿ óêàçàííîé ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëû C è G ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçè-
ìèðà. Îíè ðàññëàèâàþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî R6(M,γ) íà ÷åòûðåõìåðíûå ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå ëèñòû

M4
c,a = {C = c,G = a}.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà øàð ×àïëûãèíà çàâèñèò îò 7 ïàðàìåòðîâ: d, òðåõ êîì-
ïîíåíò Ki ðîòîðà K = (K1, K2, K3) è òðåõ êîìïîíåíò Ii òåíçîðà èíåðöèè
I =diag(I1, I2, I3). Ìîëåêóëû ñèñòåìû çàâèñÿò îò 9 ïàðàìåòðîâ: ê ïåðå÷èñëåí-
íûì âûøå ñåìè äîáàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ C = c è H = h.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðîòîð íå èìååò íóëåâûõ êîìïîíåíò, ò.å.Ki 6=
0, à ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè óïîðÿäî÷åíû 0 < I1 < I2 < I3. Ïàðàìåòð d íå
îòðèöàòåëåí. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå d = 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé, çàäàþùàÿ ñèñòåìó
øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿÆóêîâñêîãî (ñì.,
íàïðèìåð, â ðàáîòå 4 Áîðèñîâà À.Â. è Ìàìàåâà È.Ñ.). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ H è C,
çíà÷åíèÿ H âñåãäà áóäóò áîëüøå èëè ðàâíû 0.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H × F :M 4 → R2(h, f).

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íàçûâàþò òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîá-
ðàæåíèÿ ìîìåíòà ìåíüøå äâóõ. Îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà
íàçûâàþò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé. Îáû÷íî îíà ñîñòîèò èç íàáîðà ãëàäêèõ
êðèâûõ, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà, òî÷åê êàñàíèÿ è òî÷åê òðàíñ-

4Áîðèñîâ À.Â. & Ìàìàåâ È.Ñ., Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà, ÐÕÄ, Èæåâñê 2005.
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âåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã (áóäåì íàçûâàòü ýòè òî÷êè îñîáûìè äëÿ áèôóðêà-
öèîííîé äèàãðàììû).

Äëÿ çàäà÷è øàð ×àïëû÷èíà ñ ðîòîðîì íà ïëîñêîñòè íàéäåíû êîîðäèíàòû îñî-
áûõ òî÷åê áóôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû è ïðîâåðåíà íåâûðîæäåííîñòü
ýòèõ îñîáåííîñòåé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â äèññåðòà-
öèè.

Òåîðåìà. Äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 è
0, à òàêæå òèïû íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
þòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. À èìåííî, â ñëó÷àå,
êîãäà ó ðîòîðà íåò íóëåâûõ êîìïîíåíò, äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè â ïðîîáðàçå íåîñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ äèà-
ãðàìì ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ðàíãà 1. Ïðè ýòîì, â ñèñòåìå
ïðèñóòñòâóþò òîëüêî äâà òèïà ïåðåñòðîåê: ýëëèïòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà
1 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòðîéêå òèïà A, à âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà
1 � ïåðåñòðîéêå òèïà B.

2. Â ïðîîáðàçå ëþáûõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (òî åñòü â
ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà, òî÷åê êàñàíèÿ è òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðå-
ñå÷åíèÿ äóã) ëåæèò ëèáî âûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 1, ëèáî òî÷êà ðàíãà
0.

3. Âñå âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà è òî-
÷åê êàñàíèÿ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

4. Òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã
áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

5. Âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê, â êîòîðûõ îäíî-
âðåìåííî ïåðåñåêàþòñÿ áîëüøå òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

6. Âñå íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçàõ òî÷åê òðàíñâåð-
ñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èëè òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

7. Â ñèñòåìå øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì èç íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé
ðàíãà 0 ïðèñóòñòâóþò òîëüêî òî÷êè òèïà öåíòð�öåíòð è öåíòð�ñåäëî.
Âñå îñîáûå òî÷êè òèïà öåíòð�ñåäëî ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ àòîìîâ A è B.

Òèï îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì áèôóðêàöèîííûõ
äèàãðàìì (è òèïîì ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ) â îêðåñòíîñòè îáðàçà
ýòîé òî÷êè. Òî÷íåå, òî÷êà èìååò òèï öåíòð�ñåäëî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â åå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò ïåðåñòðîéêà òèïà B.
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Äàëåå â äèññåðòàöèè àâòîðîì íàéäåíû ñëó÷àè ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñèñòåìû Æóêîâñêîãî è ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Ïðèâåäå-
íû ïðèìåðû ãðóáûõ ìîëåêóë, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â îáåèõ ñèñòåìàõ, à òàêæå
íàéäåíà ìîëåêóëà, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â ñèñòåìå øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì,
íî íå âñòðå÷àåòñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Òåîðåìà. 1) Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû �øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì�
áåç íóëåâûõ êîìïîíåíò, òàêèõ, ÷òî c2 ≥ d2〈J−1K, J−1K〉, êàæäîìó óðîâíþ H =
const1 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óðîâåíü H = const2 ñëó÷àÿ Æóêîâñêî-
ãî òàê, ÷òî îòâå÷àþùèå ýòèì óðîâíÿì ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäóò.

2) Ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ×àïëûãèíà ïðè c2 <
d2〈J−1K, J−1K〉, ÷òî äëÿ ìàëûõ óðîâíåé ýíåðãèè âîçíèêàþò ìîëåêóëû, íå âñòðå-
÷àþùèåñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Èçîýíåðãåòè÷åñêèå 3-ïîâåðõíîñòè Q3
h,c = {H = h,C = c,G = 1} çàäàþòñÿ

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè h è c, òî åñòü çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ H è C, òàê êàê G = 1.
Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà Q3

h,c ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ H ×C : S2×R3 → R2(h, c), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì êðèâûõ, ðàçáèâàþùèõ ïëîñêîñòü R2(h, c) íà îáëàñòè òàê, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê
(h, c), ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé îáëàñòè, òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòåé Q3

h,c áóäåò îäíèì è òåì æå. Â äàëüíåéøåì òàêèå êðèâûå ìû áóäåì
èíîãäà íàçûâàòü êðèâûìè, ðàçäåëÿþùèìè òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì òî-
ïîëîãè÷åñêèì òèïîì èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòåé, ñîñòîÿò èç ñëåäóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ:

1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 
c = ±

√√√√( 3∑
i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑
i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑
i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

(1)

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 0;−

√√√√ 3∑
i=1

K2
i

 ,

0;

√√√√ 3∑
i=1

K2
i


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Êðèâûå σ̃, îòðåçîê t̃0 è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé
äëÿ êàæäîé îáëàñòè óêàçàíû íà ðèñóíêå íèæå.

h

cS1 × S2

RP 3

S3 S3

S
1
×
S

2S
1×

S
2

2S
32S 3

×òîáû îïèñàòü âñå âîçìîæíûå âèäû ìå÷åíûõ ìîëåêóë W ∗ íóæíî îïðåäåëèòü,
êàêèì îáðàçîì ïðÿìàÿ h = const ïåðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó.

Òåîðåìà. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìå÷åíûõ ìîëå-
êóë, ñîñòîÿò èç îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 
c = ±

√√√√( 3∑
i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑
i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑
i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 0;−

√√√√ 3∑
i=1

K2
i

 ,

0;

√√√√ 3∑
i=1

K2
i


3. êðèâàÿ s̃

h =
1

2

(
3∑
i=1

K2
i

Ji
− c2

d

)
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4. íàáîð êðèâûõ l̃
c = ±

√√√√( 3∑
i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
(d− λ)3

d

h =
1

2

(
3∑
i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− (d− λ)

3∑
i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
,

ãäå λ èçìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðûõ îòðåçêàõ: [a1, b1] ⊂ (J1, J2) (ýòà ÷àñòü

êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L1 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå), [a2, b2] ⊂
(J2, J3) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L2 íà áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå), [a3, b3] ⊂ (0, d) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L3

íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå). Ïðè ýòîì â êîíöàõ îòðåçêà [a1, b1] êðèâàÿ

l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì âîçâðàòà M3 è M̃3, â êîíöàõ îòðåçêà [a2, b2] �

òî÷êàì âîçâðàòà M4 è M̃4, à â êîíöàõ îòðåçêà [a3, b3] � òî÷êàì M1 è M̃1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íàáîðà êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè
ìå÷åíûõ ìîëåêóë, ïîëó÷åííûé êîìïüþòåðíûì àíàëèçîì äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû K = (3.34, 1.12, 2.82), I = (0.87, 2.43, 4.44), d = 1.79.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê Z̃, S̃, P̃0 ïîðÿäîê èõ êîîðäèíàò íà îñè h çàôèêñèðîâàí
äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, à èìåííî:
H(S̃) < H(P̃0) < H(Z̃). Ýòî ëåãêî âèäíî èç çíà÷åíèé êîîðäèíàò äàííûõ òî÷åê.
Ïðè ýòîì òî÷êè L̃1 è L̃2 ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà ëþáûõ èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå òî÷êè
Z̃, S̃, P̃0 äåëÿò îñü h > 0

12



Çàìå÷àíèå. Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê L̃1, L̃2, Z̃, S̃, P̃0

îòíîñèòåëüíî èõ êîîðäèíàò íà îñè h ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ìèíèìóì 20 êà÷å-
ñòâåííî ðàçëè÷íûõ äèàãðàìì.

Èñõîäÿ èç ôîðìóë áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì â òåîðåìå À.Þ. Ìîñêâèíà5,
åäèíñòâåííûå òî÷êè, ÷üå âçàèìíîå ïîëîæåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà R(h, n)
ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü, ýòî òî÷êè âîçâðàòà L1, L2, L3. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè êðîìå óêàçàííûõ íà ðèñóíêàõ íèæå à) � å) ìîãëè áû ñóùåñòâîâàòü åùå òèïû
áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, òî ýòî áûëè áû òîëüêî äèàãðàììû æ) � ë) ñ ðèñóíêîâ
íèæå. Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî
çàìå÷åíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c òî÷êà L3 ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé
n = c2 ñî çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì òî÷êè L1 è L2. Íà îñíîâå äàííîãî
íàáëþäåíèÿ áûëà ñôîìóëèðîâàíà ãèïîòåçà:

Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðèâåäåíû 6 áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì à) � å) , îáíàðó-
æåííûõ â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äèàãðàììû òèïîâ æ) � ë) íå
áûëè îáíàðóæåíû â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

а) б) в)

г) д) е)

5Ìîñêâèí À.Þ., Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì , Êàíäèäàòñêàÿ äèñ-

ñåðòàöèÿ 2010.
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Ãèïîòåçà. Ïåðå÷èñëåííûå íà ðèñóíêå øåñòü òèïîâ îáíàðóæåííûõ â ðåçóëüòà-
òå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äèàãðàìì à) � å) èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæ-
íûå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ. Â òîì ÷èñëå, íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íå ðåàëè-
çóþòñÿ áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû æ) � ë).

Â ñèëó äàííîé ãèïîòåçû â ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî 6 òèïîâ áèôóðêàöèîí-
íûõ äèàãðàìì. Äëÿ ýòèõ 6 òèïîâ íàìè ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ìîëåêóë
è ìíîãîîáðàçèÿ Q3.

Òåîðåìà. 1. Äëÿ êàæäîé èç äîïóñòèìûõ êðèâûõ äëÿ áèôóðêàöèîííûõ äèà-
ãðàìì èç ãèïîòåçû (ñì ïóíêò 2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè) ãðóáàÿ ìîëå-
êóëà è òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
óêàçàíû â òàáëèöå â ïóíêòå 2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè.

2. Êàæäîå èç òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì êðè-
âûì èç ïóíêòà 1 äàííîé òåîðåìû ðåàëèçóåòñÿ êàê èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ K, I, d.

3. Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ òè-
ïàìè ìå÷åíûõ ìîëåêóë äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äåâÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè è ñóùåñòâóþò áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, íå ïîïàäàþùèå
ïîä êëàññèôèêàöèþ òèïîâ äèàãðàìì èç ãèïîòåçû, òî ýòî äèàãðàììû èç ñïèñêà
ïÿòè òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (æ) - (ë), êîòîðûå íå áûëè îáíàðóæåíû
â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìû ïîêà íå çíàåì, ñóùåñòâóþò ëè
òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ýòè äèàãðàììû äåéñòâèòåëüíî
ðåàëèçóþòñÿ. Íî, òåì íå ìåíåå, ìû âû÷èñëèëè ìîëåêóëû è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû
òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ 28 � 39 (ñì ïóíêò 2.7 âòîðîé
ãëàâû äèññåðòàöèè) íà ýòèõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ. Îíè óêàçàíû â òàáëèöå
â ïóíêòå 2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëîæåí ñïîñîá ÿâíîãî çàäàíèÿ îðèåíòàöèè áàçèñíûõ öèê-
ëîâ è íàéäåíû ìàòðèöû ñêëåéêè íà êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð,
â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ýòîò
ñïîñîá ïîìîãàåò â äàëüíåéøåì áûñòðî âû÷èñëÿòü ε-ìåòêè íåêîòîðûõ ìîëåêóë äëÿ
ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Ðàçíûå àâòîðû ÷àñòî â ñâîèõ ðàáîòàõ ïîäõîäÿò ê âûáîð îðèåíòàöèè ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè, à çíà÷åíèå ε-ìåòêè íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè.
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Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ââåäåíèå åäèíîãî ïîäõîäà ê âûáîðó îðè-
åíòàöèè, ñîãëàñóþùååñÿ ñ òåîðèåé èç êíèãè6 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòå-
ìû.

Ïóñòü äâå êðèâûå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷à-
åò ïåðåñòðîéêàì òèïà A, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðîîáðàç êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êó
ðàíãà 0 òèïà öåíòð-öåíòð. Ïðîâåäåì äîïóñòèìóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ ýòè êðè-
âûå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, è ðàññìîòðèì òîð T , ëåæàùèé â ïðîîáðàçå
îäíîé èç åå òî÷åê. Íà ýòîò òîð ïðèõîäÿò áàçèñíûå öèêëû ñ òîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ
îêîëî äâóõ îïèñàííûõ âûøå êðèâûõ.

Ðàññìàòðèâàÿ ïàðû öèêëîâ (λα1
, µα1

) è (λα2
, µα2

), ïðèõîäÿùèå íà òîð T , êàê
áàçèñû â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé, ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêëåéêè:

C =

(
α β
γ δ

)
, ãäå

(
λα1

µα1

)
=

(
α β
γ δ

)(
λα2

µα2

)
.

Íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ áåðåò-
ñÿ ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ, ò.å. öèêë, ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ,
à â êà÷åñòâå âòîðîãî öèêëà µ � ïðîèçâîëüíûé öèêë, äîïîëíÿþùèé λ äî áàçèñà.
Îðèåíòàöèÿ öèêëà µ çàäàåòñÿ ïîòîêîì sgradH, ïîñëå ÷åãî îðèåíòàöèÿ öèêëà λ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé íà ãðàíè÷íîì òîðå. Çàôèêñèðóåì ïðàâèëà,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû áóäåì çàäàâàòü îðèåíòàöèþ íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòî-
ðèÿ.

Ïóñòü H � ãàìèëüòîíèàí, à F � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M 4. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà
F = H × F : M 4 → R2(h, f). Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè òèïà öåíòð-öåíòð íà ïëîñêîñòè R2(h, f) âûãëÿäèò êàê �óãîë�, îãðàíè÷åííûé
äâóìÿ äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ïðîîáðàç êðèâîé ñ êîíöàìè íà ýòèõ
äóãàõ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Q3

γ = {x ∈ M 4|F(x) ∈ γ}, ãîìåî-
ìîðôíûì òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïðè ýòîì ïðîîáðàçàìè êîíöîâ äàííîé êðèâîé
ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (íà êîòîðûõ sgradH è sgradF çàâèñèìû), à
ïðîîáðàçàìè âíóòðåííèõ òî÷åê êðèâîé � òîðû Ëèóâèëëÿ. Ëþáîé òàêîé òîð T 2

ðàçáèâàåò Q3
γ íà äâà ïîëíîòîðèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì òîðîì äëÿ êàæäîãî èç

íèõ. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 çàâèñèò îò òîãî, äëÿ êàêîãî èç äâóõ ïîëíîòîðèé ìû
ðàññìàòðèâàåì åãî êàê ãðàíè÷íûé òîð, è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M 4 îðèåíòàöèÿ çàäàíà ôîðìîé ω ∧ ω.

2. Îðèåíòàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ ê Q3

γ â M
4, ò.å. òðîé-

êà âåêòîðîâ e1, e2, e3 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Q3
γ áóäåò ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàíà, åñëè ÷åòâåðêà âåêòîðîâ e1, e2, e3, n ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-

6Áîëñèíîâ À.Â. Ôîìåíêî À.Ò., Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, êëàññèôè-
êàöèÿ, Èæåâñê: ÐÕÄ, 1999.
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ðîâàíà â M 4. Ïðè ýòîì íîðìàëü n áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïðè îòîá-
ðàæåíèè ìîìåíòà îíà ïåðåõîäèëà â íîðìàëü ê êðèâîé γ, íàïðàâëåííóþ âî
âíåøíþþ ñòîðîíó ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó, îáðàçîâàííîìó äâóìÿ äó-
ãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è êðèâîé γ.

3. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 ⊂ Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ N ê òîðó T 2 â Q3

γ, ò.å. ïàðà
âåêòîðîâ e1, e2 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê T 2 áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàíà, åñëè òðîéêà âåêòîðîâ e1, e2, N ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â Q3

γ.
Ïðè ýòîì íîðìàëü N áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà âíåøíåé íîðìà-
ëüþ äëÿ ïîëíîòîðèÿ, ãðàíè÷íûì òîðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé
òîð T 2.

Èòîã: ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü ïàðû âåêòîðîâ e1, e2 íà òîðå T 2 çà-
äàåòñÿ óñëîâèåì

ω ∧ ω(e1, e2, N, n) > 0.

Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ òî÷êè öåíòð-öåíòð:

Òåîðåìà. Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð â
çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ïðè
çàäàíèè ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè óñëîâèåì ω ∧ ω(λ̇, µ̇, N, n) > 0 è ïîäõîäÿ-
ùåì âûáîðå áàçèñíûõ öèêëîâ λ è µ) ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå íèæå. Â ÷àñòíîñòè,
ε-ìåòêà ðàâíà −1 äëÿ ñëó÷àåâ 1�10 è 1 äëÿ ñëó÷àåâ 11�18.
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Âîïðîñ î âèäå ìàòðèö ñêëåéêè â ñëó÷àå òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð òàêæå ïîä-
íèìàëñÿ â ðàáîòå Â.À. Êèáêàëî7. Â åãî ðàáîòå îðèåíòàöèÿ áàçèñà (u, v) â TxT 2

çàäàâàëàñü óñëîâèåì ω ∧ ω(gradH,N, u, v) > 0, ãäå N - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè
3-àòîìà, ëåæàùåãî â èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ò.å. ìíîæåñòâå H = h.

Â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òàêîé îñîáîé
òî÷êè â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå íàéäåíû íå áûëè. Ðåçóëüòàò Â.À. Êèáêàëî çà-
äàåò ñîîòíîøåíèÿ íà äîïóñòèìûå áàçèñû, ïðèìåíèìûå äëÿ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ
ðåøåííîé â ðàáîòå8 Áîëñèíîâà À.Â., Ðèõòåðà Ï.Õ., Ôîìåíêî À.Ò.: âûðàæåíèå äî-
ïóñòèìûõ áàçèñîâ äëÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â òåðìèíàõ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííûõ λ-öèêëîâ âñåõ ýòèõ äóã, ò.å. ýëåìåíòîâ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê íà
ïëîñêîñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòå-
ìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà íåâûðîæäåííîñòü îñîáåí-
íîñòåé äàííîé ñèñòåìû. Âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî äàííîé ñèñòåìû è
èçó÷åíà ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû è ñèñòåìû Æóêîâñêîãî. Ñôîðìóëèðî-
âàíà ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè òîëüêî øåñòè òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì
äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Â ðàìêàõ ýòîé ãèïîòåçû ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 27
ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ îäèíàêîâûì òèïîì èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû (äëÿ âñåõ çíà÷å-
íèé äåâÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû). Èçó÷åíû âñå âîçìîæíûå äîïóñòèìûå êðèâûå,
è ïîëó÷åí, âîçìîæíî èçáûòî÷íûé, ñïèñîê âîçìîæûõ ãðóáûõ ìîëåêóë è òîïîëî-
ãè÷åñêèõ òèïîâ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Ñëåäóþùèìè
ïåðñïåêòèâíûìè øàãàìè â òåìå èçó÷åíèÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äàííîé ñèñòåìû è ïîäðîáíîå
èçó÷åíèå òîãî, âåðíà ëè ãèïîòåçà î øåñòè òèïàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Îò-
äåëüíûì íàïðàâëåíèåì â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ êëàñèôèêàöèÿ ìàòðèö ñêëåéêè
êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð. Ýòî èññëåäîâàíèå íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð, è ìîæåò áûòü ïîëåçíî äëÿ áóäóþùèõ âû÷èñëåíèé ε-ìåòîê äëÿ
íåêîòîðûõ ìîëåêóë â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ.

Áëàãîäàðíîñòè
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Ìàòåì. ñá. 2000. 191, No.2, ñ. 3-�42
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çàäà÷è è öåííûå îáñóæäåíèÿ â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèîííîé ðàáîòîé. Òàê-
æå àâòîð áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
è ïðèëîæåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà âäîõíîâëÿþùóþ
àòìîñôåðó è ïîääåðæêó.
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