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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ïðîðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Óïîðÿäî÷åííûå ñòðóêòóðû è ïðåîáðàçîâàíèÿ, èõ ñîõðàíÿþùèå, èãðàþò

âàæíóþ ðîëü â îáùåé òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð íà ïðîòÿæåíèè âñåé

èñòîðèè åå ñóùåñòâîâàíèÿ, îòïðàâíîé òî÷êîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êëàññè-

÷åñêàÿ òåïåðü ðàáîòà Äæ. ôîí Íåéìàíà1, ïîñâÿùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêèì

îñíîâàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè. È â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïåðàòîðíûå àëãåá-

ðû ìîæíî, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûì èíñòðóìåíòîì

äëÿ îïèñàíèÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå àê-

òèâíî îáñóæäàåòñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ ïîä

îáùèì òåðìèíîì "áîðèôèêàöèÿ"2. Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èññëåäî-

âàíèå ñèììåòðèé èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ êàê îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó îáúåêòà. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè, äëÿ

êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ êâàíòîâûå ñèììåòðèè (ñèììåòðèè â êîíòåêñòå êâàí-

òîâîé òåîðèè), ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñòûõ íîðìàëüíûõ ñîñòîÿíèé íà

àëãåáðå âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþøèõ â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñàìîñîïðÿæåííàÿ ÷àñòü àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åí-

íûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B(H), äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H, êàê éîðäàíîâà àëãåáðà, ñåìåéñòâî îðòîïðîåêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, êàê ðåøåòêà ñ îðòîäîïîëíåíèåì, àëãåá-

ðà ýôôåêòîâ äëÿ àëãåáðû B(H) êàê âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Íàñ æå â áîëü-

øåé ñòåïåíè èíòåðåñóþò ñèììåòðèè â àëãåáðàè÷åñêîé êâàíòîâîé òåîðèè.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñèììåòðèÿì Éîðäàíà C∗-àëãåáðû (éîðäàíî-

âûì èçîìîðôèçìàì íà ñàìîñîïðÿæåííîé ÷àñòè C∗-àëãåáðû, ñíàáæåííîé
1von Neumann J. Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. � Berlin: Springer-Verlag, 1932.
2Landsman N.P. Foundation of Quantum Theory: From Classical Concepts to Operator Algebras/ N.

P. Landsman. � SpringerOpen, 2017. - 881 p.
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éîðäàíîâûì ïðîèçâåäåíèåì a ◦ b = 1
2(ab + ba)), ñèììåòðèÿì òèïà Ëþ-

äâèãà íà àëãåáðå ýôôåêòîâ, ñèììåòðèÿì ôîí Íåéìàíà (èçîìîðôèçìàì

îðòîìîäóëÿðíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà îðòîïðîåêòîðîâ

îïåðàòîðíîé àëãåáðû), ñèììåòðèÿì òèïà Áîðà (ïîðÿäêîâûõ èçîìîðôèç-

ìàõ íà ñèñòåìàõ êîììóòàòèâíûõ èëè àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð), à òàêæå

ñâÿçÿì ìåæäó íèìè.

Èññëåäîâàíèå ñèììåòðèé êâàíòîâûõ ñòðóêòóð, ñíàáæåííûõ îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà, ïðîâîäèìîå â äàííîé ðàáîòå, èçó÷åíèå ñâÿçåé è êîìáèíà-

öèé ìåæäó íèìè, âëèÿíèå ýòèõ ñâÿçåé íå òîëüêî íà ñòðóêòóðíûå ñâîé-

ñòâà àëãåáð, íî è íà ïîëíîòó ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà, äàåò âîçìîæíîñòü îáúåäèíèòü õàðàêòåðèçàöèè òèïîâ àëãåáð ôîí

Íåéìàíà â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êîììóòàíòà ýòîé àë-

ãåáðû ïîäïðîñòðàíñòâ, îïèñàíèå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà ðàçëè÷íûõ òèïîâ àëãåáð, ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ñîõðàíÿþùèå ïîðÿäîê íà ýôôåêò-àëãåáðàõ è ñèñòåìàõ ïîäàëãåáð, óïîðÿ-

äî÷åííûå ïî Øîêå îðòîãîíàëüíûå ìåðû íà ïðîñòðàíñòâàõ ñîñòîÿíèé, à

òàêæå ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü ïîä íåîáû÷íûì óãëîì íà ñòðóêòóðíóþ òåî-

ðèþ îïåðàòîðíûõ àëãåáð â öåëîì.

Ñèñòåìà ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé àïïàðàò, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðîãðàììû àêñèîìàòèçàöèè êâàíòîâîé

ìåõàíèêè. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ èíòåí-

ñèâíîñòè ïðîâîäÿòñÿ ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ êâàí-

òîâîé òåîðèè. Â îòëè÷èå îò çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, îðòîçàìêíóòûå è ðàñùåïëÿþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà ìîãóò âû-

äåëÿòüñÿ ïðîçðà÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, îòðàæàþùèìè îñ-

íîâíûå ôèçè÷åñêèå àêñèîìû. È.Àìåìèÿ è Õ.Àðàêè äîêàçàëè3, ÷òî óíè-
3Amemiya I. A remark on Piron's paper/I.Amemiya and H.Araki// Publ. Res. Inst. Math. Sci. A. �
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òàðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñè-

ñòåìà îðòîçàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ îðòîìîäóëÿðíûì ìíî-

æåñòâîì. Ýòîò ðåçóëüòàò, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå òåîðåìû Àìåìèÿ-Àðàêè,

ïîñëóæèë ñèãíàëîì äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àëãåáðà-

è÷åñêîé è ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóð óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñèñòåìà ðàñ-

ùåïëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòîì êîíòåêñòå

èññëåäîâàëàñü Ï. Ïòàêîì è Õ. Âåáåðîì4 5, Æ. Êàòòàíåî è Äæ. Ìàðèíî6,

À. Äâóðå÷åíñêèì7 8, Õ. Ãðîññîì è Õ. Êåëëåðîì9, Ñ. Ãàääåðîì10. Òàê-

æå áûëè ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè ïîëíîòû óíèòàðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà â òåðìèíàõ äðóãèõ âûäåëåííûõ ñåìåéñòâ ïîäïðîñòðàíñòâ. Íà-

ïðèìåð, êëàññ êâàçèðàñùåïëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàëñÿ Ä.

Áóõàäæàðîì è Ý. Êåòêóòè11. Ñðåäè êðèòåðèåâ ïîëíîòû â òåðìèíàõ ìåðû

ñëåäóåò âûäåëèòü èññëåäîâàíèÿ Ï. Ïòàêà è ß. Õàìõàëòåðà12.

Â ðàìêàõ äàííîãî íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçâèâàåòñÿ èäåÿ èçó÷å-

1957. � Vol. 2, � 3. � P. 423�427.
4Ptak P. Two remarks on the subspace poset of an inner product space/P.Ptak, H.Weber//

Contributions to General Algebra, 10, Proceedings of the Klagenfurt Conference, May 1997. � Verlag

Johannes Heyn, Klagenfurt, 1998.
5Ptak P. Lattice properties of subspace families in an inner peoduct space/ P.Ptak, H.Weber// Proc.

Amer. Math. Soc. � 2001. - Vol. 129, �7. � P. 2111-2117.
6Cattaneo G. Completeness of inner product spaces with respect to splitting subspaces/ G.Cattaneo

and G.Marino// Lett. in Math. Phys. � 1986. � Vol. 11.� P.15-20.
7Dvurecenskij A. Regular measures and inner product spaces / A.Dvurecenskij// Inter. Journ. of

Theor. Phys. � 1992. � Vol. 31, � 5. � P. 889-905.
8Dvurecenskij A. A new algebraic criterion for completeness of inner product spaces/ A.Dvurecenskij//

Lett. in Math. Phys. � 2001. � Vol. 58. � P. 205-208.
9Gross H. On the de�nition of Hilbert space/ H.Gross and A.Keller// Manuscripta Math. � 1977. �

Vol.23.� P.67-90.
10Gudder S.P. Inner product spaces/ S. P. Gudder// Amer. Math. Monthly. � 1974. � Vol. 81. � P. 29

- 36.
11Buhagiar D. Quasi-splitting subspaces in a pre Hilbert space/ D. Buhagiar, E. Chetcuti// Math.

Nachr. � 2007. � Vol. 280, � 5�6. �P. 479�484.
12Hamhalter J. A completeness criterion for inner product spaces/ J. Hamhalter, P.Ptak// Bull. London

Math. Soc. � 1987. � Vol. 19. � P. 259-263.
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íèÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, èíèöèèðîâàííàÿ àâòîðîì ñîâìåñò-

íî ñ À.Í. Øåðñòíåâûì13. Âàæíûì èíñòðóìåíòîì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíàÿ òåîðèÿ Òîìèòû-Òàêåñàêè, à òàêæå êîíñòðóêöèè

Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîé àë-

ãåáðû, àññîöèèðîâàííîãî ñ îòîáðàæåíèåì íà ýòîé àëãåáðå. Îñîáîå âíè-

ìàíèå óäåëÿåòñÿ àëãåáðàì ôîí Íåéìàíà, êîòîðûå â ðàçíîå âðåìÿ èçó÷à-

ëèñü â ðàáîòàõ Õ. Äàÿ, Æ. Äèêñåìüå, Ø. Ñàêàè, Ô. Êîìáà è À. Êîííà,

à òàêæå éîðäàíîâûì áàíàõîâûì àëãåáðàì (JB-àëãåáðàì), èññëåäîâàâ-

øèìñÿ â ðàáîòàõ Ä. Òîïïèíãà, Ý. Øò¼ðìåðà, Å. Àëüôñåíà, Ô. Ùóëüöà è

äðóãèõ àâòîðîâ. Òàêæå èíòåðåñíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ è AW ∗-àëãåáðû, ââåäåííûå È. Êàïëàíñêèì14 êàê àëãåáðàè÷åñêèå

îáîáùåíèÿ àëãåáð ôîí Íåéìàíà. Íàñ òàêèå àëãåáðû èíòåðåñóþò ñ òî÷êè

çðåíèÿ "êâàíòîâûõ ñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðèé". Â îñíîâå òåîðèè êâàí-

òîâûõ ñèììåòðèé ëåæèò òåîðåìà Âèãíåðà15, îïèñûâàþùàÿ âåðîÿòíîñòè

ïåðåõîäà êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ýòîé òåîðåìû îïè-

ñûâàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåòêè îðòîïðîåòîðîâ, ñîõðàíÿþùèå ïîðÿäîê è

îðòîãîíàëüíîñòü, ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî/àíòèóíèòàðíîãî îïåðàòîðà. Â

ñëó÷àå àëãåáð ôîí Íåéìàíà òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ â òåî-

ðåìå Äàÿ16 ñ ïîìîùüþ éîðäàíîâûõ ∗-èçîìîðôèçìîâ. Îáîáùåíèå âåðñèè

òåîðåìû Âèãíåðà äëÿ îðòîïðîåêòîðîâ íà ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

íåïðîäóêòèâíî, ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûé ïîðÿäîê ïðåâðàùàåò ñàìîñîïðÿ-
13Sherstnev A.N. Classes of subspaces a�liated with a von Neumann algebra/ A.N.Sherstnev and

E.A.Turilova// Russ. Journ. of Math. Phys. � 1999. � Vol. 6, � 4. � P. 420-434.
14Kaplansky I. Projections in Banach algebras/ I. Kaplansky// Ann.of Math. � 1951. � Vol. 53, � 2.

� P. 235-249.
15Wigner E.P. Group Theory and Its Applications to the Quantum Theory of Atomic Spectra/

E.P.Wigner. � New York: Academic Press Inc, 1959. � 372 p.
16Dye H.A. On the geometry of projections in certain operator algebras/ H.A. Dye// Ann Math. � 1955.

� Vol. 61. � P. 73-89.
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æåííóþ ÷àñòü àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-

ñòâóþùèõ â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, â àíòèðåøåòêó. Â

ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíî-

ãî ïîðÿäêà, êîòîðûé, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðåîòêðûâàëñÿ íåñêîëüêî ðàç

è èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ Ì.Ô. Îëñîíà17, Ó. Àðâåñîíà18, ×. Àêåìàíà è Í. Âè-

âåðà19, Ò. Êàòî20 è Õ. äå Ãðîîòà21. Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê

äëÿ AW ∗-àëãåáð ââîäèòñÿ àâòîðîì äàííîé ðàáîòû âïåðâûå. Îïèñàíèå

îáùèõ ñïåêòðàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ äëÿ àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åííûõ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, áûëî

ïîëó÷åíî Ë. Ìîëíàðîì è Ï. Øåðìëîì22. Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðíîé

òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð ýòà àëãåáðà âåñüìà ñïåöèôè÷íà. Íàñòîÿùåå

èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü óêàçàííóþ òåîðåìó è íàéòè

àäåêâàòíîå îáîáùåíèå äëÿ àëãåáð ôîí Íåéìàíà, AW ∗-àëãåáð è ñåìåéñòâ

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ).

Àêòèâíî ðàçâàâàþùèéñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû òîïîñ-ïîäõîä23 24 ê èçó-

÷åíèþ êâàíòîâîé òåîðèè ïîðîäèë ïîÿâëåíèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èí-

ñòðóìåíòîâ, ñàìûì èíòåðåñíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî àáåëå-
17Olson M.P. The Selfadjoint Operators of a Von Neumann Algebra Form a Conditionally Complete

Lattice/ M.P. Olson// Proc. Amer. Math. Soc. � 1971. � Vol. 28, � 2. � P. 537-544.
18Arveson W. On groups of automorphisms of operator algebras/ W. Arveson// Journ. of Func. Anal.

� 1974. � Vol. 15, � 3. � P. 217-243.
19Akemann C.Minimal upper bounds of commuting operators / C. Akemann, N. Weaver// Proc.

Amer.Math. Soc. � 1996. � Vol. 124, � 11. � Ç. 3469-3476.
20Kato T. Spectral order and a matrix limit theorem/ T. Kato//Linear and Multilinear Algebra. � 1979.

� Vol. 8. � P. 15-19.
21de Groote H. F. On the canonical lattice structure on the e�ect algebra of a von Neumann algebra/

H. F. de Groote// arXiv: math-ph/0410018v1. � 2004.
22Molnar L. Spectral Order Automorphisms of the Spaces of Hilbert Space E�ects and Observables/ L.

Molnar, P. Semrl// Lett. in Math. Phys. � 2007. � Vol. 80. � P. 239-255.
23Heunen C. A topos for algebraic quantum theory/ C. Heunen, N.P. Landsman, B. Spitters// Commun.

Math. Phys. 2009. � Vol. 291. � P. 63�110.
24D�oring A. A topos foundations for theories of physics: I, Formal languages for physics/ A. D�oring,

C. J. Isham// Journ. Math. Phys. � 2008. � Vol. 49. � P. 534-515.
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âûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû ôîí Íåéìàíà èëè àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð JB-

àëãåáðû, èññëåäóåìîå ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîìîðôèçìîâ. Îäíèì èç âàæíûõ

âîïðîñîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèå àëãåáðû ïî óïî-

ðÿäî÷åííîìó ñåìåéñòâó åå ïîäàëãåáð. Äëÿ àëãåáð ôîí Íåéìàíà ýòîò âî-

ïðîñ èçó÷àëñÿ À. Ä¼ðèíãîì è Äæ. Õàðäèíãîì25, íî áûë èññëåäîâàí íå

ïîëíîñòüþ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ îá óñëîâèÿõ

âîññòàíîâëåíèÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà è JB-àëãåáðû ïî ñèñòåìå åå ïî-

äàëãåáð. Òàêæå ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè âûÿâèòü ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ

îáúåêòàìè, êîòîðûå äî ñèõ ïîð èçó÷àëèñü íåçàâèñèìî â êîíòåêñòå êâàí-

òîâîé òåîðèè: ðàçëîæåíèÿ ñîñòîÿíèé íà îïåðàòîðíûõ àëãåáðàõ, êîòîðûå

èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðè

îïèñàíèè ðàâíîâåñèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì è ê âûïóêëîìó ïîäõîäó ê êâàí-

òîâîé òåîðèè êàê òàêîâîé26, è àáåëåâû ïîäàëãåáðû îïåðàòîðíîé àëãåáðû,

óïîðÿäî÷åííûå ïî âêëþ÷åíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ îïèñàíèÿ êâàí-

òîâûõ ñèììåòðèé îáúåäèíÿåò ðàçëè÷íûå óïîðÿäî÷åííûå îáúåêòû îïåðà-

òîðíî-àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè, ÷òî äåìîíñòðèðóåò âíóòðåííåå åäèíñòâî

ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ íà ïðèðîäó êâàíòîâûõ ñòðóêòóð.

Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ èçó÷åíèå óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàòîðíûìè

àëãåáðàìè, è èõ èçîìîðôèçìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè. Äëÿ

äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðåøåíèÿ òðåáóþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- Èññëåäîâàòü êëàññû ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèñî-

åäèíåííîãî ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîòû ïðîñòðàí-
25D�oring A. Abelian subalgebras and the Jordan structure of von Neumann algebras/ A. D�oring, J.

Harding// Houston Journ. Math. � 2016. � Vol. 42, � 2. � P. 559 - 568.
26Bratteli O. Operator Algebras and Quantum Statistical Mechanics, 1/ O. Bratteli, D. W. Robinson.

� Berlin: Springer, 1997. � 500 p.
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ñòâà è ñóùåñòâîâàíèÿ ìåð â êîíòåêñòå ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð ôîí

Íåéìàíà;

- Èçó÷èòü óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-

Ñèãàëà, ïîðîæäåííîãî ñîñòîÿíèåì íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà è êëàññîâ

èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ;

- Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîëíîòó óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà, ïîðîæäåííîãî ñîñòîÿíèåì íà éîðäàíîâîé

àëãåáðå;

- Ââåñòè è èññëåäîâàòü ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà íàAW ∗-àëãåáðàõ;

- Îïèñàòü êâàíòîâûå ñïåêòðàëüíûå ñèììåòðèè - àâòîìîðôèçìû, ñîõðàíÿ-

þùèå ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê, íà àëãåáðàõ ôîí Íåéìàíà èAW ∗-àëãåáðàõ;

- Óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó èçîìîðôèçìàìè óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð àñ-

ñîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð éîðäàíîâûõ àëãåáð ñ èçîìîðôèçìàìè íà ñàìèõ

àëãåáðàõ;

- Èññëåäîâàòü ïîðÿäêîâûå èçîìîðôèçìû ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè ïîØî-

êå ìíîæåñòâàìè îðòîãîíàëüíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû íî-

âûå êðèòåðèè ïîëíîòû óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïðåä-

ëîæåí ñïîñîá ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèçàöèè àëãåáð ôîí Íåéìàíà â òåð-

ìèíàõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ââåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå ñïåê-

òðàëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ AW ∗-àëãåáðû, îïèñàíû êâàíòîâûå ñïåêòðàëüíûå

ñèììåòðèè, ïðåäëîæåí íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ îñíîâ òîïîñ-

òåîðèè, âûÿâëåíû è îïèñàíû ñâÿçè ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè ïî Øîêå
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îðòîãîíàëüíûìè ìåðàìè íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è ñåìåéñòâàìè ïî-

äàëãåáð, à òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå éîðäàíîâû èíâàðèàíòû äëÿ àëãåáð

ôîí Íåéìàíà. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ïðè

èçó÷åíèè îáùåé òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð è ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåêòîâ

êâàíòîâîé òåîðèè, â èññëåäîâàíèè îòäåëüíûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè â íàó÷íûõ è îáðàçîâàòåëüíûõ îðãà-

íèçàöèÿõ Âåëèêîáðèòàíèè, Èòàëèè, Íèäåðëàíäîâ, Ñëîâàêèè, ×åõèè è

Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìå-

òîäû òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, òåîðèè óïîðÿäî-

÷åííûõ ìíîæåñòâ è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â öåëîì. Îòäåëüíûå ìå-

òîäû, ïðèåìû è ïîíÿòèÿ ðàçðàáîòàíû àâòîðîì ëè÷íî.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Èçó÷åíû ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè àëãåáð ôîí Íåé-

ìàíà è ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè êëàññîâ ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ïðèñîåäèíåííîãî ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà, â êîíòåêñòå ïîë-

íîòû óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè àëãåáð

ôîí Íåéìàíà â òåðìèíàõ ñîâïàäåíèÿ (íåñîâïàäåíèÿ) êëàññîâ èíâàðèàí-

òûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíû êðèòåðèè ïîëíîòû óíèòàðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà â òåðìèíàõ îðòîìîäóëÿðíûõ ìåð íà êëàññàõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

2. Äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåëü-

ôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà, ïîðîæäåííîãî ñîñòîÿíèåì íà éîðäàíîâîé áàíà-

õîâîé àëãåáðå, ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ âòîðîãî ñîïðÿæåí-

íîãî. Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé ïîëíîòû óêàçàííîãî óíèòàð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìèíàõ ñîñòîÿíèé.

3. Ââåäåíà è îïèñàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà íà ýôôåêòàõ
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AW ∗-àëãåáð. Îïèñàíû êâàíòîâûå ñïåêòðàëüíûå ñèììåòðèè - àâòîìîð-

ôèçìû, ñîõðàíÿþùèå ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê, äëÿ àëãåáð ýôôåêòîâ àë-

ãåáðû ôîí Íåéìàíà, AW ∗-àëãåáðû è ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ìíîæåñòâà

ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ (âîçìîæíî, íåîãðàíè÷åííûõ), äåéñòâóþ-

ùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

4. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó óïîðÿäî÷åí-

íûìè ñòðóêòóðàìè óíèòàëüíûõ àññîöèàòèâíûõ JB-ïîäàëãåáð JBW -àë-

ãåáð ïîðîæäàåòñÿ éîðäàíîâûì èçîìîðôèçìîì èñõîäíûõ àëãåáð, ÷òî îçíà-

÷àåò, ÷òî JBW -àëãåáðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñâîèõ óíè-

òàëüíûõ àññîöèàòèâíûõ JB-ïîäàëãåáð. Äëÿ ñòðóêòóðû âñåõ àññîöèàòèâ-

íûõ JB-ïîäàëãåáð íàéäåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óòâåð-

æäåíèå ñïðàâåäëèâî. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå JB-àëãåáðû ïîðÿäêîâûé

èçîìîðôèçì ïîäàëãåáð ïîðîæäàåòñÿ êâàçè-éîðäàíîâûì èçîìîðôèçìîì.

5. Îïèñàíà ñòðóêòóðà ïîðÿäêîâûõ èçîìîðôèçìîâ íà ñåìåéñòâàõ êî-

íå÷íîìåðíûõ àáåëåâûõ ïîäàëãåáð àëãåáð ôîí Íåéìàíà, íå èìåþùèõ ïðÿ-

ìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I2. Äîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðà êîíå÷íîìåðíûõ àáåëå-

âûõ ïîäàëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì éîðäàíîâûì èíâàðèàíòîì.

6. Ïîëó÷åí "êîíå÷íîìåðíûé" àíàëîã òåîðåìû Òîìèòû îá èçîìîðôèç-

ìå ìíîæåñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìåð ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì íà ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé, óïîðÿäî÷åííîãî ïî Øîêå, è ìíîæåñòâà êîíå÷íîìåðíûõ àáå-

ëåâûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû ôîí Íåéìàíà â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèé.

Äîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè ïî Øî-

êå îðòîãîíàëüíûìè ìåðàìè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ éîðäàíîâà èçîìîð-

ôèçìà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè ïîäàëãåáð. Óñòàíîâëåíî,

÷òî â ñëó÷àå σ-êîíå÷íûõ àëãåáð ôîí Íåéìàíà óïîðÿäî÷åííûå ïî Øîêå

îðòîãîíàëüíûå ìåðû ÿâëÿþòñÿ ïîëíûì éîðäàíîâûì èíâàðèàíòîì.
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Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëíàÿ äîñòî-

âåðíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå óòâåðæäåíèé è âûâîäîâ îáåñïå÷èâà-

åòñÿ ñòðîãîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà

ñåìèíàðå "Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç" ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-

òåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (ðóêîâîäèòåëü Î.Ã.Ñìîëÿíîâ), ñåìèíà-

ðå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ (ðóêî-

âîäèòåëü Þ.Í.Îðëîâ), ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ,

ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòèêè ýëåêòðî-èíæåíåðíîãî ôàêóëüòåòà ×åø-

ñêîãî Òåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà â Ïðàãå (×åõèÿ), ñåìèíàðå èíñòèòóòà

áîëüøèõ äàííûõ êîëëåäæà êîìïüþòåðíûõ íàóê è ïðîãðàììíîé èíæå-

íåðèè óíèâåðñèòåòà Øåíü÷æåíÿ (Êèòàé), ñåìèíàðå îòäåëà ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêè ÌÈÀÍ èì. Â.À. Ñòåêëîâà (ðóêîâîäèòåëü È.Â. Âîëîâè÷), íà

XI, XII è XIII Ìåæäóíàðîäíûõ Êàçàíñêèõ ëåòíèõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèÿõ

"Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû" (Êàçàíü, 2013,

2015, 2017 ãã.), Óôèìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè

(Óôà, 2016 ã.), Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ôóíäàìåíòàëü-

íûå ïðîáëåìû àëãåáðû, àíàëèçà è ãåîìåòðèè" (Êàçàíü, 2016 ã.), êîíôå-

ðåíöèè "Êâàíòîâàÿ äèíàìèêà è ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû" (Ìîñêâà,

2017 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà" (Êàçàíü, 2017 ã.), 11-îé Ìåæäóíàðîäíîé

Âèëüíþññêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêå (Âèëüíþñ, Ëèòâà, 2014ã.), êîíôåðåíöèè "Íåêîììóòàòèâíûé

ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç" (Áåäëåâî, Ïîëüøà, 2012 ã.), 9-14 ñúåçäàõ ìåæäó-

íàðîäíîé àññîöèàöèè êâàíòîâûõ ñòðóêòóð (Ñîïîò, Ïîëüøà, 2008 ã.; Áî-

ñòîí, ÑØÀ, 2010 ã.; Êàëüÿðè, Èòàëèÿ, 2012 ã.; Îëîìîóö, ×åõèÿ, 2014 ã.;

Ëåñòåð, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2016 ã.; Êàçàíü, 2018 ã.), êîíôåðåíöèè "Îáúåäè-
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íåííàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà êâàíòîâóþ òåîðèþ" (Ýäèíáóðã, Âåëèêîáðèòàíèÿ,

2018 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ, ñòàòè-

ñòèêà è âåðîÿòíîñòü" ñî ñïåöèàëüíîé ñåññèåé, ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ

À.Ñ.Õîëåâî (Ìîñêâà, 2018 ã.), êîíôåðåíöèè "Êâàíòîâàÿ âåðîÿòíîñòü è

åå ïðèëîæåíèÿ" (Ëîäçü, Ïîëüøà, 2018 ã.), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

"Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è áåñêîíå÷íîìåðíûé

àíàëèç" (Äîëãîïðóäíûé, 2019 ã.), ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Wireless

Communication Workshop" ìîñêîâñêîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà êîì-

ïàíèè "Huawei" (Ñî÷è, 2019 ã.)

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâà-

íû â 27 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì

÷èñëå 20 ðàáîò - â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ ðåôåðàòèâíûìè áàçàìè

äàííûõ ¾Scopus¿ è ¾Web of Science¿. Â ïóáëèêàöèÿõ ñ ñîàâòîðàìè âêëàä

àâòîðà äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû, ñôîðìóëèðî-

âàíà öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, îïèñàíû îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû è ïðåäñòàâëåíû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðíîé òåîðèè àëãåáð ôîí Íåé-

ìàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññîâ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ðàçëè÷íûå

êëàññû ïîäïðîñòðàíñòâ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòàëè èíòåíñèâíî èçó-

÷àòñÿ ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ðÿäà ðàáîò, â êîòîðûõ

óñòàíàâëèâàëèñü ñâÿçè ìåæäó ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè êëàññîâ ïîäïðî-

ñòðàñòâ è ìåòðè÷åñêîé ïîëíîòîé ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå ýòîãî, â

êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Äæ. ôîí Íåéìàíà âîçíèêàëà èäåÿ, èíòåðåñíàÿ êàê

13



ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ôèçè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîÿëà â

çàìåíå ðåøåòêè âñåõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-

ñòâà ïîäðåøåòêîé, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîïðîåê-

òîðàì èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà àëãåáðû B(H) (àëãåáðû ôîí Íåéìà-

íà), ÷òî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà îòíîñè-

òåëüíî êîììóòàíòà ýòîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêëà

èäåÿ ñîâìåùåíèÿ ýòèõ äâóõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ.

Ïóñòü äàëååM - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùàÿ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H. ×åðåç P(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ îðòî-

ïðîåêòîðîâ (ñàìîñîïðÿæåííûõ èäåìïîòåíòîâ) èçM, à ÷åðåçM′ = { y ∈

B(H) | yx = xy äëÿ âñåõ x ∈ M} - êîììóòàíòM. Ëèíåàë S ⊆ H íàçû-

âàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM (îáîçíà÷àåòñÿ SηM),

åñëè x′S ⊆ S äëÿ ëþáîãî x′ ∈M′. Äëÿ ëèíåàëà S, ïðèñîåäèíåííîãî ê àë-

ãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, ðàçóìíî ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó ïîäïðîñòðàíñòâ

S, êîòîðûå òàêæå â ñâîþ î÷åðåäü ïðèñîåäèíåíû ê M. Ïóñòü äàëåå S

- íåêîòîðîå óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ ëþáûì óíè-

òàðíûì ïðîñòðàíñòâîì âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ åãî ïîïîëíåíèåì, òî íà S ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà

íåêîòîðûé ïëîòíûé ëèíåàë â ñîîòâåòñòâóþùåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H, â êîòîðîì äåéñòâóåò àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M. ×åðåç AM(S)

áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåàëîâ â S, ïðèñîåäèíåííûõ ê M.

Ñòðóêòóðà ïðèñîåäèíåííûõ ëèíåàëîâ ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðîé îðòîïðîåê-

òîðîâ M ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì: åñëè X ∈ AM(S), òî åãî

çàìûêàíèå [X] â H ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ê M è, òàêèì îáðàçîì,

îðòîïðîåêòîð p, ÿâëÿþùèéñÿ îðòîïðîåêòîðîì íà [X] - çàìûêàíèå X â

H, ïðèíàäëåæèò M′′ = M. Ñëåäîâàòåëüíî, X ⊆ pH ∩ S, è, åñëè X

çàìêíóòî, òî X = pH ∩ S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäàâàÿ îðòîïðîåêòîð
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p ∈Mpr, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî pH ∩ S ∈ AM(S). Ñëåäîâàòåëüíî,

âñå ïðèñîåäèíåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà (çàìêíóòûå) ïðîñòðàíñòâà S çàäà-

þòñÿ îðòîïðîåêòîðàìè èçM. Îäíàêî ðàçëè÷íûå îðòîïðîåêòîðû èçM

ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûå ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé ñ S è, òàêèì îá-

ðàçîì, ñîîòíîøåíèå ìåæäó îðòîïðîåêòîðàìè èç àëãåáðû ôîí Íåéìàíà è

ïðèñîåäèíåííûìè ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàí-

ñòâà S ìîæåò îêàçàòüñÿ íå âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùèå êëàññû ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM ïîäïðîñòðàíñòâ

ïðîñòðàíñòâà S:

LM(S) = {X ∈ AM(S) |X çàìêíóòî â S } - êëàññ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ïðîñòðàíñòâà S, ïðèñîåäèíåííûõ êM;

FM(S) = {X ∈ AM(S) |X = X⊥⊥ } - êëàññ âñåõ îðòîçàìêíóòûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ S, ïðèñîåäèíåííûõ êM;

Eq
M(S) = {X ∈ AM(S) |X ⊕X⊥ = S } - êëàññ êâàçèðàñùåïëÿþùèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ S, ïðèñîåäèíåííûõ êM;

EM(S) = {X ∈ AM(S) |X ⊕ X⊥ = S } - êëàññ ðàñùåïëÿþùèõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ S, ïðèñîåäèíåííûõ êM.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âêëþ÷åíèé:

EM(S) ⊆ Eq
M(S) ⊆ FM(S) ⊆ LM(S) ⊆ AM(S).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â ýòó öåïî÷êó öåëåñîîáðàçíî äîáàâëÿòü êëàññ CM(S)

âñåõ ïîëíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ S, ïðèñîåäèíåííûõ êM, CM(S) ⊆ EM(S).

Êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ëþáîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèì. Â îáùåì ñëó÷àå (íåïîëíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà) âñå ðàññìàòðèâàåìûå âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. Áîëåå òîãî, â

"êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå" M = B(H) ñîâïàäåíèå êëàññîâ ïîäïðîñòðàíñòâ

ðàâíîñèëüíî ïîëíîòå óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî óñëîâèå ïðèñî-
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åäèíåííîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ñîâïàäàþùèå êëàññû ïîäïðîñòðàíñòâ è â ñëó÷àå óíèòàðíîãî (íåïîëíîãî)

ïðîñòðàíñòâà. Òàê, ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó ðàñùåïëÿþùèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïðèñîåäèíåííûìè ê

àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, è îðòîïðîåêòîðàìè èç ýòîé àëãåáðû, îñòàâëÿþ-

ùèìè S èíâàðèàíòíûì, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé àáåëåâîé (êîììó-

òàòèâíîé) àëãåáðûM èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî EM(S) = LM(S). Îäíàêî,

êîãäà àëãåáðàM âûáèðàåòñÿ íà "ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå" êëàññèôè-

êàöèîííîé øêàëû àëãåáð ôîí Íåéìàíà, òî âñå âêëþ÷åíèÿ â ðàññìàòðè-

âàåìîé öåïî÷êå ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.

Òåîðåìà 1.(1.2 â òåêñòå äèññåðòàöèè) ÏóñòüM - ñîáñòâåííî áåñêî-

íå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùàÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïëîòíûé ïðèñîåäèíåííûé ê M ëè-

íåàë L ⊆ H, ÷òî

CM(L) 6= EM(L) 6= Eq
M(L) 6= FM(L) 6= LM(L).

Êîíñòðóêöèÿ ïëîòíîãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåàëà, ïðè-

ñîåäèíåííîãî ê àëãåáðå ôîí Íåéìàíà, âîçíèêàåò â ïðîñòðàíñòâå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ Ãåëüôàäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà (äàëåå, ÃÍÑ), àññîöèèðîâàííîãî

ñ ñîñòîÿíèåì èëè âåñîì íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà. Ïóñòü ϕ - òî÷íûé

íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé âåñ íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Nϕ = {x ∈ M|, ϕ(x∗x) < +∞}. Ìíîæåñòâî Nϕ, ñíàáæåí-

íîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈x, y 〉ϕ = ϕ (y∗x), x, y ∈ Nϕ, ñòàíîâèòñÿ

óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîïîëíåíèå êîòîðîãî ïî óêàçàííîìó ñêàëÿð-

íîìó ïðîèçâåäåíèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hϕ. Åñëè x ∈ Nϕ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà (Nϕ, 〈 ·, · 〉ϕ ), òî ìû áó-

äåì îáîçíà÷àòü åãî x̃. Âåñ ϕ çàäàåò òî÷íîå íîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
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πϕ : M → B(Hϕ), òàêîå ÷òî πϕ(x)ỹ = x̃y, x ∈ M, y ∈ Nϕ. Â ðàìêàõ

îïèñàíííîé êîíñòðóêöèè ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü â äàëüíåéøåì M ñ

πϕ(M), ñ÷èòàÿ, ÷òî ýëåìåíò πϕ(x) ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì x ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîìîðôèçìà. Äðóãèìè ñëîâàìè,M - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, äåéñòâó-

þùàÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hϕ, è êîììóòàíò M′ àëãåáðû M

áåðåòñÿ â B(Hϕ) . Ïóñòü ϕπ � âåñ, ïîëó÷åííûé ïåðåíîñîì âåñà ϕ íà àë-

ãåáðó πϕ(M): ϕπ(πϕ(x)) ≡ ϕ(x) (x ∈ M+). ×åðåç Dϕπ îáîçíà÷èì ëèíåàë

âåñà ϕπ. Ñ àëãåáðîé ôîí ÍåéìàíàM ñâÿçàíà ëåâàÿ ãèëüáåðòîâà àëãåáðà

Aϕ = {x̃ | x ∈ Nϕ ∩ N ∗ϕ} ñ ïðîèçâåäåíèåì (x, y ) → xy è èíâîëþöèåé

x → x∗. Çàìûêàíèå îïåðàòîðà x → x∗ ïðåäñòàâèìî â âèäå Jϕ ∆
1/2
ϕ , ãäå

Jϕ åñòü àíòèëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ íà Hϕ, à ∆ϕ - ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð, ïðèñîåäèíåííûé êM, íàçûâàåìûé ìîäóëÿðíûì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäóëÿðíîé òåîðèåé Òîìèòû-Òàêåñàêè JϕM Jϕ =M′.

Ñèìâîëîì jϕ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäóM

è M′ jϕ : x → Jϕ x Jϕ. Â äàëüíåéøåì x′ = jϕ(x) äëÿ x ∈ M. Ìíîæå-

ñòâî îãðàíè÷åííûõ (íåïðåðûâíûõ) ñïðàâà ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ëåâîé

ãèëüáåðòîâîé àëãåáðû Aϕ

A′ϕ = {f ∈ Hϕ | îòîáðàæåíèå x̃→ πϕ(x)f (x ∈ Nϕ) íåïðåðûâíî}

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì â Hϕ ëèíåàëîì, ïðèñîåäèíåííûì êM, ñîâïàäàþùèì

ñ ëèíåàëîì âåñà ϕπ.

Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ òî÷íûì íîðìàëüíûì ñî-

ñòîÿíèåì, ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó Nϕ = Aϕ = M. Ïóñòü ξϕ =

1̃ ∈ Hϕ. Ýòî âåêòîð ÿâëÿåòñÿ áèöèêëè÷åñêèì, òî åñòü öèêëè÷åñêèì è

ðàçäåëÿþùèì êàê äëÿM, òàê è äëÿM′, è ϕ(x) = 〈xξϕ, ξϕ 〉ϕ = ωξϕ(x).

Â ýòîì ñëó÷àå S =M′ξϕ = {uξϕ |u ∈M′ }. Òîãäà êàæäûé ïðèñîåäèíåí-

íûé ëèíåàë X ∈ AM(S) èìååò âèä X = {uξϕ |u ∈ J ′X } = J ′Xξϕ, ãäå J ′X -
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ëåâûé èäåàë âM′. Äðóãèìè ñëîâàìè, AM(S) îòîæäåñòâëÿåòñÿ (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñ ñåìåéñòâîì ëåâûõ èäåàëîâ âM′ (èM). Êàæäî-

ìó ïîäïðîñòðàíñòâó X ∈ LM(S) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ëåâûé èäåàë,

çàìêíóòûé â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, à èìåííî X = M′p′ξϕ =

{x′p′ξϕ |x′ ∈ M′ }, ãäå p′ ∈ P(M′). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîòèâèðîâàëî

ââåäåíèå íîâîãî êëàññà ëèíåàëîâ â S: ëèíåàë X = J ′Xξϕ ∈ AM(S) îïåðà-

òîðíî çàìêíóò, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâûé èäåàë J ′X âM′ çàìêíóò

â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. ×åðåç HM(S) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî âñåõ îïåðàòîðíî çàìêíóòûõ ëèíåàëîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê àëãåáðå

ôîí Íåéìàíà M. Î÷åâèäíî, ÷òî LM(S) ⊆ HM(S). LM(S) 6= HM(S),

åñëè òîëüêî M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíûé ôàêòîð òèïà I ñ

ñåïàðàáåëüíûì ïðåääâîéñòâåííûì, íî LM(S) = HM(S) â ñëó÷àå ñëåäî-

âîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ. Êðîìå ýòîãî, èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1.(1.3) Ïóñòü ∆ϕ îãðàíè÷åí, òîãäà EM(S) = Eq
M(S) =

FM(S) = LM(S) = HM(S).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñíîâà ìîæíî ïîëó÷èòü ñîâïàäåíèå êëàññîâ â

ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Òàêæå ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 2.(1.4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M åñòü ñîáñòâåííî áåñêî-

íå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà è ϕ - òî÷íîå íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå íà

M. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð p ∈ P(M), ÷òî ïðîñòðàíñòâî

M′p′ξϕ íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â S, ÷òî îçíà÷àåò LM(S) ( HM(S).

Èíòåðåñíà è ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîíå÷íûõ àëãåáð ñðåäè âñåõ

σ-êîíå÷íûõ.

Òåîðåìà 2.(1.5) Ïóñòü M - σ-êîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà. Ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè:

(i)M íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé.
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(ii) LM(S) 6= HM(S) äëÿ êàæäîãî òî÷íîãî íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ

íàM.

Îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé "ñòðóêòóð-

íûé" âûâîä: åñëè íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M ñóùåñòâóåò òî÷íîå íîð-

ìàëüíîå ñîñòîÿíèå ñ îãðàíè÷åííûì ìîäóëÿðíûì îïåðàòîðîì, òî M êî-

íå÷íà. Òàêæå ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà ïîëíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,

ïðèñîåäèíåííûõ êM.

Òåîðåìà 3.(1.6) Ïóñòü p - íåíóëåâîé îðòîïðîåêòîð èç M è X =

M′p′ξϕ. Ïîäïðîñòðàíñòâî X ∈ CM(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p - êîíå÷íàÿ ñóììà àòîìè÷åñêèõ îðòîïðîåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìî ïðîñòðàíñòâî S ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ϕ - âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.

Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ, â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçûâàþùèì ñòðóêòóðíóþ

òåîðèþ àëãåáð ôîí Íåéìàíà ñ öåïî÷êîé êëàññîâ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿ-

þòñÿ ìåðû, çàäàííûå íà ýòèõ êëàññàõ. Ïîä ìåðîé (êîíå÷íî-àääèòèâíîé,

âïîëíå àääèòèâíîé) íà êëàññå KM(S) (÷åðåç KM(S) îáîçíà÷àåòñÿ îäèí

èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ {EM(S), Eq
M(S), FM(S), LM(S)}) ïîíèìàåòñÿ îòî-

áðàæåíèå µ : KM(S) → C, òàêîå ÷òî µ
(∨
i

Xi

)
=
∑
i

µ(Xi) äëÿ ñ÷åòíîãî

(êîíå÷íîãî, ïðîèçâîëüíîãî) ñåìåéñòâà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ìíîæåñòâ

{Xi} ⊆ KM(S) ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
∨
i

Xi. Ýòî "îðòîìîäóëÿðíîå"

îïðåäåëåíèå íåèíôîðìàòèâíî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå M = B(H), ïî-

ñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå ìåðû íà îäíîì èç êëàññîâ îáåñïå÷èâàåò ïîëíîòó

ïðîñòðàíñòâà. Íî äëÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, îòëè÷íîé îò B(H), ñèòó-

àöèÿ ìîæåò è èçìåíèòüñÿ. Òàê, â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû ôîí

ÍåéìàíàM íà FM(S) ñóùåñòâóåò ìíîãî íåòðèâèàëüíûõ ìåð.

Òåîðåìà 4.(1.10)ÏóñòüM - êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà. Ïðî-
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ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íà êëàññå FM(S) àôôèííî èçîìîðôíî ïðîñòðàí-

ñòâó ñîñòîÿíèé íà ðåøåòêå îðòîïðîåêòîðîâ P(M) àëãåáðûM.

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû ïîëíûå îáîùåíèÿ

"ñòàíäàðòíîãî" ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 5.(1.11) Ïóñòü àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M - áåñêîíå÷íîìåðíûé

ôàêòîð òèïà I ñ êîíå÷íîìåðíûì êîììóòàíòîì. Òîãäà íà FM(S) âïîëíå

àääèòèâíàÿ íåíóëåâàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

S ïîëíî.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíà çà ñ÷åò îòêàçà îò

óñëîâèÿ íà êîììóòàíò: åñëèM èìååò áåñêîíå÷íîìåðíûé êîììóòàíò, òî

ìîæåò íàéòèñü ìíîãî íåòðèâèàëüíûõ âïîëíå àääèòèâíûõ ìåð íà èíâà-

ðèàíòíûõ îðòîçàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ïðî-

ñòðàíñòâî S íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ñóùåñòâóåò è áîëåå îáùàÿ ôîðìóëè-

ðîâêà òåîðåìû 3, êîòîðàÿ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî êëàññîì îðòîçàìêíó-

òûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 6.(1.12) Ïóñòü àëãåáðà ôîí Íåéìàíà M - áåñêîíå÷íîìåðíûé

ôàêòîð òèïà I ñ êîíå÷íîìåðíûì êîììóòàíòîì. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) S ïîëíî;

(ii) Íà êëàññå EM(S) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âïîëíå àääèòèâíàÿ ìåðà;

(iii) Íà êëàññå Eq
M(S) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âïîëíå àääèòèâíàÿ ìåðà;

(iv) Íà êëàññå FM(S) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âïîëíå àääèòèâíàÿ ìåðà.

Ýòà òåîðåìà ñîäåðæèò â ñåáå "ñòàíäàðòíûé" ñëó÷àé, ïîñêîëüêó àëãåá-

ðà B(H) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð òèïà I ñ îäíîìåðíûì êîììóòàíòîì.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ÃÍÑ-ïðîñòðàíñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ ñîñòî-

ÿíèåì íà àëãåáðå ôîí Íåéìíà, ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî

ñîñòîÿíèå - âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â Ãëàâå 2, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà èñ-

ñëåäîâàíèþ ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè, ïîðîæäåííîé ñîñòîÿíèåì íà JB-àëãåáðå.

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìîñòîì ìåæäó àáñòàêò-

íî îïðåäåëåííûìè C∗-àëãåáðàìè, AW ∗-àëãåáðàìè è éîðäàíîâûìè áàíà-

õîâûìè àëãåáðàìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, è êîíêðåò-

íûìè îïåðàòîðíûìè ñòðóêòóðàìè íà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èñ-

ñëåäîâàííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî ìîòè-

âîì äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÃÍÑ-ïðîñòðàíñòâà,

ÿâëÿþùåãîñÿ âàæíûì ïðèìåðîì óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî,

ãëàâà 2 äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 â ÷àñòè ïîëó÷åíèÿ íîâûõ êðèòå-

ðèåâ ïîëíîòû â òåðìèíàõ äóàëüíûõ ñòðóêòóð è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ñîñòîÿíèé.

Ìîäåëü êâàíòîâîé ñèñòåìû, îñíîâàííàÿ íà éîðäàíîâûõ ñòðóêòóðàõ, â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáîáùàåò îïåðàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä, êî-

òîðûé îñíîâàí íà C∗-àëãåáðàõ èëè àëãåáðàõ ôîí Íåéìàíà. Íî â êîíòåê-

ñòå ÃÍÑ-êîíñòðóêöèè îáû÷íûé ïåðåíîñ èçâåñòíûõ ôàêòîâ è àëãîðèòìîâ

íà éîðäàíîâû ñòðóêòóðû íå ðàáîòàåò, ïîñêîëüêó íå âñå ñîñòîÿíèÿ íà éîð-

äàíîâûõ àëãåáðàõ ïîðîæäàþò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèé.

Òàê ôàêòîð M 8
3 ýðìèòîâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè òðè íà òðè íàä ÷èñëà-

ìè Êýëè (îêòîíèîíàìè) íåïðåäñòàâèì íèêàêèì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Èñïîëüçîâàíèå ñòðóêòóðû êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ A âî âòîðîå

ñîïðÿæåííîå A∗∗ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó. Ïóñòü A - JB-àëãåáðà (âå-

ùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ñ êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé ◦, óäîâëåòâî-

ðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: a◦ (a2 ◦ b) = a2 ◦ (a◦ b); ‖a◦ b‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖;

‖a2‖ = ‖a‖2; ‖a2‖ ≤ ‖a2 + b2‖.) Äëÿ çàäàííîãî ýëåìåíòà a ∈ A îïðå-

äåëèì îòîáðàæåíèå Ta: A → A êàê Ta(x) = a ◦ x. Ýëåìåíòû a, b ∈ A

îïåðàòîðíî êîììóòèðóþò, åñëè TaTb = TbTa. Öåíòð àëãåáðû ñîñòîèò èç
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ýëåìåíòîâ, îïåðàòîðíî êîììóòèðóþùèõ ñ ëþáûì äðóãèì ýëåìåíòîì çà-

äàííîé àëãåáðû. JB-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì, åñëè åå öåíòð èìå-

åò ðàçìåðíîñòü íóëü èëè åäèíèöà. Ïîä JBW -àëãåáðîé ìû ïîíèìàåì

JB-àëãåáðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì (ñîïðÿæåííûì) áàíàõîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Ïóñòü äàëåå ϕ - ñîñòîÿíèå (ïîëîæèòåëüíûé íîðìèðîâàííûé

ôóíêöèîíàë) íà JB-àëãåáðå A, òàêîå ÷òî ϕ(a2) ≥ 0 äëÿ a ∈ A. Çàäàäèì

Lϕ = {a ∈ A |ϕ(a2) = 0} è ϕ∗∗ - êàíîíè÷åñêîå íîðìàëüíîå ïðîäîëæåíèå

ϕ íà âòîðîå ñîïðÿæåííîå A∗∗. Ïóñòü s(ϕ) ∈ A∗∗ � íîñèòåëü ïðîåêòîðà

íà ϕ∗∗, à c(ϕ) - öåíòðàëüíûé íîñèòåëü ïðîåêòîðà s(ϕ) (íàèìåíüøèé öåí-

òðàëüíûé ïðîåêòîð, ìàæîðèðóþùèé s(ϕ)). Åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì, òî

c(ϕ)A∗∗ åñòü ôàêòîð. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ϕ íà A 〈 a, b 〉ϕ = ϕ(a ◦ b) çàäàåò íà

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå Aϕ = A/Lϕ ñòðóêòóðó óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 3.(2.2) Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî A∗∗ϕ∗∗ ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aϕ ïîëíî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íàÿ ðàçìåðíîñòü c(ϕ) îáåñïå÷èâåò ïîëíîòó

Aϕ. Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ ìíîæåñòâî c(ϕ)A∗∗ íåïðåäñòàâèìî â ãèëü-

áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî òîëüêî â ñëó÷àå èçîìîðôíîñòè àëãåáðå M 8
3 ýðìè-

òîâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 3 íà 3 íàä ÷èñëàìè Êýëè. Òàêèì îáðàçîì, â

ñèëó êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, Aϕ ïîëíî.

Ïóñòü äàëåå ϕ - ñîñòîÿíèå íà JB-àëãåáðå A, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-

ëîé êîìáèíàöèåé ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ϕ1, . . . , ϕk, äëÿ êîòîðûõ íîñèòåëè

ïðîåêòîðîâ s(ϕ1), s(ϕ2), . . . , s(ϕk) èìåþò îäèíàêîâûé öåíòðàëüíûé íîñè-

òåëü c(ϕ) è ôàêòîð c(ϕ)A∗∗ èìååò òèï In, n ≥ 4. Â ýòîì ñëó÷àå Aϕ òàêæå

ïîëíî.

Åùå îäèí èíòåðåñíûé îáúåêò äëÿ èçó÷åíèÿ - ýòî ÃÍÑ-ïðîñòðàíñòâî

ñíèí-ôàêòîðà. Ïóñòü (H, 〈 ·, · 〉 ) âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñïèí-ôàêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó V = H⊕R, íàäåëåííóþ
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ïðîèçâåäåíèåì (x⊕λ1)◦(y⊕µ1) = (µx+λy)⊕〈x, y 〉1, x, y ∈ H, µ, λ ∈ R,

è íîðìîé ‖x ⊕ λ1 ‖ = ‖x ‖ + |λ |, x ∈ H, λ ∈ R. Ñïèí-ôàêòîðû èãðà-

þò âàæíóþ ðîëü â ñòðóêòóðíîé òåîðèè JBW -àëãåáð. Îíè ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ôàêòîðû òèïà I2, ðåôëåêñèâíû è ìîãóò èìåòü áåñêîíå÷íóþ

ðàçìåðíîñòü â îòëè÷èè îò àëãåáð ôîí Íåéìàíà, äëÿ êîòîðûõ ðåôëåê-

ñèâíîñòü àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò êîíå÷íîìåðíîñòü. Åñëè ñîñòîÿíèå ϕ íà

ñïèí-ôàêòîðå V íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì, òî ϕ åñòü òî÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðåä-

ñòàâëÿþùåå ñîáîé âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Ïîêà-

çàíî, ÷òî â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ Vϕ ïîëíî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äîêàçàòü

ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 7.(2.3) Ïóñòü ϕ � ñîñòîÿíèå íà JB-àëãåáðå A. Òîãäà Aϕ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ åñòü âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.

Ãëàâà 3 ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àëãåáð ôîí Íåéìàíà è èõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ îáîáùåíèé AW ∗-àëãåáð ñ òî÷êè çðåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ "êâàí-

òîâûõ ñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðèé". Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ â ïðåäû-

äóùèõ ãëàâàõ èññëåäîâàëèñü ïîðÿäêîâûå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâ (ïîäïðî-

ñòðàíñòâ), ñâÿçàííûõ ñ îïåðàòîðíûìè àëãåáðàìè. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó

ïîäõîäó â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, ãäå èññëåäóþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

ñòðóêòóðû àáåëåâûõ è àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð. Â íàñòîÿùåé ãëàâå "òî-

÷å÷íûé ïîðÿäîê" èçó÷àåòñÿ íà ýëåìåíòàõ àëãåáð êàê òàêîâûõ. Íà AW ∗-

àëãåáðå ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ îòíîøåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêà, îïðå-

äåëÿþùåãî íà îãðàíè÷åííîé ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè àëãåáðû ñòðóêòóðó

ïîëíîé ðåøåòêè. Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê C∗-

àëãåáðà, èìåþùàÿ ïðåääâîéñòâåííóþ. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ðàññìîò-

ðåíèè àëãåáðû ôîí Íåéìàíà êàê ∗-ïîäàëãåáðû àëãåáðû B(H) ñ åäèíè-
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öåé, ñîâïàäàþùåé ñî ñâîèì âòîðûì êîììóòàíòîì. Ñóùåñòâóþò è àëüòåð-

íàòèâíûå òîïîëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Íî, òåì

íå ìåíåå, íå ñóùåñòâóåò íèêàêîé õàðàêòåðèñòèêè, îòíîñÿùåéñÿ òîëüêî

ê âíóòðåííèì ñâîéñòâàì àëãåáðû (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñòðóêòóðû äâîé-

ñòâåííîñòè èëè ïðåäñòàâëåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà). Ýòî ïîáóäèëî

È. Êàïëàíñêîãî îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêîå îáîáùåíèå àëãåáð ôîí Íåé-

ìàíà, AW ∗-àëãåáðû, êàê òàêèå C∗-àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ ìàêñè-

ìàëüíàÿ àáåëåâà C∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû A ïîðîæäàåòñÿ îðòîïðîåêòîðà-

ìè, è êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ îðòîïðî-

åêòîðîâ îáëàäàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà

ôîí Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ AW ∗-àëãåáðîé, à îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåð-

íî. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç AW ∗-àëãåáðû A ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî

{(Eλ(a)}λ∈R îðòîïðîåêòîâ èç A, íàçûâàåìîå ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíè-

åì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. λ ≤ µ =⇒ Eλ(a) ≤ Eµ(a);

2. Eλ(a) = infµ>λEµ(a);

3. Eλ(a) = 0, åñëè λ < −‖a‖; Eλ(a) = 1, åñëè λ > ‖a‖.

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê íà AW ∗-àëãåáðå A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

a ≤S b, åñëè Eλ(b) ≤ Eλ(a) ∀λ ∈ R .

Äàëåå ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ÷à-

ñòè åäèíè÷íîãî øàðà àëãåáðû A, òàê íàçûâàåìîé îïåðàòîðíîé ýôôåêò-

àëãåáðå èëè àëãåáðå ýôôåêòîâ: E(A) = {a ∈ A | 0 ≤ a ≤ 1} . Ïîêàçà-

íî, ÷òî ñðàâíåíèå äâóõ ýôôåêòîâ AW ∗-àëãåáðû â ñïåêòðàëüíîì ñìûñ-

ëå îçíà÷àåò ñðàâíåíèå â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå, à ñòàíäàðòíîå ñðàâíåíèå

äâóõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýëåìåíòîâ îçíà÷àåò ñïåêòðàëüíîå ñðàâíåíèå, íî

24



ïðè ýòîì ñðàâíåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ â ñïåêòðàëüíîì ñìûñëå íå îçíà÷àåò

èõ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü.

Òåîðåìà 8.(3.2) Ïóñòü A - AW ∗-àëãåáðà. Òîãäà (E(A),≤S) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ðåøåòêó.

Ïðè ýòîì ðåøåòêà îðòîïðîåêòîðîâ, ñíàáæåííàÿ ñòàíäàðòíûì ïîðÿä-

êîì, (P(A),≤) ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â (E(A),≤S). Ïîä ñïåêòðàëüíûì

öåíòðîì Z(E(A)) (öåíòðîì ñïåêòðàëüíîé ðåøåòêè) ïîíèìàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè ñ ëþáîé âû-

áðàííîé ïàðîé ýëåìåíòîâ. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé AW ∗-àëãåáðû ïîëó÷åíî

îïèñàíèå ñïåêòðàëüíîãî öåíòðà.

Äàëåå äëÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà è AW ∗-àëãåáðû ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê. Ïóñòü M - àë-

ãåáðà ôîí Íåéìàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(M) ìíîæåñòâî îðòîïðîåêòîðîâ

àëãåáðûM, à ÷åðåç E(M) - ìíîæåñòâî ýôôåêòîâ àëãåáðûM. Áèåêöèÿ

ϕ : E(M)→ E(M), ñîõðàíÿþùàÿ ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê â äâóõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïîðÿäêîâûì àâòîìîðôèçìîì, à áè-

åêöèÿ ϕ : P(M) → P(M), ñîõðàíÿþùàÿ ñòàíäàðòíûé (ñïåêòðàëüíûé)

ïîðÿäîê â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ - ïðîåêòîðíûì ïîðÿäêîâûì àâòîìîðôèç-

ìîì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì (ñî-

îòâåòñòâåííî, ïîðÿäêîâûé îðòîìîðôèçì) êàê ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé

àâòîìîðôèçì (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì)

ϕ, ñîõðàíÿþùèé îðòîãîíàëüíîñòü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâà "êëàññè÷åñêèõ" ïðèìåðà ñïåêòðàëüíûõ

ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ: îòîáðàæåíèå a→ f(a), ãäå f : [0, 1]→ [0, 1]

ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ, è ïðåîáðàçîâàíèå ϕτ , êîòîðîå êàæäîìó

îïåðàòîðó a ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð ñî ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíè-

åì {τ(Eλ(a))}λ, ãäå τ - ïðîåêòîðíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì íà P(M).
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Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ íà E(M) íàçîâåì êàíîíè÷å-

ñêèì, åñëè ϕ(a) = ϕτ(f(a)), a ∈ E(M). Íå êàæäûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿä-

êîâûé àâòîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, òî åñòü íå âñå êâàíòîâûå

ñèììåòðèè îïèñûâàþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì. Áûëî íàéäåíî äîïîëíèòåëü-

íîå óñëîâèå íà àâòîìîðôèçìû, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî îíè àâòîìàòè-

÷åñêè êàíîíè÷åñêèå.

Äëÿ îðòîïðîåêòîðà p ∈ P(M) îïðåäåëèì [p] = {λp | 0 ≤ λ ≤ 1}.

Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ íà E(M) ñîõðàíÿåò îïåðà-

òîðû, êðàòíûå îðòîïðîåêòîðàì, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ P(M) ñóùåñòâóåò

q ∈ P(M), òàêîé ÷òî ϕ([p]) ⊆ [q].

Òåîðåìà 9.(3.4) Ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ : E(M)→

E(M) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîõðàíÿåò

îïåðàòîðû, êðàòíûå îðòîïðîåêòîðàì.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ îá îñëàáëåíèè óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îð-

òîïðîåêòîðîâ. Ýòî óäàëîñü ñäåëàòü â ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûõ îðòîìîðôèç-

ìîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì ϕ íà

E(M) ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû, åñëè ϕ([1]) ⊆ [1].

Òåîðåìà 10.(3.5) Ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì ϕ íà E(M) ñîõðàíÿåò

ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðî-

åêòîðíûé îðòîìîðôèçì τ íà P(M) è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ

f : [0, 1]→ [0, 1] òàêèå, ÷òî ϕ(A) = ϕτ(f(A)), A ∈ E(M).

Â ñèëó çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû Äàéÿ, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ïðîåêòîð-

íûé îðòîìîðôèçì íà P(M) ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì éîðäàíîâûì ∗-èçî-

ìîðôèçìîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå. ÏóñòüM - àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ

ñëàãàåìûõ òèïà I2, ϕ - ñïåêòðàëüíûé îðòîìîðôèçì íà E(M), ñîõðà-

íÿþùèé ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé éîð-
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äàíîâ ∗-èçîìîðôèçì J è åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ

f : [0, 1]→ [0, 1], òàêèå ÷òî ϕ(A) = J(f(A)), A ∈ E(M).

Âîçâðàùàÿñü ê àëãåáðå ýôôåêòîâ E(A) AW ∗-àëãåáðû A, àíàëîãè÷-

íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêîâîãî àâòîìîðôèçìà, ñïåê-

òðàëüíîãî îðòîìîðôèçìà è êàíîíè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî ïîðÿäêîâîãî

àâòîìîðôèçìà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì

íà E(A) êàíîíè÷åñêèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîõðàíÿåò êðàòíûå

îðòîïðîåêòîðû. Èñïîëüçóÿ âåðñèþ òåîðåìû Äàéÿ äëÿ AW ∗-àëãåáð, ïî-

ëó÷åííóþ ß. Õàìõàëòåðîì, äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì 9 è 10 äëÿ àëãåáðû

ýôôåêòîâ AW ∗-àëãåáðû. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñêàëÿðíûõ

îïåðàòîðîâ íåóëó÷øàåìî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 11.(3.9) Ïóñòü AW ∗-àëãåáðà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð,

íå ÿâëÿþùèéñÿ ôàêòîðîì òèïà I2 èëè III. Òîãäà ëþáîé ñïåêòðàëüíûé

îðòîìîðôèçì ϕ íà E(A) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

A íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 2 × 2, òî ñóùåñòâóþò

òàêèå åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ f : [ 0, 1 ] → [ 0, 1 ]

è åäèíñòâåííûé éîðäàíîâñêèé ∗-èçîìîðôèçì J : A → A, ÷òî äëÿ âñåõ

a ∈ E(A) ϕ(a) = J(f(a).

Â çàêëþ÷åíèè ýòîé ãëàâû ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê è ïðåîáðàçîâàíèÿ

åãî ñîõðàíÿþùèå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ñàìî-

ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ), äåé-

ñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â Ãëàâå 4 ìû ñíîâà îïåðèðóåì òàêèìè ïîíÿòèÿìè êàê èçîìîðôèçìû,

ñîõðàíÿþùèå ïîðÿäîê, éîðäàíîâû èçîìîðôèçìû, êëþ÷åâûìè ìîìåíòàìè

ðàññóæäåíèé ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü è ñîõðàíåíèÿ 1, íî â íåñêîëüêî

èíîì êîíòåêñòå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå êâàíòîâûõ

ñèììåòðèé, ñëåäóÿ "ñêàíäèíàâñêîìó" ïîäõîäó Áîðà ê îñíîâàì êâàíòî-
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âîé òåîðèè. Éîðäàíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå, çàäàííîå íà JB-àëãåáðàõ èëè

JBW -àëãåáðàõ â îáùåì ñëó÷àå íåàññîöèàòèâíî, ïîýòîìó èçó÷åíèå ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (V(A),⊆) âñåõ àññîöèàòèâíûõ óíè-

òàëüíûõ JB-ïîäàëãåáð JBW -àëãåáðû èëè JB-àëãåáðû A, óïîðÿäî÷åí-

íîå ïî âêëþ÷åíèþ, âïîëíå îïðàâäàíî. Åñëè äâå JB-àëãåáðû èçîìîðôíû,

òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ïîðÿäîê, ìåæäó óêàçàííûìè

ñåìåéñòâàìè àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð, è, òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷à-

åì íåêîòîðûé ïîðÿäêîâûé èíâàðèàíò JB-àëãåáð. Íî èíòåðåñíî äðóãîå:

áóäåò ëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðó JB-àëãåáðû? Ôàêòè÷åñêè â ýòîé ãëà-

âå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü A è B - JBW -àëãåáðû èëè JB-

àëãåáðû, V(A) è V(B) - ìíîæåñòâà àññîöèàòèâíûõ JB-ïîäàëãåáð, óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ, ϕ : V(A) → V(B) - ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì.

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé åäèíñòâåííûé éîðäàíîâ èçîìîðôèçì ψ : A → B,

÷òî ϕ(C) = ψ(C) äëÿ âñåõ C ∈ V(A)? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ îçíà÷àåò, ÷òî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà àëãåáð ìîæåò áûòü çàêîäèðî-

âàíà â �äèñêðåòíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó�, íå èìå-

þùóþ òîïîëîãèè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó â ñëó÷àå óíèòàëüíûõ ïî-

äàëãåáð JBW -àëãåáðû. Ïóñòü V(A) - ñåìåéñòâî âñåõ àññîöèàòèâíûõ JB-

ïîäàëãåáð ñ 1 JBW -àëãåáðû A, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ, Ïóñòü B

� äðóãàÿ JBW -àëãåáðà. Áèåêöèÿ ϕ : V(A) → V(B) íàçûâàåòñÿ ïîðÿä-

êîâûì èçîìîðôèçìîì, åñëè îíà ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê â îáîèõ íàïðàâëåíè-

ÿõ. Ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ϕ ïîðîæäàåòñÿ éîðäàíîâûì èçîìîðôèç-

ìîì ψ : A → B, åñëè ϕ(C) = ψ(C) äëÿ âñåõ C ∈ V(A).

Òåîðåìà 12.(4.2)Ïóñòü A - JBW -àëãåáðà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ ñëà-

ãàåìûõ òèïà I2, êîòîðàÿ íå èçîìîðôíà R⊕R, B - äðóãàÿ JBW -àëãåáðà.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà ϕ : V(A)→ V(B) ñóùåñòâó-
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åò åäèíñòâåííûé éîðäàíîâ èçîìîðôèçì ψ : A → B, ïîðîæäàþùèé ϕ.

Â ñëó÷àå îáùèõ JB-àëãåáð ýòà òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Òåîðåìà 12'.(4.4) Ïóñòü A è B - JB-àëãåáðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A

íå ÿâëÿåòñÿ ñïèí-ôàêòîðîì. Òîãäà ëþáîé ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ϕ :

V(A) → V(B) ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì êâàçè-éîðäàíîâûì èçîìîðôèç-

ìîì ψ : A → B. Áîëåå òîãî, åñëè A íå èçîìîðôíà R⊕ R, òî ψ îïðåäå-

ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè àëãåáðû ïî ñòðóêòóðå

âñåõ åå íåóíèòàëüíûõ àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç VO(A)

ñòðóêòóðó âñåõ àññîöèàòèâíûõ JB-ïîäàëãåáð àëãåáðû A. Â ýòîì îáùåì

ñëó÷àå ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè

àññîöèàòèâíûõ ïîäàëãåáð íå âñåãäà ïîðîæäàåòñÿ éîðäàíîâûìè èçîìîð-

ôèçìàìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà òåîðåìû 12 íåîáõî-

äèìû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ïåðâàÿ èäåÿ ñîñòîÿëà â ðàñ-

ñìîòðåíèè ïîíÿòèÿ îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîäàëãåáðû C,D ∈ VO(A) îðòî-

ãîíàëüíû (C ⊥ D), åñëè x ◦ y = 0 äëÿ âñåõ x ∈ C è y ∈ D.

Òåîðåìà 13.(4.3) Ïóñòü A è B - òàêèå JBW -àëãåáðû, ÷òî A íå èìååò

ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I2. Ïóñòü ϕ : (VO(A), ⊆, ⊥ )→ (VO(B), ⊆, ⊥ )

� ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé îðòîãîíàëüíîñòü â îáîèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé éîðäàíîâ èçîìîð-

ôèçì ψ : A → B, ÷òî ϕ(C) = ψ(C) äëÿ âñåõ C ∈ VO(A).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ èäåÿ îá îñëàáëåíèè óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè.

Áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î "ñîõðàíåíèè" åäèíèöû, è áûëà ïîëó-

÷åíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 14.(4.5) Ïóñòü A è B � óíèòàëüíûå JB-àëãåáðû. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî A íå èçîìîðôíà ñïèí-ôàêòîðó, dimA ≥ 3. Ïóñòü ϕ :

VO(A)→ VO(B) - òàêîé èçîìîðôèçì, ÷òî ϕ(O) = O. Òîãäà ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííûé êâàçè-éîðäàíîâ èçîìîðôèçì ψ : A → B, ïîðîæäàþùèé

ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ åäèíèöû ñëàáåå óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-

íîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ϕ : VO(A) →

VO(B), êîòîðûé ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü, ñîõðàíÿåò òàêæå åäèíèöó.

Òàêæå ñïðàâåäëèâû àíàëîãè òåîåðåìû 14 äëÿ C∗-àëãåáð è àëãåáð ôîí

Íåéìàíà, ïðè÷åì â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé òèïà òåîðåìû

Ãëèñîíà, êâàçè-éîðäàíîâ èçîìîðôèçì ñòàíîâèòñÿ éîðäàíîâûì. Òàêæå â

ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà àáåëåâûõ ïîäàëãåáð ôîí Íåéìà-

íà àëãåáðû ôîí ÍåéìàíàM. Ïðè ýòîì ñèìâîëîì Vfin(M) îáîçíà÷àåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ àáåëåâûõ ïîäàëãåáð ôîí Íåéìàíà äëÿ

M. Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 15. ÏóñòüM è N � àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, ïðè÷åìM íå èìå-

åò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I2, à ϕ : Vfin(M)→ Vfin(N ) � ïîðÿäêîâûé

èçîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèñòâåííûé éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì

ψ :M→N , òàêîé ÷òî ϕ(C) = ψ(C) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà C ∈ Vfin(M).

Òåîðåìà 16.(4.7) ÏóñòüM è N � àëãåáðû ôîí Íåéìàíà. Òîãäà ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) V(M) è V(N ) èçîìîðôíû;

(ii) Vfin(M) è Vfin(N ) èçîìîðôíû;

(iii) P(M) è P(N ) îðòîèçîìîðôíû;

(iv) M è N èçîìîðôíû êàê éîðäàíîâû àëãåáðû.

Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îïèñàíèåì ïîðÿäêîâûõ èçîìîðôèçìîâ íà ìíî-

æåñòâàõ ïîäàëãåáð, íàøëè ñâîå ïðèëîæåíèå â Ãëàâå 5, êîòîðàÿ ïîñâÿ-

ùåíà îðòîãîíàëüíûì ìåðàì íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ñíàáæåííûì ïî-
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ðÿäêîì Øîêå. Òàêèì îáðàçîì âûÿâëÿþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ñîâðåìåííûì

òîïîñ-ïîäõîäîì è ñòàíäàðòíûì �âûïóêëûì� ïîäõîäîì ê êâàíòîâîé òåî-

ðèè. Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê èçîìîðôèç-

ìàì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ âñåõ àáåëåâûõ ïîäàëãåáð àëãåáð

ôîí Íåéìàíà, ñ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Òîìèòû èç òåîðèè Øîêå, ìû

îïèñûâàåì ïîðÿäêîâûå èçîìîðôèçìû ìåæäó ìíîæåñòâàìè îðòîãîíàëü-

íûõ ìåð (îðòîãîíàëüíûõ ìåð ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè) íà ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñîñòîÿíèé, íàäåëåííûõ ïîðÿäêîì Øîêå, â òåðìèíàõ éîðäàíîâûõ

∗-èçîìîðôèçìîâ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãåáðàìè.

Ïóñòü K � êîìïàêòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ëîêàëüíî âûïóêëîì

òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Ñèìâîë C(K) áóäåò îçíà÷àòü C∗- àë-

ãåáðó âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà K. Ïóñòü A(K) è

P (K) ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âñåõ íåïðåðûâíûõ àôôèííûõ ôóíêöèé

íà K è âñåõ íåïðåðûâíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé íà K ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä

ìåðîé Ðàäîíà µ íà K ìû ïîäðàçóìåâàåì ýëåìåíò C(K)∗, êàíîíè÷åñêè

èäåíòèôèöèðóåìûé ñ ðåãóëÿðíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé dµ íà K â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé µ(f) =
∫
K f(ω) dµ(ω), f ∈ C(K). Ìíîæåñòâî âñåõ

âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ðàäîíà íà K áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê M+
1 (K). Ïóñòü

µ ∈ M+
1 (K). Òî÷êà b(µ) ∈ K íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðîì µ, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî a ∈ A(K) a( b (µ ) ) =
∫
K a(ω) dµ(ω). Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâ-

ëÿþùåé äëÿ çàäàííîãî x ∈ K, åñëè x åñòü áàðèöåíòð µ. Ìíîæåñòâî

âñåõ ïðåäñòàâëÿþùèõ ìåð x áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê M+
x (K). Ïóñòü µ

è ν � ïîëîæèòåëüíûé ðàäîíîâñêèå ìåðû. Ïîðÿäîê Øîêå îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ ≺ ν, åñëè µ(f) ≺ ν(f) äëÿ âñåõ f ∈ P (K).

Ïóñòü äàëåå S(A) - ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé íà A, íàäåëåííîå ∗-ñëàáîé

òîïîëîãèåé. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ íà A òðîéêà (πϕ, ξϕ,Hϕ)

çàäàåò êîíñòðóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà-Ñèãàëà àëãåá-
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ðû A, àññîöèèðîâàííîãî ñ ϕ. ×åðåç Mϕ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåá-

ðó ôîí Íåéìàíà, ïîðîæäåííóþ πϕ(A). Òîãäà M′
ϕ = πϕ(A)′. Îïðåäå-

ëèì Cϕ = lin{ψ ∈ A∗+ | 0 ≤ ψ ≤ ϕ}. Cóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ïîëî-

æèòåëüíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó Cϕ è πϕ(A)′, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó

ýëåìåíòó ψ ∈ Cϕ îïåðàòîð a′ψ ∈ M′
ϕ, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A

ψ(a) = 〈a′ψπϕ(a)ξϕ, ξϕ〉. Ïóñòü µ ∈ M+
ϕ (S(A)) è f ∈ L∞(S(A), µ). Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò θµ(f) ∈ M′
ϕ, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî

a ∈ A 〈θµ(f)πϕ(a)ξϕ, ξϕ〉 =
∫

S(A)

f(ω)a(ω) dµ(ω). Ìåðà µ ∈ M+
ϕ (S(A))

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà

E ⊂ S(A) ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèîíàëû ϕE and ϕEc íàA, îïðåäåëÿåìûå

ðàâåíñòâàìè ϕE(a) =
∫
E

a(ω) dµ(ω), ϕEc(a) =
∫
Ec
a(ω) dµ(ω), îðòîãî-

íàëüíû, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî θµ ÿâëÿåòñÿ ∗-èçîìîðôèçìîì ìåæäó

L∞(S(A), µ) è àáåëåâîé ïîäàëãåáðîé ôîí Íåéìàíà Cµ = θµ(L∞(S(A), µ))

àëãåáðû M′
ϕ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Oϕ(A) ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ

ìåð â P(S(A)), èìåþùèõ áàðèöåíòð ϕ, à O(A) ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãî-

íàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ðàäîíà íà S(A). Êðîìå òîãî, ÷åðåç Θϕ ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü îòîáðàæåíèå Θϕ : Oϕ(A) → V(M′
ϕ) : µ → Cµ. Ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Òîìèòû ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ íà

A ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (Oϕ(A), ≺) èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó (V(M′), ⊂). Áîëåå òîãî, åñëè ϕ åñòü òî÷íîå

íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, òî (Oϕ(M), ≺) èçî-

ìîðôíî (V(M′), ⊆). Â ðàìêàõ ýòîé êîíñòðóêöèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

îïèñàíèå ìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûì àáåëåâñêèì ïîäàëãåá-

ðàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ofin
ϕ (A) ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ Oϕ(A), êîòî-

ðûå èìåþò êîíå÷íûé íîñèòåëü. Ïóñòü Θfin
ϕ îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Θϕ

ê Ofin
ϕ (M). Ïîëó÷åíà "êîíå÷íîìåðíàÿ" âåðñèÿ ðåçóëüòàòà Òîìèòû.
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Òåîðåìà 17.(5.1) Ïóñòü ϕ - ñîñòîÿíèå íà A. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Θfin
ϕ : µ→ Cµ

åñòü ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó (Ofin
ϕ (A), ≺) è (Vfin(M′

ϕ), ⊆).

Èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæ-

äó óïîðÿäî÷åííûìè ïî Øîêå îðòîãîíàëüíûìè ìåðàìè îïèñûâàåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ éîðäàíîâà èçîìîðôèçìà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè

ïîäàëãåáð.

Òåîðåìà 18.(5.3) Ïóñòü ϕ è ψ � ñîñòîÿíèÿ íà C∗-àëãåáðàõ A è B,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå âåðíî îäíî èç äâóõ: ëèáîM′
ϕ � àëãåáðà

ôîí Íåéìàíà, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I2, ëèáî Mϕ

íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

(1) Äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà Φ : Oϕ(A) → Oψ(B) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì Ψ : M′
ϕ → M′

ψ,

òàêîé ÷òî Φ(µ) = Θ−1ψ Ψ(Θϕ(µ)) äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ Oϕ(A);

(2) Äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà Φ : Ofin
ϕ (A) → Ofin

ψ (B) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé éîðäàíîâ ∗-èçîìîðôèçì Ψ : M′
ϕ → M′

ψ,

òàêîé ÷òî Φ(µ) = Θ−1ψ Ψ(Θϕ(µ)) äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ Ofin
ϕ (A).

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå σ-êîíå÷íûõ àëãåáð ôîí Íåéìàíà ðàññìàòðè-

âàåìûå êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì éîðäàíîâûì èíâàðèàíòîì. Ñðåäè

ðåçóëüòàòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

Òåîðåìà 19.(5.5) Ïóñòü M è N � σ-êîíå÷íûå àëãåáðû ôîí Íåéìàíà,

ïðè÷åìM íå èìååò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ òèïà I2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) M è N èçîìîðôíû êàê éîðäàíîâû àëãåáðû;
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(ii) ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷íûå íîðìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ϕ è ψ íàM è

N ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî (Ofin
ϕ (M), ≺) and (Ofin

ψ (M), ≺) èçîìîðô-

íû êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà;

(iii) äëÿ ëþáûõ òî÷íûõ íîðìàëüíûõ ñîñòîÿíèé ϕ è ψ íàM è N ñî-

îòâåòñòâåííî (Ofin
ϕ (M), ≺) è (Ofin

ψ (M), ≺) èçîìîðôíû êàê ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 20.(5.6) Ïóñòü A è B ñåïàðàáåëüíûå C∗-àëãåáðû, ϕ è ψ � ñî-

ñòîÿíèÿ òèïà III íà C∗-àëãåáðàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Oϕ(A) è Oψ(B) èçîìîðôíû;

(ii) Ofin
ϕ (A) è Ofin

ψ (B) èçîìîðôíû;

(iii) πϕ(A)′′ è πψ(B)′′ èçîìîðôíû êàê éîðäàíîâû àëãåáðû.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñíîâà ñâÿçûâàþòñÿ ñî ñòðóêòóð-

íîé òåîðèåé àëãåáð, "çàöèêëèâàÿ" èññëåäîâàíèÿ.
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