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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Объекты исследования. Диссертация посвящена морфизмам и объектам ка-
тегорий топологической алгебры и функционального анализа, в определениях
которых участвуют групповые операции. В ней исследуются свойства конечно-
листных накрытий компактных связных групп, многочленов Вейерштрасса над
банаховыми алгебрами непрерывных функций и ∗-гомоморфизмов полугруппо-
вых C∗-алгебр.

Актуальность темы. Мотивацией к представленному в диссертационной работе
исследованию послужили несколько источников.

Одним из них является теория многочленов Вейерштрасса над банаховы-
ми алгебрами непрерывных функций. Начиная с 60-х годов прошлого столе-
тия исследованием свойств многочленов Вейерштрасса и алгебраических уравне-
ний с непрерывными коэффициентами, заданными на различных топологических
пространствах, занимались Д. Деккард, К.Пирси, Р.С. Кантриман, В. В. Жиков,
Е.А. Горин, В. Я. Лин, Ю. В. Зюзин, В. Л. Хансен, В. Г.Бардаков, А. Ю.Веснин,
Т.Миура, К. Кавамура, К.Ниидзима, О.Хатори и др.

Статьи Д.Деккарда, К. Пирси [29,30] и Р.С. Кантримана [25] были посвящены
вопросу о характеризации компактов X, таких, что в банаховой алгебре C(X) всех
непрерывных комплекснозначных функций на X всякое алгебраическое уравне-
ние вида

zn + f1(x)z
n−1 + f2(x)z

n−2 + · · ·+ fn(x) = 0,

где f1, f2, . . . , fn ∈ C(X), имеет решение. В таком случае говорят, что C(X) алгеб-
раически замкнута. В этих работах было показано, что для алгебраически замкну-
той C(X) компакт X должен удовлетворять жестким топологическим условиям.

Исследование указанных выше уравнений с дополнительным требованием о
сепарабельности многочленов, заключающегося в том, что при каждом фиксиро-
ванном x ∈ X соответствующее уравнение с числовыми коэффициентами не имеет
кратных корней, было начато в 1969 г. в статьях Е. А. Горина и В. Я. Лина [4,5] и
продолжено в серии работ, которые обсуждаются в обзоре [7]. Одной из отправ-
ных точек их исследования послужило доказательство В.В. Жикова [6] класси-
ческой теоремы Вальтера — Бора — Фландерса [15, 74] о почти периодических
решениях алгебраических уравнений с почти периодическими коэффициентами
на вещественной оси. В статье [5] получены различные условия на компакт X,
гарантирующие полную разрешимость уравнений степени n, означающую нали-
чие у уравнения n строго различных решений в алгебре C(X). В частности, для
связной компактной, вообще говоря, неабелевой группы G для этого достаточно
возможности деление на n! в ее одномерной группе целочисленных спектральных
когомологий, которая, как известно, в случае абелевой G изоморфна группе одно-
мерных характеров Ĝ группы G. Как следствие, в статье [5] получено обобщение
теоремы Вальтера — Бора — Фландерса на связные компактные группы.
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Возможность деления в группе характеров Ĝ имеет непосредственное отноше-
ние к вопросу о существовании средних на компактной связной абелевой группе G.
Ответ на подобный вопрос является одной из основных задач теории средних [19].
Изучение средних началось в 1930 г. со статьи А. Н.Колмогорова [54] и было про-
должено рядом авторов в связи с аналитическими и арифметическими задачами.
Г.Ауманн [14] изучал свойства средних на произвольных топологических про-
странствах. Б. Экманн, Е. Ганея и П. Хилтон [34, 35] рассматривали различные
свойства обобщенных средних на группах. В 1972 г. Дж. Кислинг [53] доказал,
что возможность деления на n в Ĝ эквивалентна существованию n-среднего на
компактной связной абелевой группе G. Теория обобщенных средних применяется
при построении математических моделей в социологических теориях [36].

В.Л. Хансен начал исследование тесной связи, существующей между многочле-
нами Вейерштрасса с непрерывными коэффициентами и накрывающими отобра-
жениями, в статьях [43,44] и продолжил его в серии последующих работ. Резуль-
таты этого исследования подытожены в 1989 г. в монографии [45]. Каждый сепа-
рабельный многочлен Вейерштрасса с непрерывными комплекснозначными коэф-
фициентами, определенными на связном топологическом пространстве X, задает
конечнолистное полиномиальное накрывающее отображение. В работах [43, 44]
получены условия эквивалентности и тривиальности полиномиальных накрытий,
формулируемые в различных алгебраических и топологических терминах.

В статьях В. Л. Хансена [44, 46], В. Г.Бардакова и А.Ю. Веснина [1] исследу-
ются многочлены Вейерштрасса с непрерывными коэффициентами на единичной
окружности S1. В них доказывается, что всякое конечнолистное накрытие S1 эк-
вивалентно полиномиальному накрытию [44, 46], и строится алгоритм [1], позво-
ляющий описать все конечнолистные накрытия окружности S1 с точностью до
эквивалентности.

В 1999–2009 годах вопрос об алгебраической замкнутости алгебры C(X) изу-
чался в цикле статей Т.Миуры, К.Кавамуры, К. Ниидзимы, О.Хатори [47,48,50–
52, 61] и их соавторов. В них получены различные необходимые и достаточные
условия для выполнения этого свойства.

При изучении накрывающих отображений из топологических пространств на
топологические группы естественным образом возникает вопрос о существовании
структуры топологической группы на накрывающем пространстве, относительно
которой заданное накрывающее отображение становится гомоморфизмом топо-
логических групп. В этом случае говорят о задаче подъема структуры группы
на накрывающее пространство. Этот вопрос послужил другим источником мо-
тивации нашей работы. Положительный ответ на него для связных и локально
линейно связных накрывающих пространств был дан Л. С.Понтрягиным в следу-
ющей теореме [9, теорема 79].

Теорема (Л.С. Понтрягин). Пусть p : X −→ G — накрывающее отоб-
ражение из линейно связного топологического пространства X на связную
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локально линейно связную топологическую группу G с единичным элементом
e. Тогда для каждой точки x0 ∈ p−1(e) существует единственная структура
топологической группы на пространстве X, такая, что точка x0 является ее
единичным элементом, а p : X −→ G становится гомоморфизмом топологи-
ческих групп. Более того, если группа G абелева, то отображение p : X −→ G
является гомоморфизмом абелевых групп.

В дальнейшем всякое утверждение такого рода для того или иного класса на-
крывающих отображений называется теоремой о накрывающей группе.

При доказательстве теоремы Понтрягина, ввиду подходящего топологического
строения объектов, используются результаты классической теории накрывающих
пространств и фундаментальной группы Пуанкаре.

Теорема Понтрягина о накрывающей группе стоит у истоков исследования,
представленного в диссертации. В связи с ней несомненно мотивирована поста-
новка вопроса о том, для каких накрывающих отображений на топологические
группы справедлива теорема о накрывающей группе.

В 2000-х г. задача о подъеме групповой структуры на накрывающее простран-
ство произвольной компактной связной группы решалась несколькими авторами.
В 2000 г. в статье С. А. Григоряна, А. В.Казанцева и автора диссертации [82] дока-
зана теорема о накрывающей группе для конечнолистных накрытий компактных
соленоидальных групп. Для построения требуемой групповой структуры исполь-
зовалось естественно возникающее действие вещественной оси на накрывающем
пространстве соленоидальной группы. Эта теорема позволяет дать доказатель-
ство классической теоремы Вальтера — Бора — Фландерса о почти периодических
решениях алгебраических уравнений.

В 2002 г. А. Кларк [20] доказал теорему о накрывающей группе для расслоения
над тором с нульмерным слоем, предположив при этом, что расслоенное простран-
ство является континуумом со свойством однородности. В своем доказательстве
он использовал действие группы конечномерного вещественного пространства на
расслоенном пространстве.

В 2002 г. С. А. Григорян и автор диссертации в статье [83] анонсировали дока-
зательство теоремы о накрывающей группе для конечнолистных накрывающих
отображений из связных топологических пространств на произвольные связные
компактные группы. Детальное изложение этого доказательства содержится в
препринте [96], размещенном в arxiv.org в 2004 г., и в статье [86], опубликованной
в 2006 г.

Независимое доказательство этой теоремы о накрывающей группе в 2006 г.
было опубликовано в статье В. Матиевич и К. Эды [37].

В работах [37,83,86,96] для доказательства теоремы о накрывающей группе ис-
пользуется идея, восходящая к работе П. С.Александрова [12], об аппроксимации
сложных топологических объектов более простыми и попытке переноса некото-
рых свойств вторых объектов на первые. Со временем эта идея оформилась в
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понятия обратного спектра пространств и его предела.
Важной вехой в истории применения обратных спектров, имеющей непосред-

ственное отношение к кругу идей данной диссертации, стало глубокое иссле-
дование Л. С.Понтрягиным и А.Вейлем структуры топологических групп с ис-
пользованием аппроксимации их группами Ли. Л.С. Понтрягин первым приме-
нил несчетные обратные спектры в виде так называемых рядов Ли {Gλ, π

µ
λ ,Λ },

то есть, вполне упорядоченных спектров, состоящих из групп Ли, и показал, что
компактная группа G является пределом ряда Ли.

В статьях [83, 86, 96] по ряду Ли {Gλ, π
µ
λ ,Λ } для базы G заданного связ-

ного конечнолистного накрытия p : X −→ G построено семейство конечнолист-
ных накрытий {pλ : Xλ −→ Gλ}, заиндексированное направленным подмноже-
ством в Λ. Это семейство аппроксимирует p. При этом к каждому из накрытий pλ
применима теорема Понтрягина. Все это позволяет наделить накрывающее про-
странство X требуемой структурой топологической группы (см. также [81]). В
работах [83, 86, 96] и в статье автора диссертации [76] в 2013 г. даны приложения
теоремы о накрывающей группе к вопросу о структуре накрытий компактной
связной абелевой группы G, к теории многочленов Вейерштрасса над банаховой
алгеброй C(G) и к вопросу о существовании обобщенных средних на G. Свойства
многочленов Вейерштрасса и структура накрытий компактных групп изучались
в статье автора диссертации [77].

В статье [37] для доказательства теоремы о накрывающей группе использо-
валась аппроксимационная конструкция из статьи 2001 года С. Мардешича и
В.Матиевич [59] по теории оверлеев и теорема Понтрягина.

Теорию оверлеев создал в 1972 г. Р.Фокс [40] с целью переноса фактов клас-
сической теории накрывающих пространств на накрытия произвольных связ-
ных метрических пространств. При этом он использовал идеи теории шейпов.
В качестве примера приложения своей теории Фокс рассмотрел связные накры-
вающие пространства P -адических соленоидов ΣP . В работе С.Мардешича и
В.Матиевич [59] теория оверлеев была распространена на произвольные связные
пространства.

В [86, 96] сформулирована гипотеза С. А. Богатого о справедливости теоремы
о накрывающей группе для оверлеев над связными топологическими группами.
В.Матиевич, К.Эда в 2013 г. и 2017 г. в статьях [38,39] , а также Я.Дыдак [33] в
2016 г. доказали и развили эту гипотезу. Кроме того, в статье [38] была показана
существенность условия конечнолистности накрытия для решения задачи подъ-
ема групповой структуры на накрывающее пространство компактной связной
группы. Точнее говоря, было построено бесконечнолистное накрывающее отоб-
ражение из связного пространства на P -адический соленоид ΣP , такое, что на
накрывающем пространстве искомая структура группы не существует. Напомним,
P = (p1, p2, . . .) обозначает произвольную последовательность простых чисел.

P -адические соленоиды ΣP образуют чрезвычайно интересный класс ком-
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пактных связных абелевых групп. Они имеют почти вековую историю. Впервые
они появились в работах Л. Вьеториса [73], Б. Л. ван дер Вардена и Д. ван Данци-
га [26–28] в конце 20-х г. XX века. Теория P -адических соленоидов и более общих
соленоидальных пространств очень красивая и глубокая. Она богата приложения-
ми в самых различных областях математики и служит источником разнообразных
содержательных примеров.

Конечнолистные накрывающие отображения P -адических соленоидов с раз-
личных точек зрения исследовали Ч. Юйчэн, Я.Квапиш, П. Коваррубиас,
Я.Харатоник, Я. Аартс, Р.Фоккинк, В. Матиевич, С. Ван, Б. Цзян, Х. Чжэн и др.
Как частный случай эндоморфизмов возведения в степень элементов так называ-
емых обобщенных соленоидов такие отображения выступают в работе 2005-го г.
С.А. Богатого и О.Д. Фролкиной [2]. Отметим, что эндоморфизмы возведения в
степень элементов топологической группы изучались еще Х. Хопфом. В частно-
сти, для компактной связной группы Ли он показал сюръективность этих эндо-
морфизмов [3].

Ч.Юйчэн [75] в 2000 г., П.Коваррубиас и Я. Харатоник [18] в 2002 г. исследова-
ли различные свойства эндоморфизмов возведения в степень элементов диадиче-
ского соленоида. Такой эндоморфизм рассматривался ими в качестве предельного
отображения, индуцируемого морфизмом между двумя копиями одной и той же
обратной последовательности, пределом которой служит диадический соленоид.
Было, в частности, показано, что эндоморфизмы возведения в степень являются
конечнолистными накрытиями, изучена их кратность и доказано, что их перио-
дические точки образуют плотные множества в диадическом соленоиде.

Описание конечнолистных связных накрытий произвольного P -адического со-
леноида независимо дали В.Матиевич [60] в 2003 г. и автор диссертации в пре-
принте [97], размещенном в arxiv.org в 2003 г. и вышедшем в виде статьи [84] в
2005 г. Было показано, что каждое связное конечнолистное накрывающее отоб-
ражение на соленоид эквивалентно его эндоморфизму возведения в степень. В
статье [60] это описание получено в качестве приложения установленных в ней
результатов о накрытиях паракомпактных пространств с использованием фактов
теории оверлеев из работы [59]. Автор диссертации использовал в [84,97] методы
статей [18, 75] и аппроксимирующее семейство, построенное для доказательства
теоремы о накрывающей группе в [83,86,96].

В 2008 г. С. Ван, Б. Цзян и Х. Чжэн [49] независимо доказали, что каждое связ-
ное конечнолистное накрывающее пространство P -адического соленоида ΣP го-
меоморфно ΣP .

Основываясь на методе статьи [18], автор диссертации [84, 97] изучил вопрос
о плотности множеств эндоморфизмов возведения в степень элементов произ-
вольного P -адического соленоида. Доказанные при этом утверждения позволили
сформулировать в диссертации критерий плотности, который является частным
случаем одного из результатов статьи С. А. Богатого и О. Д. Фролкиной [2].
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Отвечая на вопрос Я. Харатоника и А. Илланеса [55] о средних на соленоидах,
П.Крупски [55] доказал критерий существования 2-средних на произвольном со-
леноиде. Его доказательство базируется на методе статьи Б. Экманна [34] и одном
результате В. Шеффера [71]. В статье [85] автором диссертации доказан аналог
этого критерия для произвольных n-средних на P -адическом соленоиде.

P -адические соленоиды тесно связаны с некоторыми классами C∗-алгебр. В
диссертации изучаются предельные ∗-эндоморфизмы редуцированных полугруп-
повых C∗-алгебр для полугрупп Q+

P . Каждая Q+
P состоит из всех неотрицатель-

ных рациональных чисел в группе QP характеров P -адического соленоида. Сама
группа QP порождается всеми дробями p−1n для членов pn последовательности P .

В теории операторных алгебр рассматриваются различные типы полугруп-
повых C∗-алгебр. Исследованием свойств этих алгебр занимались Л.Кобурн,
Р.Дуглас, Дж. Мёрфи, И.Кунц, Дж. Дункан, А.Патерсон и др. Обширная ли-
тература по предмету и краткая его история содержатся в обзоре С. Ли [58].

Важный класс C∗-алгебр представляют собой редуцированные полугрупповые
C∗-алгебры C∗r (S) для полугрупп S со свойством сокращения, называемые так-
же алгебрами Теплица. Поскольку каждая такая алгебра порождается регуляр-
ным представлением соответствующей полугруппы, то этот класс C∗-алгебр явля-
ется очень естественным. Начало изучения таких C∗-алгебр для аддитивной по-
лугруппы неотрицательных целых чисел Z+ было положено Л.Кобурном [21,22]
в 1967 г. Работы Л. Кобурна, Р.Дугласа и их соавторов [23, 24, 31, 32] были мо-
тивированы некоторыми вопросами из теории индекса операторов и K-теории.
В статье [32] Р.Дуглас рассмотрел случай полугрупповых C∗-алгебр для подпо-
лугрупп аддитивной группы действительных чисел. В статьях 1987 г. и 1989 г.
Дж.Мёрфи [62,63] исследовал случай для положительных конусов в упорядочен-
ных абелевых группах. Было доказано [62], что изометрические представления
полугрупп обладают свойством универсальности. Кроме того, Мёрфи построил
функтор из категории частично упорядоченных групп в категорию C∗-алгебр,
значениями которого являются алгебры Теплица для положительных конусов в
группах. При этом было показано [62], что этот функтор является непрерывным.

Независимые доказательства некоторых результатов из статьи [62] опублико-
ваны в 1994 г. в работе С. Аджи, М.Лаки, М.Нилсена и И. Рэйбёрна [11].

В 1991 г. и 1994 г. Мёрфи [64,65] обобщил конструкцию редуцированной полу-
групповой C∗-алгебры для произвольной полугруппы с левым сокращением.

В теории C∗-алгебр свойство универсальности изометрического представле-
ния для полугруппы Z+, то есть, в случае алгебры Теплица C∗r (Z+), известно
также как теорема Кобурна [8, теорема 3.5.18]. Эта алгебра обозначается через
T . Она порождается оператором правого сдвига T , действующим в гильбертовом
пространстве l2(Z+).

Теорема (Л. Кобурн). Пусть V — изометрия в некоторой унитальной
C∗-алгебре B. Тогда существует единственный унитальный ∗-гомоморфизм
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φ : T −→ B, такой, что φ(T ) = V. Кроме того, если V V ∗ ̸= 1, то φ изо-
метричен.

В диссертации теорема Кобурна служит инструментом для построения индук-
тивных последовательностей алгебр Теплица {T , φn}, определяемых произволь-
ными последовательностями простых чисел P . Непосредственное построение свя-
зующих ∗-гомоморфизмов φn содержится в статье автора диссертации [88]. Идея
этого построения используется в статьях [80,92] о вложениях полугрупповых C∗-
алгебр.

Для заданной индуктивной последовательности алгебр Теплица {T , φn}, опре-
деляемой последовательностью чисел P , ее предел изоморфен редуцированной
полугрупповой C∗-алгебре C∗r (Q+

P ) [62, 63]. В диссертации дается независи-
мое доказательство указанного факта, не использующее непрерывности функ-
тора из работы Мёрфи [62]. Аргументы этого доказательства используются в
статьях [79, 91, 94] при рассмотрении индуктивных систем алгебр Теплица над
произвольными направленными множествами.

Основной результат диссертации о полугрупповых C∗-алгебрах посвящен пре-
дельным ∗-эндоморфизмам алгебр C∗r (Q+

P ). Он заключается в доказательстве
критериев того, когда предельные ∗-эндоморфизмы являются ∗-автоморфизмами
полугрупповых алгебр C∗r (Q+

P ). Эти критерии формулируются в алгебраических,
теоретико-числовых и функциональных терминах [78, 95]. Они могут рассматри-
ваться в качестве операторно-алгебраических аналогов результатов диссертации
об отображениях P -адических соленоидов [89].

Как известно, изучение автоморфизмов алгебр представляет большой инте-
рес в теории банаховых алгебр [66]. Они тесно связаны с дифференцированиями
алгебр и, говоря неформально, отражают внутреннюю симметрию объекта [10].

С середины 1990-х г. по настоящее время теорию полугрупповых C∗-алгебр
и близких к ним алгебр глубоко развили И.Кунц, М. Лака, С.Ли, А.Ника,
М.Норлинг, И. Рэйбёрн и др. В частности, С.Ли при изучении полугрупповых
C∗-алгебр рассматривал такие важные понятия, как аменабельность полугрупп и
ядерность алгебр [56,57].

В 2013 г. Н. Браунлоу и И. Рэйбёрн [16] использовали результаты о конечно-
листных накрывающих отображениях P -адических соленоидов, которые содер-
жатся в статье автора диссертации [84], для исследования скрещенных произве-
дений C∗-алгебр.

Обзор недавних достижений в указанной области теории C∗-алгебр содержит-
ся в статьях [56–58].

Помимо самостоятельного интереса, исследование свойств индуктивных после-
довательностей и систем C∗-алгебр над частично упорядоченными множествами
мотивировано их ролью, которую они играют в алгебраической квантовой теории
поля. Дело в том, что такие индуктивные системы являются одним из основных
объектов изучения при аксиоматическом подходе к алгебраической квантовой тео-
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рии поля, предложенном Р.Хаагом, Х. Араки и Д.Кастлером [13,41,42] в середине
прошлого столетия. Они строятся из алгебр локальных наблюдаемых и несут в
себе информацию о квантовополевых системах. В настоящее время этот подход
активно развивается в работах Э.Васселли, Дж.Руци, К.Фреденхагена и других
авторов [17,67–70,72]. В статьях автора диссертации и его соавторов [79,91,93,94]
рассматриваются индуктивные системы C∗-алгебр над произвольными частично
упорядоченными множествами. При этом получены результаты, показывающие
тесную связь между алгебраическими и топологическими свойствами возникаю-
щих объектов.

В диссертации решена задача об аппроксимации конечного набора элементов
полной матричной алгебры [87]. При этом накладывается условие, что для про-
извольных отображений из полной линейной группы в себя, среди которых хотя
бы одно является открытым, аппроксимирующие матрицы и матричное произве-
дение значений отображений на этих матрицах должны иметь простые спектры.
Существенную роль при решении указанной задачи играет естественная структу-
ра топологической группы на полной линейной группе. Эта задача используется
при изучении топологических свойств тензорного ранга в статье [90].

Таким образом, актуальность темы диссертации обусловлена источниками ее
мотивации. Она выражается в том, что решения задач, рассматриваемых в дис-
сертации, вносят вклад в дальнейшее естественное развитие обсуждаемых выше
направлений фундаментальных исследований в топологической алгебре и функ-
циональном анализе. Весьма существенным оказывается применение теоремы о
накрывающей группе к изучению полиномиальных накрытий, определяемых мно-
гочленами Вейерштрасса над банаховыми алгебрами непрерывных функций, за-
данных на компактных связных абелевых группах.

Степень разработанности темы до начала представленного исследования
характеризуют упомянутые выше работы и содержащиеся в них следующие фак-
ты: результаты из теории многочленов Вейерштрасса над банаховыми алгебра-
ми непрерывных функций, показывающие связь многочленов с конечнолистными
накрытиями топологических пространств; теорема Понтрягина о накрывающей
группе для связных локально линейно связных топологических групп; результа-
ты об отображениях P -адических соленоидов и гомоморфизмах полугрупповых
C∗-алгебр.

Цели и задачи диссертации. Целью работы является исследование свойств
отображений между пространствами, на которых есть или может быть введе-
на структура топологической группы, а также предельных ∗-эндоморфизмов тех
C∗-алгебр, которые определяются с помощью понятия полугруппы. Важной со-
ставной частью этой цели является изучение связи между многочленами Вейер-
штрасса над банаховыми алгебрами непрерывных функций и конечнолистными
накрывающими отображениями на компактные связные абелевы группы.
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В первую очередь, для достижения поставленной цели ставится задача доказа-
тельства аналога теоремы Понтрягина для конечнолистных накрывающих отоб-
ражений из связных пространств на произвольные компактные связные группы.
Другими словами, ставится задача подъема структуры группы с базы накрытия
на его накрывающее пространство. В свою очередь, для ее решения ставится цель
по ряду Ли базы накрытия построить семейство накрытий, аппроксимирующее
заданное накрытие.

Доказательство теоремы о накрывающей группе позволяет поставить целью
привлечение теории двойственности Понтрягина — ван Кампена для описания
конечнолистных накрытий компактных связных абелевых групп в терминах по-
линомиальных накрытий, определяемых многочленами Вейерштрасса.

Далее, ставится задача применения теоремы о накрывающей группе для ис-
следования структуры конечнолистных накрытий абелевых групп и к изучению
вопроса о существовании обобщенных средних на этих группах.

Еще одной целью является изучение отображений P -адических соленои-
дов. При этом ставится задача применения аппроксимирующей конструкции, по-
строенной для доказательства теоремы о накрывающей группе, и методов ста-
тей [18, 75] для описания связных конечнолистных накрытий произвольных P -
адических соленоидов. Также ставится задача изучения вопроса о плотности мно-
жеств периодических точек эндоморфизмов возведения в степень элементов соле-
ноидов. Ставится задача доказательства критерия существования n-средних на
P -адическом соленоиде на основе метода статьи [55].

Другой целью является изучение свойств предельных эндоморфизмов реду-
цированных полугрупповых C∗-алгебр для полугрупп рациональных чисел. В
связи с этим ставится задача изучения индуктивных последовательностей алгебр
Теплица, определяемых последовательностями простых чисел, их пределов и мор-
физмов между ними. Ставится цель получения критериев того, когда предельные
эндоморфизмы таких алгебр являются ∗-автоморфизмами.

Для полной матричной алгебры, множество обратимых элементов которой об-
ладает структурой топологической группы, ставится цель использования этой
структуры для решения задачи аппроксимации элементов алгебры.

Методология и методы исследования. В работе используются методы ана-
лиза, топологии и топологической алгебры, а также общекатегорные методы. Для
доказательства теоремы о накрывающей группе для конечнолистного накрываю-
щего отображения на произвольную компактную связную группу задействован
метод обратных спектров. Специально для этого построено семейство конечно-
листных накрывающих отображений из связных топологических пространств на
компактные локально линейно связные группы, аппроксимирующее заданное на-
крытие. При исследовании свойств многочленов Вейерштрасса над банаховыми
алгебрами непрерывных функций, заданных на компактных связных абелевых
группах, ключевую роль играют доказанная теорема о накрывающей группе и
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методология теории двойственности Понтрягина — ван Кампена. При изучении
свойств накрывающих отображений соленоидов используются построенное ап-
проксимирующее семейство накрытий и теоретико-числовые методы. Для работы
с предельными эндоморфизмами полугрупповых C∗-алгебр используются методы
индуктивных последовательностей и теории C∗-алгебр.

Основные положения, выносимые на защиту. В работе получены следую-
щие основные результаты, которые выносятся на защиту.

1. Доказана теорема о накрывающей группе для конечнолистных накрываю-
щих отображений из связных топологических пространств на компактные
связные группы. Тем самым теорема Понтрягина о накрывающей группе
обобщена на накрытия произвольных компактных связных групп. Получе-
ны приложения доказанной теоремы к изучению структуры накрытий и к
вопросу о существовании обобщенных средних на абелевых группах.

2. Показано, что каждое конечнолистное накрывающее отображение из произ-
вольного хаусдорфова пространства на компактную связную абелеву группу
эквивалентно полиномиальному накрытию, определяемому сепарабельным
многочленом Вейерштрасса над банаховой алгеброй непрерывных функций,
заданных на этой группе. При этом всякое такое связное накрытие эквива-
лентно отображению проектирования на первую координату непрерывного
многообразия Вейерштрасса, задаваемого конечным набором двучленов, ко-
эффициентами которых являются характеры группы.

3. С использованием построенного при доказательстве теоремы о накрываю-
щей группе аппроксимирующего семейства накрытий показано, что каждое
конечнолистное связное накрывающее отображение P -адического соленои-
да эквивалентно предельному отображению, являющемуся эндоморфизмом
возведения в степень элементов этого соленоида. Исследован вопрос о плот-
ности множеств периодических точек эндоморфизмов возведения в степень
элементов P -адического соленоида.

4. В алгебраических, теоретико-числовых и функциональных терминах полу-
чены критерии того, когда предельные эндоморфизмы редуцированных по-
лугрупповых C∗-алгебр для полугрупп рациональных чисел являются ∗-
автоморфизмами.

Научная новизна. Все основные результаты, представленные выше и выно-
симые на защиту, являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертации носят
теоретический характер. Они могут применяться для дальнейших исследований в
рамках теории накрывающих пространств, теории многочленов Вейрштрасса над
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коммутативными банаховыми алгебрами, изучении полугрупповых C∗-алгебр и в
алгебраической квантовой теории поля. Эти результаты использовались соиска-
телем при чтении спецкурсов для студентов Казанского (Приволжского) феде-
рального университета и могут аналогично использоваться в других вузах. Часть
материала диссертации вошла в учебно-методические пособия [106,107].

Степень достоверности результатов. Все результаты диссертации пред-
ставлены в форме математических утверждений. Они снабжены строгими дока-
зательствами. Вспомогательные факты взяты автором диссертации из авторитет-
ных математических научных журналов, учебников и монографий. Все выноси-
мые на защиту результаты опубликованы в рецензируемых научных изданиях.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были представлены на
следующих международных конференциях: «Актуальные проблемы математики
и механики» в НИИ математики и механики им. Н. Г.Чеботарева Казанского го-
сударственного университета, Казань, 1–3 октября 2000 г.; 5-я, 7-я, 8-я, 10–14-я
Казанские летние научные школы — конференции «Теория функций, ее прило-
жения и смежные вопросы», К(П)ФУ, соответственно 27 июня — 4 июля 2001 г.,
27 июня — 4 июля 2005 г., 27 июня — 4 июля 2007 г., 1–7 июля 2011 г., 22–
28 августа 2013 г., 27 июня — 4 июля 2015 г., 21–27 августа 2017 г., 7–12 сен-
тября 2019 г.; «Актуальные проблемы математики и механики», посвященная
200–летию Казанского государственного университета и 70–летию НИИ матема-
тики и механики им. Н. Г.Чеботарева Казанского государственного университета,
Казань, 26 сентября — 1 октября 2004 г.; «Функциональные пространства, тео-
рия приближений, нелинейный анализ», посвященная 100–летию со дня рожде-
ния академика С.М. Никольского, Москва, МИРАН им. В.А. Стеклова, 23–29 мая
2005 г.; «Александровские чтения — 2006», посвященная 110–летию со дня рож-
дения академика П.С. Александрова, Москва, МГУ им. М. В.Ломоносова, 30 мая
— 2 июня 2006 г.; «Tenth Prague Topological Symposium», Прага, 13–19 августа
2006 г.; «Актуальные проблемы математики и механики», посвященная 75–летию
НИИ математики и механики им. Н. Г.Чеботарева Казанского государственно-
го университета, Казань, 10–16 октября 2009 г.; «Сеточные методы для краевых
задач и приложения, X», Казань, К(П)ФУ, 24–29 сентября 2014 г.; «Фундамен-
тальные проблемы алгебры, анализа и геометрии», посвященной юбилеям П. А.
и А. П. Широковых, Казань, К(П)ФУ, 26 июня — 2 июля 2016 г.; «Сеточные ме-
тоды для краевых задач и приложения, XI», Казань, К(П)ФУ, 25–29 сентября
2016 г.; Уфимская математическая конференция, Уфа, Институт математики с
ВЦ УНЦ РАН, БГУ, 27–30 сентября 2016 г.; конференция, посвященная 100–летию
со дня рождения А. Ф. Леонтьева, Уфа, ИМ с ВЦ УНЦ РАН, БГУ, АН РБ, 24–
27 мая 2017 г.; «Probability Theory and Mathematical Statistics», Казань, К(П)ФУ,
7–10 ноября 2017 г.; «Комплексный анализ и геометрия», Уфа, ИМ с ВЦ УНЦ
РАН, БГУ, 23–26 мая 2018 г.; «Quantum Structures — 2018», Казань, К(П)ФУ,
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16–20 июля 2018 г.; конференция, посвященная 100–летию со дня рождения М.
Джрбашяна, Ереван, ИМ НАН Армении, 22–24 октября 2018 г.; «Mathematical
Physics, Dynamical Systems, Infinite-Dimensional Analysis», Долгопрудный, МФТИ,
17–21 июня 2019 г.; «Алгебра и математическая логика: теория и приложения»,
посвященная 125–летию со дня рождения основателя кафедры алгебры Казанско-
го университета чл.-корр. АН СССР Н. Г.Чеботарева и 75–летию со дня рождения
зав. каф. алгебры акад. АН РТ М.М. Арсланова, Казань, К(П)ФУ, 24–28 июня
2019 г.

Результаты диссертации докладывались на следующих научно–
исследовательских семинарах: «Алгебры в анализе» кафедры теории функций
и функционального анализа в МГУ им. М. В. Ломоносова (руководители: про-
фессор А.Я. Хелемский, доцент А. Ю. Пирковский) в 2001, 2006 гг. и 8 декабря
2017 г.; «Алгебры операторов и их приложения» кафедры математического
анализа в Казанском ГУ (руководитель: профессор А. Н. Шерстнев) в 2000, 2001
и 2004 гг.; на семинаре по общей топологии имени академика П. С. Александрова
кафедры общей топологии и геометрии в МГУ им. М. В.Ломоносова (зав. кафед-
рой профессор В. В.Федорчук) 29 марта 2001 г.; «Топология и Анализ» кафедры
высшей геометрии и топологии в МГУ им. М. В. Ломоносова (руководители:
профессора А. С. Мищенко, В.М. Мануйлов, Е. В. Троицкий и др.) 20 марта
2003 г.; «Топологическая динамика» кафедры общей топологии и геометрии в
МГУ им. М.В. Ломоносова (руководитель: профессор С.А. Богатый) в 2004 г.;
на семинаре кафедры геометрии в Казанском ГУ (зав. кафедрой профессор
Б.Н. Шапуков) в 2004 г.; на семинаре кафедры высшей математики в Казан-
ском государственном энергетическом университете (руководители: профессора
С.А. Григорян, А.С. Ситдиков, доцент Е.В. Липачева) регулярно в 2006–2019 гг.;
на семинаре кафедр вычислительной математики и математического анализа
в К(П)ФУ (руководители: профессора М.М. Карчевский, Р. Р. Шагидуллин,
доцент Р.Н. Гумеров) регулярно в 2014–2019 гг.; на семинаре кафедры алгебры
и математической логики в К(П)ФУ (руководители: профессор М. М. Арсланов,
доцент А. Н.Абызов) 15 декабря 2017 г.; на семинаре кафедры высшей математи-
ки в МФТИ (руководитель: профессор Е. С. Половинкин) 21 мая 2019 г. Работа
в целом докладывалась на кафедре математического анализа в К(П)ФУ (зав.
кафедрой профессор С. Р.Насыров) 28 февраля 2020 г.

Публикации. Основные результаты, изложенные в диссертации, опубликованы в
20 работах — это статьи в рецензируемых научных журналах, входящих в списки
RSCI, Scopus, WoS. Всего по теме диссертации автором опубликована 41 научная
работа и 2 учебно-методических пособия.

Личный вклад автора. Результаты диссертации, выносимые на защиту и со-
ставляющие ее основное содержание, получены лично автором.

Часть результатов работы опубликована в совместных статьях [79,82,83,86,87,
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90,92–94]. В каждой из статей [79,82,92,93] автору диссертации принадлежит од-
на третья часть содержания. В работах [83, 86] автору диссертации принадлежат
все сформулированные утверждения и их доказательства, а соавтору — поста-
новка задачи о поднятии групповой структуры и общее указание на связь этой
задачи с теорией многочленов Вейерштрасса. В статье [87] все сформулированные
утверждения и их доказательства принадлежат автору диссертации. Эта работа
написана в результате обсуждений авторами известного факта, обобщением кото-
рого является предложение 1 из статьи. В статьях [90] и [94] автору диссертации
принадлежат соответственно две третьих части и половина содержания.

В диссертацию вошли лишь те результаты, доказательства которых получены
автором самостоятельно. Ее содержание и основные положения, выносимые на
защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные статьи.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, четырех
глав, каждая из которых разбита на параграфы, заключения, указателей обозна-
чений и терминов, списка литературы, содержащего 181 наименование и вклю-
чающего работы, опубликованные автором по теме диссертации. Общий объем
диссертации составляет 214 страниц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Нумерация утверждений и определений, приводимых ниже, соответствует ну-
мерации в диссертационной работе.

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рам-
ках темы диссертации, приводится обзор литературы и результатов по изучаемым
вопросам, формулируются цели и ставятся задачи. Здесь же формулируются ос-
новные результаты диссертации, обосновывается их новизна и значимость.

В §1.1 содержатся основные обозначения и предварительные сведения об объ-
ектах и морфизмах категорий топологических пространств и групп, с которыми
предстоит работать в дальнейшем. В частности, приводятся необходимые факты
из теории обратных спектров и их пределов в категориях топологических про-
странств и компактных групп, даются определения накрывающих отображений
и обобщенных средних.

Определение 1.1.11. Пусть k ∈ N и p : X −→ Y — сюръективное непре-
рывное отображение между топологическим пространствами X и Y , об-
ладающее следующим свойством. У каждой точки y ∈ Y существуют ее
окрестность W в пространстве Y и разбиение полного прообраза p−1(W )
на непересекающиеся окрестности Vi, i = 1, . . . , k, в пространстве X, такие,
что для каждого индекса i отображение p|Vi

: Vi −→ W, представляющее со-
бой ограничение отображения p на окрестность Vi, является гомеоморфизмом
Vi на W . Тогда p называется k-листным накрывающим отображением, или
просто k-листным накрытием. При этом X называется накрывающим про-
странством, Y — базой накрывающего отображения p, а W — правильно, или
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ровно, накрытой окрестностью. Семейство окрестностей {Vi : i = 1, . . . , k}
называется разбиением полного прообраза p−1(W ) на слои. Число k называет-
ся кратностью отображения p. Отображение p называется конечнолистным
накрытием, если оно является k-листным накрытием для некоторого числа
k ∈ N. Конечнолистное накрытие p называется связным, если пространства X
и Y связны.

Определение 1.1.12. Конечнолистные накрытия p : X → Y и q : Z → Y
называются изоморфными, или эквивалентными, если существует гомеомор-
физм ρ : X → Z, такой, что p = q ◦ ρ.

Определение 1.1.13. Конечнолистное накрытие p : X → Y назы-
вается тривиальным, если оно изоморфно проекции декартова произведения
X × {1, . . . , k} на первую координату, где k ∈ N.

Определение 1.1.14. Пусть k ∈ N. Аддитивная абелева группа G назы-
вается k-делимой, если для любого g ∈ G существует h ∈ G, такой, что
kh = g.

Говорят также об извлечении корня k-ой степени в группе G.

Определение 1.1.16. Пусть X — топологическое пространство и пусть
натуральное число k > 2. Непрерывное отображение µ : X×X× . . .×X −→ X
из декартово произведения k экземпляров X называется k-средним на X,
если µ(x, x, . . . , x) = x и µ(x1, x2, . . . , xk) = µ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)) для любых
x, x1, x2, . . . , xk ∈ X и любой перестановки σ множества чисел {1, . . . , k}.

§1.2 является подготовительным для решения задачи о подъеме группо-
вой структуры на конечнолистное накрывающее пространство компактной связ-
ной группы. В этом параграфе строится семейство накрытий компактных
групп Ли, аппроксимирующее заданное k-листное накрывающее отображение
p : X −→ G, k ∈ N, из компактного пространства X на компактную связ-
ную группу G. Для этого рассматривается обратный спектр {Gλ, π

µ
λ ,Λ } над

направленным вверх множеством (Λ,≺), такой, что имеет место изоморфизм
(G, {πλ}) w lim←−{Gλ, π

µ
λ ,Λ} в категории компактных групп. Этот спектр состоит

из компактных связных групп Ли и их открытых сюръективных гомоморфизмов.
Он называется рядом Ли для группы G.

Далее, выбирается индекс α ∈ Λ, удовлетворяющий некоторым условиям, и
рассматривается конфинальное подмножество Λα := {λ ∈ Λ : α ≺ λ } в множе-
стве индексов Λ. При этом группа G является обратным пределом подспектра
ряда Ли для группы G, который рассматривается над множеством Λα.

Затем, для каждого индекса λ ∈ Λα строятся компактное связное простран-
ство Xλ и отображение pλ : Xλ −→ Gλ, такие, что имеет место

Предложение 1.2.1. Существует индекс β ∈ Λα, такой, что для каждого
индекса λ ∈ Λβ отображение pλ : Xλ → Gλ является k-листным накрывающим
отображением.
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Основным утверждением данного параграфа является

Предложение 1.2.2. Конечнолистное накрывающее отображение
p : X → G из связного топологического пространства на компактную
группу является с точностью до изоморфизма предельным морфизмом,
индуцированным морфизмом

{pλ : λ ∈ Λβ} : {Xλ, h
µ
λ,Λβ} −→ {Gλ, π

µ
λ ,Λβ}

обратных систем в категории компактных пространств.

Следующий §1.3 посвящен доказательству теоремы о накрывающей группе.

Теорема 1.3.1. (Теорема о накрывающей группе)
Пусть p : X → G — конечнолистное накрывающее отображение из связного

пространства X на компактную группу G с единицей e. Тогда для любой
точки ẽ из множества p−1(e) на пространстве X существует единствен-
ная структура топологической группы, такая, что элемент ẽ является ее
единицей, а p — гомоморфизмом компактных групп. Более того, если группа
G абелева, то отображение p — гомоморфизм абелевых групп.

В доказательстве теоремы 1.3.1 используется теорема Понтрягина о накрыва-
ющей группе и предложение 1.2.2.

В последнем §1.4 этой главы даются приложения доказанной теоремы о накры-
вающей группе в случае компактных связных абелевых групп. Она применяется
для изучения структуры конечнолистных накрывающих отображений и к пробле-
ме существования обобщенных средних. При этом используются факты теории
двойственности Понтрягина — ван Кампена.

С использованием теоремы о накрывающей группе сначала доказывается

Теорема 1.4.1. Пусть p : X → G — связное конечнолистное накрывающее
отображение на компактную связную абелеву группу G. Группа характеров
Ĝ допускает деление на кратность накрытия p в том и только том случае,
когда кратность накрытия p равняется единице, то есть, отображение p

является гомеоморфизмом.

Из теоремы 1.4.1 и критерия Кислинга [53, теорема 1.1] о существовании обоб-
щенных средних, сформулированного на с. 4, вытекают следствия.

Следствие 1.4.1. Пусть натуральное число k > 2. Если группа характеров
Ĝ является k-делимой, то не существует k-листного накрывающего отоб-
ражения из связного топологического пространства на компактную связную
абелеву группу G.

Следствие 1.4.2. Пусть натуральное число k > 2. Если существует k-
листное накрывающее отображение из связного топологического пространства
на компактную связную абелеву группу G, то на G не существует k-среднее.
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Теорема 1.4.1 позволяет доказать достаточность условия, сформулированного в
следующем критерии тривиальности конечнолистных накрывающих отображений
на компактные связные абелевы группы.

Теорема 1.4.2. Пусть k ∈ N. Все k-листные накрывающие отображения
на компактную связную абелеву группу G являются тривиальными тогда и
только тогда, когда группа характеров Ĝ допускает деление на k!.

Доказательство необходимости условия, сформулированного в теореме 1.4.2,
ввиду использования в нем доказываемых в дальнейшем свойств многочленов
Вейерштрасса, нам удобнее отложить до §2.4 в главе 2. Это будет теорема 2.4.3.

Следствием теоремы 1.4.2 и критерия Кислинга [53, теорема 1.1] является

Теорема 1.4.3. Пусть k ∈ N. Все k-листные накрывающие отображения
на компактную связную абелеву группу G являются тривиальными тогда и
только тогда, когда на группе G существует k!-среднее.

В главе 2, состоящей из четырех параграфов, рассматриваются многочлены
Вейерштрасса и уравнения над банаховыми алгебрами непрерывных функций на
компактных связных абелевых группах G. Исследуется их тесная связь с поли-
номиальными накрывающими отображениями.

В §2.1 приводятся основные сведения о многочленах Вейерштрасса, коэффи-
циентами которых являются непрерывные комплекснозначные функции и о по-
линомиальных накрытиях, определяемых многочленами Вейерштрасса.

Определение 2.1.1. Многочленом Вейерштрасса степени n над C(G), или
над G, называется полиномиальная функция R : G× C −→ C, такая, что

R(g, z) = zn + f1(g)z
n−1 + f2(g)z

n−2 + · · ·+ fn(g),

где f1, . . . , fn ∈ C(G), n ∈ N, g ∈ G, z ∈ C.

Определение 2.1.2. Многочлен Вейерштрасса R называется сепарабельным,
или простым, если для каждого g ∈ G многочлен R(g, z) от переменной z с
комплексными коэффициентами не имеет кратных корней в поле C.

Вместе с сепарабельным многочленом Вейерштрасса R степени n над G рас-
сматриваются множество его нулей E(R) = {(g, z) ∈ G × C | R(g, z) = 0} как
подпространство в G× C и проекция на первую координату pr : E(R) −→ G.

Отображение pr является n-листным накрытием [44, предложение 3.2].

Определение 2.1.3. Проекция pr : E(R) −→ G называется полиноми-
альным накрытием, а пространство E(R) — полиномиальным накрывающим
пространством над G, определяемым многочленом Вейерштрасса R.

§2.2 посвящен доказательству следующего утверждения.

Теорема 2.2.1. Любое конечнолистное накрывающее отображение на связ-
ную компактную абелеву группу G эквивалентно полиномиальному накрыва-
ющему отображению.
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В §2.3. вводится понятие непрерывного многообразия Вейерштрасса, порожда-
емого конечным набором многочленов.

Определение 2.3.1. Пусть дано конечное семейство многочленов Вейер-
штрасса P1(g, z), . . . , Pm(g, z) над C(G). Подпространство E(P1, . . . , Pm) декар-
това произведения G× Cm, задаваемое формулой

E(P1, . . . , Pm) = {(g, z1, . . . , zm) | g ∈ G, zj ∈ C, Pj(g, zj) = 0, j = 1, . . . ,m},

называется непрерывным многообразием Вейерштрасса, порождаемым много-
членами P1(g, z), . . . , Pm(g, z).

Теорема 2.3.1. Пусть p : X −→ G — n-листное накрывающее отображение
из связного пространства X на компактную связную абелеву группу G. То-
гда существуют многочлены Вейерштрасса Rj(g, z) = znj − χj(g), где nj ∈ N,
χj ∈ Ĝ, j = 1, . . . ,m, такие, что наркытие p эквивалентно отображению
проектирования на первую координату многообразия Вейерштрасса, порождае-
мого многочленами R1(g, z), . . . , Rm(g, z). При этом степени многочленов Вей-
ерштрасса связаны с кратностью накрытия p равенством n = n1 · . . . · nm.

Из доказательства теоремы 2.3.1 вытекает

Теорема 2.3.2. Пусть p : X −→ G — n-листное накрывающее отобра-
жение из связного пространства X на компактную связную абелеву груп-
пу G, где n — простое число. Тогда существует многочлен Вейерштрасса
R(g, z) = zn − χ(g), где χ ∈ Ĝ, такой, что накрытие p эквивалентно по-
линомиальному накрытию, определяемому многочленом R.

В §2.4 сначала изучаются свойства алгебраических уравнений с непрерывными
коэффициентами вида xn−χ = 0, где χ — характер компактной связной абелевой
группы G. При этом доказывается следующий результат об их решениях.

Теорема 2.4.2. Пусть χ0 ∈ Ĝ. Предположим, что уравнение xn − χ0 = 0
имеет решение в алгебре C(G). Тогда это уравнение имеет решение и в группе
характеров Ĝ.

Используя теорему 2.4.2, доказывается оставшаяся импликация в теоре-
ме 1.4.2, то есть, необходимость возможности деления на n! в группе характеров
Ĝ группы G, у которой все n-листные накрытия тривиальны. Следуя терми-
нологии, принятой в теории многочленов Вейерштрасса, мы формулируем этот
результат следующим образом.

Теорема 2.4.3. Пусть все n-листные накрытия группы G тривиальны.
Тогда в группе характеров Ĝ возможно извлечение корня степени n!.

В формулировках утверждений последних двух глав P = (p1, p2, . . .) — произ-
вольная последовательность простых чисел, k —произвольное натуральное число.

Глава 3 состоит из четырех параграфов и посвящена отображениям P -
адических соленоидов.
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§3.1 содержит необходимые сведения о соленоидах.

Определение 3.1.1. Пусть M = (m1,m2, . . .) — произвольная последова-
тельность натуральных чисел. Соленоидом ΣM называется обратный предел
обратной последовательности

S1 S1f2
1oo S1f3

2oo . . . ,
f4
3oo

в которой связующее отображение fn+1
n является отображением возведения

в mn-ую степень, то есть, fn+1
n (z) = zmn, где z ∈ S1, n ∈ N.

Известно, что ΣM представляет из себя метрический связный компакт, кото-
рый не является локально связным. Относительно покоординатных операций ΣM

является компактной связной абелевой группой с единицей e = (1, 1, . . .).

Определение 3.1.2. Компактная группа ΣP называется P -адическим со-
леноидом. Если pn = 2 для всех n ∈ N, то он называется диадическим.

Определение 3.1.3. Простое число q встречается бесконечно много раз, или
часто, в P , если для любого n ∈ N есть m ∈ N, такое, что m > n и pm = q.

В §3.2 для P -адического соленоида ΣP изучаются свойства его эндоморфизма
hk
P : ΣP → ΣP , представляющего собой операцию возведения в степень k. При

этом hk
P рассматривается в качестве предельного морфизма, индуцированного

морфизмом между двумя копиями одной и той же обратной последовательности,
пределом которой является соленоид ΣP .

Первая часть параграфа представляет из себя доказательство следующей тео-
ремы, которое разбито на ряд утверждений.

Теорема 3.2.1. Отображение hk
P является k-листным накрывающим

отображением P -адического соленоида тогда и только тогда, когда число k

не имеет простого делителя, который встречается бесконечно много раз в по-
следовательности P .

Следствием этой теоремы и факта о делимости в группе чисел QP является

Теорема 3.2.2. Отображение hk
P : ΣP −→ ΣP является k-листным накры-

вающим отображением P -адического соленоида тогда и только тогда, когда у
числа k нет простого делителя q, такого, что группа рациональных чисел QP

является q-делимой.

Использование аппроксимирующего семейства накрытий, построенного в §1.2,
и теорем классической теории накрывающих пространств позволяет получить сле-
дующее утверждение.

Теорема 3.2.3. Пусть f : X −→ ΣP — k-листное связное накрывающее
отображение на P -адический соленоид ΣP . Тогда f эквивалентно предельному
отображению hk

P .

Итоговым результатом этого параграфа является
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Теорема 3.2.4. Если у числа k имеется простой делитель, который встре-
чается бесконечно много раз в последовательности P , то не существует k-
листного связного накрывающего отображения на P -адический соленоид. Если
же у числа k нет простого делителя, который встречается бесконечно много
раз в последовательности P , то отображение hk

P является k-листным накры-
вающим отображением; более того, каждое связное k-листное накрывающее
отображение на ΣP эквивалентно предельному отображению hk

P .

Свойства множества периодических точек отображений hk
P изучаются в §3.3.

Напомним, точка называется периодической для отображения, если она непо-
движна относительно некоторой итерации этого отображения.

В рассмотрение вводится множество S(P ), состоящее из всех простых чисел
из натурального ряда, которые не встречаются бесконечно много раз в P . В
зависимости от мощности S(P ), имеют место следующие предложения.

Предложение 3.3.1. Пусть S(P ) = ∅. Тогда для каждого натурального
числа k > 2 единичный элемент e = (1, 1, . . .) в P -адическом соленоиде
является единственной периодической точкой отображения hk

P .

Предложение 3.3.2. Пусть множество S(P ) бесконечно. Тогда для каж-
дого натурального числа k > 2 множество периодических точек отображения
hk
P плотно в P -адическом соленоиде ΣP .

Предложение 3.3.3. Пусть множество S(P ) непусто и конечно. Пусть
k > 2. Если число k кратно произведению всех простых чисел, входящих в мно-
жество S(P ), то единичный элемент e в P -адическом соленоиде является
единственной периодической точкой отображения hk

P . Если же найдется про-
стое число из множества S(P ), которое не является делителем числа k, то
множество всех периодических точек отображения hk

P плотно в соленоиде ΣP .

Эти три предложения доставляют критерий плотности множеств периодиче-
ских точек накрытий соленоидов.

Теорема 3.3.2. Пусть k > 2. Для того, чтобы множество периодических
точек отображения возведения в степень k в P -адическом соленоиде было
плотным необходимо и достаточно, чтобы существовало простое число, ко-
торое не встречается бесконечно много раз в последовательности P и не
является делителем числа k.

§3.4 посвящен вопросу о существовании обобщенных средних на P -адических
соленоидах. В нем содержатся следующие теоремы.

Теорема 3.4.1. Пусть k > 2. Тогда существует k-среднее на ΣP в том
и только том случае, когда каждый простой делитель числа k встречается
бесконечно много раз в P .

Теорема 3.4.3. Пусть k > 2. Тогда существует k-среднее на ΣP в том
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и только том случае, когда для каждого простого делителя p числа k не
существуют p-листные связные накрытия соленоида ΣP .

Теорема 3.4.4. Пусть M = (m1,m2, . . .) — произвольная последователь-
ность натуральных чисел больше единицы и пусть натуральное число n > 2.
Тогда существует n-среднее на соленоиде ΣM в том и только том случае,
когда каждый простой делитель числа n делит бесконечно много членов M .

Последняя глава 4, состоящая из четырех параграфов, посвящена C∗-
алгебрам. В ней рассматриваются редуцированные полугрупповые C∗-алгебры
и полные матричные алгебры.

В §4.1 приведены необходимые сведения об изометрических представлениях
полугрупп рациональных чисел, о полугрупповых C∗-алгебрах, об индуктивных
последовательностях C∗-алгебр и групп.

Рассматривается гильбертово пространство l2(Q+
P ) квадратично суммируемых

комплекснозначных функций на полугруппе Q+
P . Для каждого a ∈ Q+

P определя-
ется изометрический оператор Ta на l2(Q+

P ), задаваемый на векторах канониче-
ского базиса l2(Q+

P ) формулой Ta(eb) = ea+b, где b ∈ Q+
P .

Определение 4.1.1. Унитальная C∗-подалгебра в алгебре всех ограниченных
линейных операторов на l2(Q+

P ), порожденная множеством всех изометрий Ta,
a ∈ Q+

P , обозначается через C∗r (Q+
P ) и называется редуцированной полугрупповой

C∗-алгеброй для полугруппы Q+
P , или алгеброй Тёплица, порожденной Q+

P .
Алгебра Теплица T , порождаемая правым сдвигом T , определяется аналогично

для полугруппы Z+. В §4.1 доказывается частный случай теоремы Кобурна.
Лемма 4.1.2. Для любого числа n ∈ N существует единственный униталь-

ный ∗-гомоморфизм C∗-алгебр φ : T −→ T : T 7→ T n. Более того, гомоморфизм
φ изометричен.

Лемма 4.1.2 служит инструментом для построения индуктивных последо-
вательностей алгебр Теплица {T , φn}, определяемых последовательностями
P = (p1, p2, . . .). Связующими ∗-гомоморфизмами φn таких индуктивных по-
следовательностей являются отображения, которые, по лемме 4.1.2, однозначно
задаются формулой φn : T −→ T : T 7→ T pn, n ∈ N.

Такие индуктивные последовательности {T , φn} рассматриваются в §4.2, где
доказывается утверждение об их индуктивных пределах.

Предложение 4.2.1. Пусть {T , φn} — индуктивная последовательность
алгебр Тёплица, определяемая последовательностью P . Тогда существует изо-
морфизм lim−→{T , φn} ≃ C∗r (Q+

P ) в категории C∗–алгебр.
Также в этом параграфе для последовательностей P и натуральных чисел k

строятся предельные ∗-эндоморфизмы ϕk
P полугрупповых C∗-алгебр C∗(Q+

P )
для полугрупп неотрицательных рациональных чисел Q+

P . Такой эндоморфизм

ϕk
P := lim−→

{
ϕk
n |n ∈ N

}
: C∗r (Q+

P ) −→ C∗r (Q+
P )
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индуцируется морфизмом
{
ϕk
n |n ∈ N

}
между двумя копиями одной и той же по-

следовательности алгебр Теплица {T , φn}, который действует «покоординатно»
между объектами копий и задается формулой ϕk

n : T −→ T : T 7−→ T k, n ∈ N.
В предложении 4.2.2 показывается, что ∗-гомоморфизм ϕk

P совпадает с ∗-
эндоморфизмом C∗-алгебры C∗r (Q+

P ), который доставляется свойством универ-
сальности для изометрического представления полугруппы Q+

P .
В §4.3 изучаются теоретико-множественным свойства предельных ∗-

эндоморфизмов ϕk
P полугрупповой C∗-алгебры C∗r (Q+

P ). Эти свойства
сформулированы в следующих четырех доказываемых предложениях.

Предложение 4.3.1. Для каждого числа k эндоморфизм ϕk
P инъективен.

Предложение 4.3.2. Пусть каждый простой делитель числа k встреча-
ется бесконечно много раз в P . Тогда ϕk

P является ∗-автоморфизмом.

Предложение 4.3.3. Пусть k — простое число, которое не встречается
бесконечно много раз в P . Тогда ϕk

P не является сюръективным.

Предложение 4.3.4. Если у числа k есть простой делитель, который не
встречается бесконечно много раз в P , то ϕk

P не является сюръективным.

Приведенные предложения позволяют сформулировать критерий.

Теорема 4.3.1. Пусть k > 2. Для того, чтобы эндоморфизм φk
P был ∗-

автоморфизмом необходимо и достаточно, чтобы каждый простой делитель
числа k встречался бесконечно много раз в последовательности P .

Из теоремы 4.3.1 и результатов о наличии деления в группах и о существовании
обобщенных средних следует

Теорема 4.3.2. Для последовательности простых чисел P и натурального
числа k > 2 следующие условия эквивалентны:

1) морфизм φk
P : C∗r (Q+

P ) −→ C∗r (Q+
P ) является ∗-автоморфизмом;

2) группа рациональных чисел QP является k-делимой;
3) на P -адическом соленоиде ΣP существует k-среднее.

В последнем §4.4 диссертации естественная структура топологической группы
обратимых матриц GLn(C) в полной матричной алгебре Mn(C) используется
при доказательстве следующего результата. В его формулировке под элементом
из Mn(C), имеющим простой спектр, подразумевается квадратная матрица, у ко-
торой n различных собственных значений, n ∈ N.

Теорема 4.4.1. Пусть заданы отображения f1, f2 : GLn(C) −→ GLn(C),
среди которых хотя бы одно является открытым. Пусть ∥ · ∥ — произвольная
норма на пространстве квадратных матриц Mn(C). Тогда для любых матриц
A, B ∈Mn(C) и любого действительного числа ε > 0 существуют обратимые
матрицы Aε, Bε ∈ GLn(C) с простыми спектрами, такие, что выполняются
неравенства ∥A− Aε∥ < ε, ∥B −Bε∥ < ε, и при этом произведение матриц
f(Aε)g(Bε) имеет простой спектр.
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В конце параграфа сформулирована теорема 4.4.2, являющаяся обобщением
теоремы 4.4.1 на случай произвольного конечного числа отображений и матриц.

Заключение. В диссертации исследованы свойства отображений компактных
групп, многочленов Вейерштрасса над банаховыми алгебрами непрерывных
функций на компактных группах и ∗-гомоморфизмов полугрупповых C∗-алгебр.
Все поставленные цели достигнуты.

Центральным результатом диссертации является теорема о накрывающей
группе для конечнолистных накрытий произвольных компактных связных групп.
На основе этой теоремы изучена структура конечнолистных накрывающих отоб-
ражений на компактные связные абелевы группы и выявлена тесная связь та-
ких отображений с полиномиальными накрытиями, определяемыми многочлена-
ми Вейерштрасса с непрерывными коэффициентами. Доказанная теорема приме-
нена к изучению вопроса о существовании обобщенных средних.

В диссертации исследованы свойства предельных морфизмов для двух важных
классов объектов в категории компактных групп и в категории C∗-алгебр. Этими
объектами являются соответственно P -адические соленоиды и полугрупповые C∗-
алгебры для полугрупп рациональных чисел.

В работе продемонстрировано использование структуры топологической груп-
пы обратимых матриц при аппроксимации элементов полной матричной алгебры.

Среди перспективных направлений дальнейшего развития идей, представлен-
ных в диссертации, выделяются две темы. Одной из них является исследование
полиномиальных накрытий и многочленов Вейрштрасса для конкретных классов
компактных связных абелевых групп. Другой темой является изучение индуктив-
ных систем C∗- алгебр над частично упорядоченными множествами. Несомненной
мотивацией для исследователей таких индуктивных систем служит их значимая
роль, которую они играют в аксиоматике алгебраической квантовой теории поля.

Автор выражает глубокую благодарность профессору С.А. Григоряну за пло-
дотворные обсуждения задачи о поднятии групповой структуры и ее приложений
в теории многочленов Вейерштрасса с непрерывными коэффициентами.
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[27] van Dantzig, D. Über topologisch homogene Kontinua / D. van Dantzig // Fund. Math. — 1930. — V. 15.
— P. 102–125.

[28] van Dantzig, D. Zur topologischen Algebra, III, Brouwersche und Cantorsche Gruppen / D. van Dantzig
// Compositio Math. — 1936. — V. 3. — P. 408–426.

[29] Deckard, D. On matrices over the ring of continuous functions on a Stonian space / D. Deckard and
C.Pearcy // Proc. Amer. Math. Soc. — 1963. — V. 14. — P. 322–328.

[30] Deckard, D. On algebraic closure in function algebras / D. Deckard and C. Pearcy // Proc. Amer. Math.
Soc. — 1964. — V. 15. — P. 259–263.

[31] Douglas, R.G. On the C∗-algebra of Toeplitz operators on the quater-plane / R. G.Douglas, R. Howe
// Trans. Amer. Math. Soc. — 1971. — V. 158. — P. 203–217.

[32] Douglas, R.G. On the C∗-algebra of a one-parameter semigroup of isometries. / R.G. Douglas // Acta
Math. — 1972. — V. 128. — P. 143–152.

[33] Dydak, J. Overlays and group actions / J.Dydak // Topology Appl. — 2016. — V. 207. — P. 22–32.
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