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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
Актуальность темы исследования.  

Математическими моделями рассматриваемых в диссертационной работе 

управляемых объектов являются системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Основной задачей является задача стабилизации этих объектов с 

помощью управления в форме обратной связи по состоянию или по 
измеряемому выходу.  

В задаче стабилизации объекта по состоянию предполагают, что 

состояние системы доступно измерению и управление строят в виде линейной 
обратной связи по состоянию. При этом возможна ситуация, когда полученное 
решение физически не может быть реализовано. Например, в силу того, что в 

реальных условиях работы система должна находиться в области ее 
допустимых состояний. В связи с этим возникает необходимость учитывать в 
модели ограничения на управляющие и фазовые переменные. 

Задачи управления с ограничениями на управляющие и фазовые 
переменные считаются весьма трудными для решения. В настоящее время 
существует несколько подходов к решению таких задач. Один из них связан с 

попытками построения ограниченного управления, обеспечивающего 
асимптотическую устойчивость замкнутой системы. Основная идея работ на 
эту тему состоит в поиске подходящей квадратичной функции Ляпунова, 

позволяющей оценить область притяжения замкнутой системы. Несколько 
иной подход к решению, также базируется на идеях метода Ляпунова, но 
использует не квадратичные функции Ляпунова и теорию линейных матричных 

неравенств. Одним из эвристических подходов к учету геометрических 
ограничений на управляющее воздействие в задачах стабилизации является 
использование управления типа срезки линейного по фазовым переменным 

управляющего сигнала по величине ограничений.  
Пусть решена задача поиска управления по состоянию, которое 

обеспечивает стабилизацию линейной динамической системы при 

ограничениях на фазовые и управляющие переменные. Однако в реальных 
ситуациях состояние системы измеряется, как правило, с ошибкой. Поэтому 
открытым остается вопрос о возможности применения полученных законов 

управления в указанной ситуации. 
При решении практических задач управления реальными физическими 

объектами полная информация о состоянии системы обычно недоступна 

измерению. Как правило доступно измерению лишь часть фазовых переменных 
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или их линейная комбинация. В связи с этим возникает нетривиальная задача 

стабилизации линейных динамических систем с помощью управления по 
измеряемому выходу системы. Для ее решения применяют законы управления в 
виде линейной обратной связи по измеряемому выходу системы, а также 

динамические регуляторы по измеряемому выходу системы. 
Вопрос поиска управления в виде линейной обратной связи по 

измеряемому выходу, который будет обеспечивать стабилизацию замкнутой 
системы является важным и актуальным в настоящее время. Есть разные 
подходы к решению задачи. В подходе, основанном на применении метода 

квадратичных функций Ляпунова и аппарата линейных матричных неравенств, 
решение задачи стабилизации линейной динамической системы с помощью 
управления по измеряемому выходу сводится к разрешимости системы 

билинейных матричных неравенств. Эта задача не принадлежит классу задач 
выпуклого программирования. В настоящее время отсутствуют эффективные с 
вычислительной точки зрения численные методы решения такого класса задач. 

Из-за актуальности этим вопросом продолжают заниматься до настоящего 
времени. 

Более сложным является случай, когда закон управления по измеряемому 

выходу, должен обеспечить не только асимптотическую устойчивость 
состояния равновесия замкнутой системы, но и обеспечить выполнение 
заданных требований к функционированию системы. Например, ограничений 

на фазовые переменные объекта. При этом актуальным является вопрос об 
области притяжения состояния равновесия замкнутой системы при 
ограничениях на фазовые переменные. Также актуальным и открытым остается 

вопрос о возможности применения полученных законов управления в случае, 
когда выходные переменные системы измеряются с ошибкой. 

Третья задача, которая рассматривается в диссертационной работе, 

связана с вопросом поиска динамического регулятора по измеряемому выходу, 
который будет обеспечивать стабилизацию замкнутой системы. 

Существуют разные способы построения динамических регуляторов, в 

частности способ, основанный на применении метода квадратичных функций 
Ляпунова и аппарата линейных матричных неравенств. Известно, что в случае 
поиска параметров динамического регулятора по измеряемому выходу полного 

порядка, решение задачи стабилизации сводиться к разрешимости системы 
линейных матричных неравенств относительно двух неизвестных 
симметричных положительно определенных матриц. Эта задача принадлежит 

классу задач выпуклого программирования, поэтому параметры такого 
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регулятора можно получить, например, используя пакет Matlab. Также 

известно, что в случае поиска параметров динамического регулятора по 
измеряемому выходу пониженного порядка решение задачи стабилизации 
сводиться к разрешимости системы линейных матричных неравенств 

относительно двух неизвестных симметричных положительно определенных 
взаимнообратных матриц. Эта задача уже не принадлежит классу задач 

выпуклого программирования, и поэтому она является сложной. Из-за 
актуальности ею продолжают заниматься до настоящего времени. При этом ни 
один из предложенных к настоящему времени алгоритмов не гарантирует 

получение параметров динамического регулятора пониженного порядка. 
В настоящее время случай построения динамического регулятора для 

линейного управляемого объекта при ограничениях на фазовые переменные 

был рассмотрен только для регулятора полного порядка. При этом актуальным 
остался вопрос поиска динамического регулятора пониженного порядка. 
Актуальным остается вопрос поиска динамических регуляторов как полного, 

так и пониженного порядков, которые будут обеспечивать заданную степень 
устойчивости замкнутой системы при фазовых ограничениях. Также открытым 
является вопрос об области притяжения состояния равновесия замкнутой 

системы, в которой полученные регуляторы будут обеспечивать стабилизацию 
замкнутой системы при ограничениях на фазовые переменные. Четвертым 
актуальным и открытым остается вопрос о возможности применения 

полученных регуляторов в случае, когда есть ошибки в измерениях выходных 
переменных. 

В рассмотренных выше задачах предполагалось, что все параметры 

системы точно известны, однако о параметрах реальных механических систем, 
как правило, известно лишь то, что они принадлежат некоторому диапазону. 
Поэтому значительный интерес представляет изучение линейных 

динамических систем, которые обладают некоторой неопределенностью, т.е. 
для которых один или несколько параметров точно не известны. Закон 
управления, который обеспечивает выполнение заданных целей для таких 

объектов, называют робастным управлением.  
В задаче робастной стабилизации по состоянию систему управления 

строят в виде линейной обратной связи по измеряемому состоянию. Вместе с 

тем, в случае отсутствия в модели ограничений на фазовые переменные объекта 
и управление возможна ситуация, когда полученное решение физически не 
может быть реализовано. В связи с этим возникает задача поиска управления в 

виде линейной обратной связи по состоянию, которое будет обеспечивать 
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робастную стабилизацию линейной динамической системы при наличии 

ограничений на фазовые и управляющие переменные. 
Проблема поиска робастного управления, а также проблема поиска 

робастного управления при заданных ограничениях являются сложными и 

актуальными в настоящее время. 
 

Цели и задачи темы исследования.  
Цель работы состоит в создании на основе современных достижений 

теории управления, теории линейных матричных неравенств и теории 

выпуклой оптимизации новых подходов и алгоритмов поиска законов 
управления динамическими системами в форме обратной связи по состоянию 
или по выходу, которые обеспечивают стабилизацию и выполнение заданных 

ограничений на фазовые и управляющие переменные. Решение задачи 
стабилизации в условиях, когда в математической модели рассматриваемого 
управляемого объекта присутствует неопределенность в задании параметров и 

построении робастного управления по состоянию, которое обеспечивает 
выполнение требуемых ограничений при всех допустимых неопределенных 
факторах. Разработка алгоритмов и программного обеспечения для численного 

решения данных задач. 
Исходя из целей работы, были поставлены следующие задачи: 

1. Построить оценку для области притяжения состояния равновесия 

замкнутой управлением системы, в которой закон управления, 
полученный как решение в задаче стабилизации по состоянию линейной 
динамической системы при ограничениях на фазовые и управляющие 

переменные, будет обеспечивать стабилизацию и в случае, когда 
измерение состояния системы производится с ошибкой; 

2. В случае не измеряемого состояния, решить задачу поиска закона 

управления в виде линейной обратной связи по измеряемому выходу 
системы и задачи синтеза динамических регуляторов по измеряемому 
выходу, которые обеспечивают стабилизацию линейной динамической 

системы и выполнение заданных ограничений на фазовые переменные. 
Исследовать возможность применения полученных законов управления в 
случае, когда присутствуют ошибки в измерениях выходных переменных; 

3. Решить задачу поиска законов управления, которые обеспечивают 
робастную стабилизацию по состоянию линейных динамических систем с 
учетом ограничений на фазовые и управляющие переменные; 
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4. Разработать методы и алгоритмы построения законов управления для 

указанных задач; 
5. Разработать програмное обеспечение, реализующее указанные методы и 

алгоритмы; 

6. Апробировать програмное обеспечение на примерах конкретных задач 
управления. 

 

Методы исследования.  
 Основными методами исследования являются метод функций Ляпунова, 

применяемый для исследования устойчивости решений систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений, и методы выпуклого анализа, в частности, 
аппарат линейных матричных неравенств. 

 

Научная новизна.  
В работе получены следующие новые научные результаты: 

1. Построена оценка для области притяжения состояния равновесия 
замкнутой управлением системы, в которой закон управления, 
полученный как решение в задаче стабилизации по состоянию линейной 

динамической системы при ограничениях на фазовые и управляющие 
переменные, будет обеспечивать стабилизацию и в случае, когда 
измерение состояния системы производится с ошибкой; 

2. Решена задача поиска закона управления в виде линейной обратной связи 
по измеряемому выходу системы, который обеспечивает стабилизацию 
линейной динамической системы и выполнение заданных ограничений на 

фазовые переменные. Получена оценка для области притяжения 
состояния равновесия замкнутой управлением системы, в которой будет 
обеспечиваться стабилизация и в том случае, когда есть ошибки в 

измерениях выходных переменных; 
3. Поставлены и решены задачи синтеза динамических регуляторов как 

полного, так и пониженного порядков, которые обеспечивают 

стабилизацию линейной динамической системы с заданной степенью 
устойчивости и выполнение заданных ограничений на фазовые 
переменные. Получена оценка для области притяжения состояния 

равновесия замкнутой системы, в которой эти регуляторы будут 
обеспечивать стабилизацию замкнутой системы с заданной степенью 
устойчивости и в том случае, когда присутствуют ошибки в измерениях 

выходных переменных; 
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4. Решена задача поиска законов управления, которые обеспечивают 

робастную стабилизацию по состоянию линейных динамических систем с 
учетом ограничений на фазовые и управляющие переменные. 

 

Теоретическая и практическая значимость работы.  
Полученные в диссертационной работе результаты могут использоваться 

для решения задач управления сложными динамическими системами в технике, 
экономике, финансовой математике. 
 

Основные положения, выносимые на защиту.  
1. Оценка для области притяжения состояния равновесия замкнутой 

управлением системы, в которой закон управления, полученный как 

решение в задаче стабилизации по состоянию линейной динамической 
системы при ограничениях на фазовые и управляющие переменные, 
будет обеспечивать стабилизацию и в случае, когда измерение состояния 

системы производится с ошибкой; 
2. Решение задачи поиска закона управления в виде линейной обратной 

связи по измеряемому выходу системы, который обеспечивает 

стабилизацию линейной динамической системы и выполнение заданных 
ограничений на фазовые переменные. Оценка для области притяжения 
состояния равновесия замкнутой управлением системы, в которой будет 

обеспечиваться стабилизация и в том случае, когда есть ошибки в 
измерениях выходных переменных; 

3. Решение задач синтеза динамических регуляторов как полного, так и 

пониженного порядков, которые обеспечивают стабилизацию линейной 
динамической системы с заданной степенью устойчивости и выполнение 
заданных ограничений на фазовые переменные. Оценка для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы, в которой 
полученные регуляторы будут обеспечивать стабилизацию замкнутой 
системы с заданной степенью устойчивости и в том случае, когда 

присутствуют ошибки в измерениях выходных переменных; 
4. Решение задачи поиска законов управления, которые обеспечивают 

робастную стабилизацию по состоянию линейных динамических систем с 

учетом ограничений на фазовые и управляющие переменные. 
 

Степень достоверности и апробации результатов.  
Достоверность утверждений и выводов, сформулированных в 
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диссертационной работе, подтверждается сравнением полученных в работе 

теоретических результатов с результатами, полученными в результате 
численных экспериментов. 

Материалы, изложенные в диссертационной работе, переставлены в виде 

секционных докладов и обсуждались на международных и всероссийских 
конференциях, съездах и научных школах: XII Международной конференции 

«Устойчивость и колебания нелинейных систем управления» (Москва, 2012); X 
Международной Четаевской конференции (Казань, 2012); XII всероссийском 
совещании по проблемам управления (Москва, 2014); ХI Всероссийском съезде 

по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной механики 
(Казань, 2015); XIII Международной конференции «Устойчивость и колебания 
нелинейных систем управления» (Москва, 2016); Международной конференции 

«Оптимальное управление и дифференциальные игры» (Москва, 2018); XIV 
Международной научной конференция «Устойчивость и колебания нелинейных 
систем управления» (Москва, 2018); Международной конференции 

«Современные проблемы математики и механики» (Москва, 2019); XV 
Международной научной конференции «Устойчивость и колебания 
нелинейных систем управления» (Москва, 2020); Международной научной 

конференции «Уфимская осенняя математическая школа» - 2020 (Уфа, 2020); 
XX Международной конференции «Математическое моделирование и 
суперкомпьютерные технологии» (Нижний Новгород, 2020); XXI 

Международной конференции «Математическое моделирование и 
суперкомпьютерные технологии» (Нижний Новгород, 2021). 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 10-01-

00514, № 11-01-00215, № 11-01-97022, № 12-01-31147, № 12-01-09330-моб_з, № 
13-01-00603, № 14-01-00266,  № 19-31-90086), а также в рамках НИР 3021 
"Управление механическими системами в условиях неопределенности" с 

финансированием из средств Минобрнауки России (базовая часть 
государственного задания на научные исследования). 
 

Публикации по теме работы.  
По теме диссертационной работы опубликованы 7 статей в журналах, 

рекомендованных ВАК РФ [1-7], 3 из них — в библиографической базе Web of 

Science, 4 публикации в библиографической базе Scopus. Также опубликовано 
14 статей и тезисов докладов, включенных в РИНЦ, в трудах международных и 
всероссийских конференций, съездов и математических школ [8-21]. 
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Личный вклад.  
В работах [4], [7] автором получены численные результаты совместно с 

соавторами. В совместной работе [5] автору принадлежит постановка задачи, 
доказательство теоремы и численные результаты. Из совместных работ в 

диссертацию вошли только результаты, полученные автором лично. 
 

Структура и объем работы.  
 Диссертационная работа состоит из введения, четырех глав, заключения и 
списка использованной литературы. Общий объем работы 109 страниц. 

 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении дано обоснование актуальности диссертационной работы, 
определены цели и задачи исследования, аргументирована научная новизна, 
практическая значимость работы, выделены выносимые на защиту положения, 

приведены сведения об апробации результатов работы, сведения о 
публикациях, дано краткое изложение диссертации по главам. 

В первой главе в § 1.1 сформулирована задача о стабилизации линейной 

динамической системы с помощью управления в виде линейной обратной связи 
по состоянию в случае, когда есть ограничения на фазовые и управляющие 
переменные. Для линейного управляемого объекта  

BuAxx  , 0)0( xx  , 

uDxCz iii  , Ni ,1 , 

требуется построить управление в виде линейной обратной связи по состоянию  
Kxu  , 

обеспечивающее асимптотическую устойчивость замкнутой системы и 

выполнение при заданных значениях i  ограничений  

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

Здесь nRx  – состояние системы, lRu  – управление, im

i Rz   – управляемые 

выходы системы; A , B , iC  и iD  – заданные матрицы.  

Описан подход к решению задачи, основанный на применении метода 

квадратичных функций Ляпунова и аппарата линейных матричных неравенств. 

Согласно подходу, если функция xYxV 1T   с матрицей 0T  YY  является 
квадратичной функцией Ляпунова замкнутой системы, то матрица параметров 
закона управления вычисляется как 

1 ZYK , 
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где матрицы 0T  YY , Z  удовлетворяют системе линейных матричных 
неравенств 

0TTT  BZBZAYYA ,  

0
2

TTT












IZDYC

DZYCY

iii

ii


, Ni ,1 . 

О п р е д е л е н и е  1 .  Областью притяжения   состояния равновесия 

замкнутой системы при ограничениях назовем множество всех начальных 
состояний, для которых фазовые траектории динамической системы, замкнутой 
управлением, будут асимптотически приближаться к состоянию равновесия и 

не выходить за границы множества, задаваемого ограничениями. 
О п р е д е л е н и е  2 .  Под оценкой для области притяжения состояния 

равновесия замкнутой системы при ограничениях будем понимать любое 

подмножество w . 
Если матрица параметров закона управления найдена, то, множество 

 1:)( 1T   xYxxYE  является оценкой для области притяжения состояния 

равновесия замкнутой системы при ограничениях. Приведен подход, который 
позволяет уточнить эту оценку для области притяжения состояния равновесия 

замкнутой системы при ограничениях. 
В § 1.2 сформулирована проблема о возможности применения для 

стабилизации при ограничениях полученного управления в том случае, когда 

состояние системы измеряется с ошибкой. Вводится переменная 

 xtIy )( , 

измеряемый выход системы,  где I  – единичная матрица размера nn , а 

матрица )(t  определяет относительные ошибки измерения фазовых 

переменных и в любой момент времени удовлетворяет матричному неравенству  

02T  I  
( 0  – заданный параметр), представляющему ограничения на допустимые 

значения ошибок измерения. Ставится задача о стабилизации исходной 
системы с помощью закона управления 

Kyu  . 

Рассматривается вопрос об области притяжения состояния равновесия 
замкнутой системы, в которой закон управления, полученный как решение в 

задаче стабилизации по состоянию линейной динамической системы при 
ограничениях на фазовые и управляющие переменные, будет обеспечивать 
стабилизацию также и в случае наличия ошибки в измеряемом состоянии.  

В § 1.3 сформулированы достаточные условия, позволяющие оценить 
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область притяжения состояния равновесия замкнутой системы. Представим 

wxy  , 

где xtw )( . Тогда замкнутая система имеет вид 

wBxAx  , 

wDxCz iii  , Ni ,1 , 

где BKAA  , BKB  , KDCC iii  , KDD ii  . Доказана теорема. 

Т е о р е м а  1 .  Пусть матрица 0T  ii XX  и величины 01  , 02  , 

0 , 0i  удовлетворяют системе матричных неравенств 

0
1

T

2

1

T












IXB

BXIAXXA

i

iii




,   0
2

TT

T22

2

T













IDDCD

DCXICC

iiii

iiiiii




. 

Тогда множество  1:)( T  xXxxXE ii  является оценкой для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы при ограничении 

iit
tz 


)(max

0
.  

Показано, что если каждая из матриц iX , Ni ,1 , имеет минимальный 

след и является решением данной системы линейных матричных неравенств 

для значения i , тогда множество )(
1 i

N

i
XE


  является оценкой для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы при ограничениях 

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В качестве примеров в § 1.4 приведены две задачи: стабилизация 
перевернутого маятника и задача о движении ферромагнитного тела в 
электромагнитном подвесе.  

Во второй главе в § 2.1, обсуждается решение задачи стабилизации 
линейной динамической системы с помощью управления в виде линейной 
обратной связи по измеряемому выходу. Приведены два основных подхода к 
поиску параметров закона управления по выходу. 

В § 2.2 сформулирована задача поиска управления по измеряемому 

выходу, которое обеспечивает стабилизацию линейной динамической системы 
и выполнение заданных ограничений на фазовые переменные. Для линейного 
управляемого объекта с не измеряемым состоянием 

BuAxx  , 0)0( xx  , 

xCz ii  , Ni ,1 , 

Cxy  , 

требуется построить управление в виде линейной обратной связи по 
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измеряемому выходу 

yu  , 

которое будет обеспечивать асимптотическую устойчивость замкнутой 

системы и выполнение при заданных значениях i  ограничений  

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

Здесь nRx  – состояние системы, lRu  – управление, nl  , im

i Rz   – 

управляемые выходы системы, kRy  – измеряемый выход системы, nk  ; A , 

B , С  и iC  – заданные матрицы соответствующих размеров. Предполагаем, что 

пара ),( BA  – стабилизируема, а пара ),( CA  – детектируема. 

В § 2.3 получены достаточные условия для нахождения матрицы 
параметров обратной связи.  

Т е о р е м а  2 .  Пусть взаимнообратные матрицы 0 TXX , 0 TYY  и 

величины 0i , Ni ,1  удовлетворяют системе линейных матричных 

неравенств  

0)(  TT B

TT

B
WAYYAW ,   0)(  C

TT

C WXAXAW , 

XCC ii

T

i

2 , Ni ,1 , 

где 0TB

TWB , 0CCW . Тогда все траектории замкнутой системы с 

начальными условиями )()0( XEx  ,  1:)(  XxxxXE T  удовлетворяют 

ограничениям iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . Матрицу параметров закона управления 

находим как решение относительно неизвестной матрицы   линейного 

матричного неравенства   

0 PQQP TTT , 

где AYYAT  , CYP  , TBQ  . 

Приведен подход, который позволяет уточнить множество начальных 
состояний, для которых полученный закон управления стабилизирует 

замкнутую систему при ограничениях iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . Доказана теорема. 

Т е о р е м а  3 .  Пусть матрица 0 T

ii XX  удовлетворяет системе 

линейных матричных неравенств 

0 CBXXBCAXXA ii

TTT

ii

T ,   iii

T

i XCC 2 . 

Тогда все траектории замкнутой системы с начальными условиями 

)()0( iXEx   удовлетворяют ограничению iit
tz 


)(max

0
.  

Показано, что если каждая из матриц iX , Ni ,1 , имеет минимальный 



 

  14 

след и является решением данной системы линейных матричных неравенств 

для значения i , тогда множество )(
1 i

N

i
XE


  является оценкой для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы при ограничениях 

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В § 2.4 поставлена задача об области притяжения состояния равновесия 
замкнутой системы, в которой закон управления, полученный как решение в 

задаче стабилизации по измеряемому выходу линейной динамической системы 
с ограничениями на фазовые переменные, будет обеспечивать стабилизацию и 
в том случае, когда есть ошибки в измерениях выходных переменных. Вводится  

 xtIСy )(  

измеряемый выход системы,  где I  – единичная матрица размера nn , а 

матрица )(t  определяет относительные ошибки измерения фазовых 

переменных и в любой момент времени удовлетворяет матричному неравенству  

02T  I  
( 0  – заданный параметр), представляющему ограничения на допустимые 
значения ошибок измерения.  Поставлен вопрос о влиянии ошибок измерения 

фазовых переменных на выполнение ограничений iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В § 2.5 в терминах линейных матричных неравенств сформулированы 
условия, позволяющие оценить область притяжения состояния равновесия 

замкнутой системы в указанной ситуации. Запишем замкнутую систему в виде 

wBxAx  , 

xCz ii  , Ni ,1 , 

где CBAA  , CBB  , xtw )( . Доказана теорема.  

Т е о р е м а  4 .  Пусть матрица 0T  ii XX  и величины 01  , 02  , 

0 , 0i  удовлетворяют системе матричных неравенств 

0
1

T

2

1

T












IXB

BXIAXXA

i

iii




,   022

2

T  iiii XICC  . 

Тогда множество  1:)( T  xXxxXE ii  является оценкой для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы при ограничении 

iit
tz 


)(max

0
. 

Показано, что если каждая из матриц iX , Ni ,1 , имеет минимальный 

след и является решением данной системы линейных матричных неравенств 
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для значения i , тогда множество )(
1 i

N

i
XE


  является оценкой для области 

притяжения состояния равновесия замкнутой системы при ограничениях 

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В качестве примеров в § 2.6 рассмотрены две задачи: стабилизация 
перевернутого маятника и задача о движении ферромагнитного тела в 
электромагнитном подвесе. 

В третьей главе в § 3.1, обсуждаются подходы к решению задачи 
стабилизации линейной системы с помощью динамического регулятора по 
измеряемому выходу в случае наличия и отсутствия ограничений на фазовые 

переменные. 
В § 3.2 сформулированы задачи о синтезе динамических регуляторов по 

измеряемому выходу, которые будут обеспечивать стабилизацию линейной 

динамической системы с заданной степенью устойчивости и выполнение 
заданных ограничений на фазовые переменные. Для линейного управляемого 
объекта с не измеряемым состоянием 

BuAxx  , 0)0( xx  , 

Cxy  , 

xCz ii  , Ni ,1 , 

требуется построить линейный динамический регулятор k – го порядка вида 

,

,

yDxCu

yBxAx

rrr

rrrr




 

который обеспечивает асимптотическую устойчивость замкнутой системы со 

степенью устойчивости не меньшей, чем   ( 0 ), а также обеспечивает 

выполнение ограничений  

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1  

при заданных значениях i . Здесь nRx  – состояние системы, mRu  – 

управление, lRy  – измеряемый выход системы, im

i Rz   – выходы, 

определяющие ограничения на фазовые переменные системы,  k

r Rx   – 

состояние регулятора ( nk  ), 0)0( rx , A , B , C  и iC  – заданные матрицы.  

В § 3.3 получены достаточные условия для поиска матрицы параметров 

регулятора. Доказана теорема. 

Т е о р е м а  5 .  Пусть начальное состояние )0(cx  и взаимнообратные 

матрицы 0 TXX , 0 TYY  удовлетворяют системе линейных матричных 
неравенств  



 

  16 

0)2(  TT B

TT

B
WYYAAYW  ,   0)2( 

C

TT

C
WXAXXAW  , 

0
1)0(

)0(









T

c

c

x

xY
, 2)( i

T

ii CYCtrace  , Ni ,1 , 

где 









kk

A
A

00

0
, 










 0

0

kkI

B
B , 








 

0

0

C

I
C kk ,  kmii i

CC  0 , 0TB

TWB , 

0
C

WC . Здесь )( T

ii CYCtrace  обозначает след матрицы T

ii CYC . Тогда все 

траектории замкнутой системы с начальными условиями )()0( XExc  , 

 1:)(  с

T

сс XxxxXE  удовлетворяют ограничениям iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

Параметры динамического регулятора 









rr

rr

DC

BA
 находим как решение 

относительно неизвестной матрицы   линейного матричного неравенства 

0 PQQP TTT , 

где YYAAY T 2 , YCP  , TBQ  . 

Показано, что в случае поиска динамического регулятора полного 
порядка, решение задачи сводится к решению системы линейных матричных 
неравенств. Доказана теорема. 

Т е о р е м а  6 .  Пусть матрицы 01111  TXX , 01111  TYY  и величины 

0i , Ni ,1  удовлетворяют системе линейных матричных неравенств  

0)2( 111111  TT B

TT

B
WYAYAYW  ,   0)2( 111111  C

TT

C WXAXXAW  , 

10110 xXx T ,  0
11

11 







YI

IX
, 2

11 )( i

T

ii CYCtrace  , Ni ,1 , 

где 0TB

TWB , 0CCW . Здесь )( 11

T

ii CYCtrace  обозначает след матрицы 
T

ii CYC 11 . Тогда все траектории замкнутой системы с начальными условиями 

)()0( XExc   удовлетворяют ограничениям iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . Параметры 

динамического регулятора полного порядка находим как решение относительно 
неизвестной матрицы   линейного матричного неравенства   

0 PQQP TTT , 

где YYAAY T 2 , YCP  , TBQ  , 











 



1

1111

1

1111

1

111111

XYXY

XYY
Y . 

В § 3.4 поставлена задача об области притяжения состояния равновесия 
замкнутой системы, в которой полученные динамические регуляторы для 
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линейной динамической системы с ограничениями на фазовые переменные, 

будут обеспечивать стабилизацию и в том случае, когда присутствуют ошибки 
в измерениях выходных переменных. Вводится переменная  

 xtIСy )( , 

измеряемый выход системы,  где I  – единичная матрица размера nn , а 

матрица )(t  определяет относительные ошибки измерения фазовых 

переменных и в любой момент времени удовлетворяет матричному неравенству  

02T  I  
( 0  – заданный параметр), представляющему ограничения на допустимые 
значения ошибок измерения.  Поставлен вопрос о влиянии ошибок измерения 

фазовых переменных на выполнение ограничений iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В § 3.5 в терминах линейных матричных неравенств сформулированы 
условия, позволяющие оценить область притяжения состояния равновесия 
замкнутой системы в указанной ситуации. Запишем замкнутую систему в виде 

wBxAx cсcc  , 

xCz ii  , Ni ,1 . 

Здесь 






 


rr

rr

c ACB

BCCBDA
A , 










CB

CBD
B

r

r

c ,  kmii i
CC  0 ,   ckn xtw  0)( , 











r

c x

x
x , а начальные условия имеют вид 










0
)0( 0x

xc . Доказана теорема.  

Т е о р е м а  7 .  Пусть матрица 0T  ii XX  и величины 01  , 02  , 

0 , 0i  удовлетворяют системе матричных неравенств  

0
2

1

T

2

1

T













IXB

BXIXAXXA

ic

ciiciic




,   022

2

T  iiii XICC  . 

Тогда множество  01:)( T  rcicci xxXxxXE


 является оценкой для 

области притяжения состояния равновесия замкнутой системы при 

ограничении iit
tz 


)(max

0
. 

В соответствии со структурой вектора 









r

c x

x
x  представим матрицу iX  

в блочном виде 









22_12_

12_11_

i

T

i

ii

i XX

XX
X . Показано, что если каждая из матриц iX , 

Ni ,1 , является решением данной системы линейных матричных неравенств 
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для значения i , а ее блок 11_iX  имеет минимальный след, тогда множество 

)(
1 i

N

i
XE




  является оценкой для области притяжения состояния равновесия 

замкнутой системы при ограничениях iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . 

В качестве примера в § 3.6 рассмотрена задача стабилизации движения 
тела в электромагнитном подвесе. 

В четвертой главе в § 4.1 поставлена задача поиска законов управления, 
которые обеспечивают робастную стабилизацию по состоянию линейных 
динамических систем с учетом ограничений на фазовые и управляющие 

переменные. Для управляемой системы с неопределенностью  

,

,








vDuDxCz

vBuBAxx

u

u
 

  zv , 

uDxCz iii  , Ni ,1 . 

поставлена задача поиска закона управления в виде линейной обратной связи 

по состоянию 

xu  , 
который для любых допустимых неопределенностей  , обеспечивает 
асимптотическую устойчивость замкнутой системы со степенью устойчивости 

не меньшей, чем   ( 0 ), а также обеспечивает выполнение ограничений 

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1  

при заданных значениях i . Здесь nRx  – состояние системы, lRu  – 

управление, im

i Rz   – выходы, определяющие ограничения на фазовые и 

управляющие переменные, A , uB , B , C , D , uD  и iC , iD , Ni ,1  – заданные 

матрицы соответствующих размеров. Неизвестная матрица  , описывает 

параметрические возмущения и удовлетворяет для всех 0t  условию 

IT 2  

при заданном значении 0 . Относительно v  и z , которые можно 

трактовать как вход и как выход неопределенности системы, предполагаем, что 

они ограничены по норме 2L . 

В § 4.2  для поиска матрицы обратной связи  , наряду с исходной 
системой рассматривается также вспомогательная система, в которой вход 

неопределенности v  и выход неопределенности z  в каждый момент времени 

связаны неравенством 
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222

  zv  . 

Показано, что закон управления )(tu , обеспечивающий робастную 

стабилизацию вспомогательной системы, будет обеспечивать и робастную 

стабилизацию исходной системы. 
Сформулированы достаточные условия для существования матрицы 

обратной связи робастного закона управления. Доказана теорема.  

Т е о р е м а  8 .  Если начальное состояние )0(x , матрицы 0 TYY , Z  и 

величины 2

i , Ni ,1  удовлетворяют системе линейных матричных неравенств 

0

2

1

1 
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)0(

)0(

1









Tx

xY
, 0

2













IZDYC

DZYCY

iii

T

i

TT

i


,  Ni ,1 , 

тогда все траектории замкнутой вспомогательной системы с начальными 

условиями Ex )0( ,  1: 1   xYxxE T  удовлетворяют ограничениям 

iit
tz 


)(max

0
, Ni ,1 . Матрицу обратной связи вычисляем как 1 ZY . 

В качестве примера в § 4.3 приведено решение задачи поиска робастного 
управления для двухмассовой системы при отсутствии полной информации об 
ее параметрах, при наличии ограничений на величину смещения одной из 

материальных точек и на величину управления.  
В заключении сформулированы основные результаты, полученные в 

работе. 
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