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Общая характеристика работы 

Актуальность проблемы. В связи с потребностью проведения физических процессов 

в условиях экстремальных значений температур, давлений и прочего, появился интерес к 

исследованию внутренних механизмов переноса тепла и процессов колебаний упругих твер-

дых тел с учётом локальной неравновесности (пространственно-временной нелокальности) 

реальных физических процессов. В основе существующих математических моделей лежат 

параболические уравнения, полученные на основе принципов локального равновесия и 

сплошной среды, в соответствии с которыми не учитываются внутренняя структура вещест-

ва. То есть, используется допущение согласно которому в пространственно-временных мас-

штабах порядка длины и времени свободного пробега микро- и квазичастиц (атомов. элек-

тронов, фононов), происходит мгновенный теплообмен. Отсутствие коэффициентов релак-

сации в уравнениях классических моделей подразумевает, с математической точки зрения, 

распространение теплоты и импульса без какой-либо временной задержки, т.е. с бесконечной 

скоростью. Поэтому существующие модели не подходят для описания процессов, происхо-

дящих в очень короткие промежутки времени (сопоставимые со временем релаксации), а 

также при малых пространственных масштабах. Для того, чтобы приблизиться к корректно-

му описанию быстропротекающих процессов, необходима разработка новых моделей.  

Целью работы является исследование внутренних механизмов теплопереноса и коле-

бательных процессов с учётом релаксационных явлений. 

Задачи исследования  

1. Разработка линейной и нелинейной локально – неравновесной двухтемпературной 

модели переноса тепла в металлах, облучаемых ультракороткими импульсами лазерного 

излучения. 

2. Исследование влияния внутреннего (объемного) коэффициента теплоотдачи на теп-

лообмен между электронами и кристаллической решёткой с целью определения границ при-

менимости двухтемпературной модели. 

3. Исследование волнового и баллистического переноса теплоты в сверхтонких пленках 

наноразмерной толщины. 

4. Создание математической модели несвязанной динамической термоупругости при 

тепловом ударе с учётом пространственно – временной нелокальности. 

5. Создание математической модели локально – неравновесных продольных колебаний 

стержня с использованием модифицированной формулы закона Гука, учитывающей скоро-

сти и ускорения напряжений и градиента перемещений. 

6. Разработка математической модели продольных колебаний стержня с учётом ло-

кальной неравновесности и внешней нагрузки с целью исследования резонансных и бифур-

кационных колебаний, а также для создания волновых пакетов с амплитудной модуляцией. 

Научная новизна 

1. Разработаны линейная и нелинейная локально – неравновесные двухтемпературные 

модели теплообмена между электронами и кристаллической решёткой в металлах, облучае-

мых мощными ультракороткими лазерными импульсами. 

2. Впервые выполнено исследование влияния внутреннего коэффициента теплоотдачи 

на теплообмен между электронами и решёткой, позволившее определить границы примени-

мости двухтемпературной модели. 
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3. Применительно к сверхтонким плёнкам, характеризующимся волновым переносом 

теплоты, предложен аналог температуры ‒ квадрат амплитуды волновой функции, позво-

ляющей определить действительную температуру при волновом её изменении. 

4. Разработана локально – неравновесная модель несвязанной динамической термоуп-

ругости, позволяющая моделировать температурные напряжения, инициируемые движением 

двух волн ‒ тепловой и звуковой при тепловом ударе на внешней поверхности тела. 

5. Разработана математическая модель продольных колебаний стержня с учётом ло-

кальной неравновесности и внешней гармонической нагрузки, позволяющая моделировать 

резонансные и бифуркационные колебания, также выполнять амплитудную модуляцию вол-

новых пакетов. 

На защиту выносятся все вышеперечисленные положения научной новизны, а также 

алгоритмы и комплексы программ, реализующие разработанные в диссертации математиче-

ские модели.  

Теоретическая и практическая значимость результатов работы 

Впервые выполнены исследования двухтемпературной линейной и нелинейной мо-

дели локально – неравновесного теплообмена в металлах при воздействии ультракоротко-

го лазерного излучения. Применительно к исследованиям решения гиперболического 

уравнения теплопроводности предложен аналог температуры, определяемый как квадрат 

амплитуды волновой функции. При исследовании динамических температурных напряже-

ний впервые показано, что скачки напряжений формируются в результате движения двух 

волн ‒ тепловой и звуковой. Применительно к исследованию локально ‒ неравновесных 

колебаний стержня с учётом внешней нагрузки получены волновые пакеты с амплитудно ‒ 

частотной модуляцией. 

Достоверность результатов подтверждается сравнением полученных в диссертации 

решений с данными других авторов, с численными решениями и с экспериментальными 

исследованиями. 

Методология и методы исследования. При разработке математических моделей ис-

пользуются классические законы сохранения (равновесия, движения, теплового баланса) и 

эмпирические формулы законов Фурье и Гука. Разработанные модели исследуются аналити-

ческими и численными методами.  

Связь диссертации с государственными программами научных исследований.  

Исследования проводились по гранту РФФИ (проект № 20-38-70021). 

Внедрение полученных результатов. Результаты, полученные в диссертации, были 

использованы в учебном процессе СамГТУ, на предприятии РКЦ "Прогресс", г. Самара. 

Апробация материалов диссертации. Наиболее важные положения диссертации и 

обсуждены на XI Всероссийской научной конференции с международным участием «Мате-

матическое моделирование и краевые задачи» (г. Самара 2019 г.), ХХI международной кон-

ференции "Проблемы управления и моделирования в сложных системах" (г. Самара, 2019 г.), 

международной научно-технической конференции «Современные направления и перспекти-

вы развития технологий обработки и оборудования в машиностроении 2019», (г. Севасто-

поль, 2019 г.), Central European Symposium On Thermophysics (Eger, Hungary, 2020), III меж-

дународной конференции «Современные проблемы теплофизики и энергетики» (г. Москва, 

2020 г.), VI Международной конференции «Информационные технологии и нанотехноло-

гии» (г. Самара, 2020 г.), II Международной конференции «Метрологическое обеспечение 

инновационных технологий» (г. Красноярск, 2021 г.), XXIII семинар молодых ученых под 
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руководством академика РАН А.И. Леонтьева «Проблемы газодинамики в энергетических 

установках» (г. Екатеринбург, 2021 г.), III Международной конференции «Прикладная физи-

ка, информационные технологии и инжиниринг» (г. Красноярск, 2021 г.). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 16 научных работ, из которых 11 ра-

бот являются публикациями в рецензируемых научных изданиях и публикациями, прирав-

ненными к ними. 

Личный вклад автора. Работы [2, 9, 12] выполнены самостоятельно. В статьях [1, 3 ‒ 

8, 12 ‒ 16] диссертант, совместно с другими авторами, выполнял работу по постановке задач 

и проведении расчётов. В остальных работах в одинаковой степени с соавторами принимал 

участие в разработке моделей и нахождении решений. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, списка 

литературы, приложений; изложена на 136 страницах основного текста (без приложе-

ний), содержит 89 рисунка, 2 таблицы. Список литературных источников включает 203 

наименования. 

В первой главе дан обзор и проведен анализ известных публикаций по теме дис-

сертации. Показано, что существуют различные модели локально ‒ неравновесных про-

цессов: молекулярно ‒ динамические, кинетические, термодинамические, феноменоло-

гические, модели, основанные на теории случайных блужданий, на использовании поня-

тия «тепловой памяти» и др., результаты которых не всегда между собой согласуются. 

Из анализа работ сделано заключение, что в настоящее отсутствует единая непротиворе-

чивая теория локально ‒ неравновесных процессов. 

Во второй главе диссертации приводятся результаты исследований двухтемператур-

ной модели нагрева металлов, используемой в случае, когда их поверхность подвергается 

воздействию мощных ультракоротких импульсов лазерного излучения. Математическая по-

становка задачи имеет вид 
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где 

1
 , 

2
 ,  , Fo  ‒ соответственно, безразмерные температуры, координата, время; 

0
Fo  ‒ 

безразмерный момент времени максимума лазерного импульса; Bi ‒ безразмерный коэффи-

циент объёмной теплоотдачи; ν ‒ безразмерная величина оптического проникновения; ,
1

F  

2
F  ‒ безразмерные комплексы; 

0
T  ‒ начальная температура, К; x ‒ координата, м; t  ‒ время, 

с; 
0

t  ‒ момент времени максимума теплового потока лазерного импульса, с; 
1

  ‒ коэффи-

циент теплопроводности электронов, Вт/(мК); α ‒ коэффициент объемной теплоотдачи, 

Вт/(м
3
К); 1

c , 2
c  ‒ теплоёмкости электронов и решётки, Дж/( м

3
К);   ‒ глубина оптиче-

ского проникновения лазерного импульса, м;  /
0

JQ ; J  ‒ плотность теплового потока 

лазерного излучения, Вт/м
2
; δ ‒ толщина пластины, м; β ‒ безразмерный коэффициент, регу-

лирующий продолжительность лазерного импульса. 

Учитывая, что теплообмен между электронами и решеткой при прочих равных услови-

ях полностью определяется величиной объёмного коэффициента теплоотдачи, было выпол-
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нено детальное исследование его влияния на температурное состояние системы. И, в частно-

сти, при неизменности всех других параметров (F1 = 10000; F2 = 0,01; ν = 0,1; β =0,5; Fo0=0,1) 

были выполнены расчёты для  Bi = 1; 10; 100; 1000. Результаты расчётов для Bi = 1 приведе-

ны на рис. 1 ‒ 4. Из анализа рис. 1 следует, что в точке ξ = 0, где источник теплоты макси-

мальный, в течение времени Fo   0,15 температура электронов достигает максимальной ве-

личины Θ1 = 240. Решетка в точке ξ = 0, за это же время прогревается лишь до величины  

Θ2 = 1,2. В диапазоне 6  Fo   50 температура решётки в точке ξ = 0 выше, а в точке ξ = 1 

ниже температуры электронов (рис. 2). Этот факт можно объяснить наличием перепада тем-

пературы кристаллической решётки по толщине пластины, тепловой инерционностью ре-

шетки и высокой теплопроводностью электронов.  
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Рис. 3.  –
 1
 ;  – 

2
 ; Bi = 100. 

 
Рис. 4.  –

 1
 ;  – 

2
 ; Bi = 1000. 

 

Увеличение числа Bi приводит к следующим изменениям в распределении температу-

ры (Bi = 10, рис. 2; Bi = 100, рис. 3; Bi = 1000, рис. 4): максимальная температура электронов  

уменьшается, а решетки увеличивается; увеличивается перепад электронной и решетчатой 

температур (каждой в отдельности) по толщине пластины; равенство температур электронов 

и решётки на границе ξ = 0 достигается при меньшем времени; время полного выравнивания 

температур по толщине пластины (стационарное состояние) уменьшается; при больших Bi 

(Bi = 1000) при Fo > 0,2 температура решётки начинает превышать температуру электронов; 

равновесная температура электронов и решётки не зависит от Bi и равна Θ = 2,2. 

Во второй главе диссертации приводятся также результаты разработки локально ‒ не-

равновесной двухтемпературной модели теплообмена между электронами и кристалличе-

ской решёткой. То есть в данном случае в модели учитываются релаксационные свойства 

среды. Определяющие уравнения модели находятся путем разложения в ряд по степеням 

 

 

0,20,1 0,3 0,4 0,70,60,5 Fo
1,0

10

100
1,2

 0

1

1

0

0 0,9
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малых параметров каждого члена уравнений теплового баланса для электронов и решётки. 

Математическая постановка задачи с учётом обозначений (5) имеет вид 

























)ΘΘ(

Fo
Bi)ΘΘ(Bi

Foξ

Θ

ξ

Θ

Fo

Θ

Fo

Θ
122122

1
3

42

1
2

2

1
2

1
1 FFF  

))Fo()FoFo(νξexp()1( 2
0

2
03  FG ;    (6)          )ΘΘ(BiFoΘ 212  ;  (7) 

1)0,(ξΘ)0,(ξΘ
21

 ;   (8)  0Fo)0,(ξΘ
1

 ;  (9)  0ξ)Fo,(1Θξ)Fo,0(Θ
11

 ,  (10) 

где 
011

TT ; 
022

TT ;  x ; 
2

1
Fo  ta ; 

2

010
Fo  ta ; 

2

111
δτaF  ; 

;δ2

112
zaF  2

113
δmaF  ;

2

114
δraF  ; )()δ(

01

2

0
TQG  ;

21
ccc  ; 1

2αδBi  ;  ; 

111
ca  ;   )Fo(FoFo2 2

00
 , ,

1
  ,

1
z  ,

1
m  

1
r  ‒ коэффициенты релаксации.                      (11) 

В диссертации приводятся численные расчёты задачи (6) ‒ (10) для никелевой на-

ноплёнки при исходных данных, приведенных в таблице 

Таблица. Исходные данные для численного расчёта 

1
λ , 

Вт/(м∙К) 

1
с , 

)( 3КмДж  

2
с , 

)( 3КмДж  

J, 
2мВт  

μ, нм 
δ,

нм 

α,
3мВт  0

T , K 

90 3,2∙ 410  4,1∙ 610  3∙ 1610  15,3 1000 1,2∙ 1710  300 

G c Bi ν 
0

Fo  β 
0

t , фс 
0

Q , 3мДж  

7,26∙ 710  7,8∙ 310  1,33∙ 310  1,5∙ 210  2,8∙ 510  400 10 1,96∙ 2410  

 

На рис. 5 ‒ 7 показано изменение электронной и решётчатой температур на поверхности  

(ξ = 0) и внутри никелевой наноплёнки, облученной лазером, без учёта релаксационных явле-

ний ( )0
1111

 rmz . Отметим, что температура электронного газа в момент времени им-

пульса t = 10 фс достигает максимума T1  = 35000 К, однако решётка достигает температурного 

максимума T2  = 450 К  при  t = 746 фс.  

0 0,01 0,1 1 10 t, пс100
300

3000

30000

Т1, Т2, 

К

Т1(ξ=0)

Т2(ξ=0)

 
0 x, нм100

300

600

1000

Т1, К

400

500

700

800

200

9,95 пс
0,746 пс

0,995 пс

0,0106 пс

 0 x, нм100
300

Т2, К

400

200

0,746 пс

0,099 пс

0,025 пс

9,95 пс

 
       Рис. 5. Изменение 

1
Т  и 

2
Т          Рис. 6. Изменение 

1
Т          Рис. 7. Изменение 

2
Т  

На рис. 8 ‒ 10 приведено исследование изменения температур электронного газа и кри-

сталлической решётки в никелевой наноплёнке для случая учёта релаксационных явлений 

только в электронном газе (
8

1 10 с, 1,28
1

F , 0
11

 zm ). В отличие от распределения 

температур при ,0
1

  в данном случае наблюдаются скачкообразно изменяющиеся профили 
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температур (бегущая волна). Они возникают при t = 203 пс и x = 100 нм, движутся вглубь 

наноплёнки и затухают в середине плёнки при x = 500 нм. Сходная ситуация, но с более плав-

ным температурным профилем, наблюдается и в кристаллической решётке.  

0 t, пс200
300

600 1000

Т1, Т2, 

К

400

350

400

Т2(ξ=0), К

Т1(ξ=0), К

 
0 x, нм200

300

100

Т1, К

400

350

400

402 пс

302 пс

203 пс

103 пс

53 пс

498 пс
625 пс

 0 x, нм200
300

100 400

350

400

3,5 пс

625 пс
498 пс

402 пс

103 пс

302 пс

203 пс

,2T К

 

       Рис. 8. Изменение 
1

Т  и 
2

Т            Рис. 9. Изменение 
1

Т          Рис. 10. Изменение 
2

Т  

Во второй главе диссертации приводятся также результаты разработки нелинейной ло-

кально ‒ неравновесной двухтемпературной модели теплообмена в металлах. Анализ резуль-

татов её численных расчётов позволяет заключить, что учёт нелинейности теплофизических 

свойств приводит к ускорению процесса теплообмена. 

В третьей главе диссертации приводятся результаты исследований точного аналитиче-

ского решения уравнения теплопроводности для бесконечной пластины с однофазной и двух-

фазной релаксацией. Математическая постановка задачи в случае использования для теплово-

го потока формулы Максвелла ‒ Каттанео ‒ Лыкова* (однофазная релаксация) имеет вид 

 

;)Fo,(Fo)Fo,(Fo)Fo,( 2222

1
 F  (12) 

 
;1)0,(               (13)             ;0Fo)0,(                (14) 

 
;0)Fo0,(               (15)                      ,0)Fo,1(                         (16) 

где        );/()(
101

TTTT         ;/  x        ;/Fo 2 at         ;/ 2

11
 aF              (17) 

,  ,  Fo  ‒ соответственно безразмерные температура, координата, время (число Фу-

рье); 
1

F  ‒ безразмерный коэффициент релаксации; T  ‒ температура; 
1

T  ‒ температура 

при x ;   ‒ толщина пластины; t  ‒ время; a  ‒ коэффициент температуропроводно-

сти; 
0

T  ‒ начальная температура; 
1

  ‒ коэффициент релаксации.   

Точное аналитическое решение задачи (12) ‒ (16) имеет вид  

 

  )12(,
2

cos)Foexp()Foexp()Fo,(
1

2211








 


 




krrzСzС
k

kkkk
, (18) 

где ,1221 kkkk zzCC      
kk

k

k zzrC 12

1

2 14)1(  
, );,1;2,1(  ki

 
,422 r

k  

);12(  kr  
ik

C  ‒ константы интегрирования;  

 
   

11
2411 FFz

kik
 . (19) 

________________________________________________________________________________ 

*Maxwell S. C. // Phil. Trans. Roy. Soc., London. 1867. V. 157. P. 49 

Cattaneo G. Sur une forme de l’eguation de la chaleur eliminant le paradoxe d’une propagation instantance. 

Compter Rendus. 1958. Vol. 247, No. 4. Pp. 431 – 433. 

Лыков А.В. Теория теплопроводности. М.: Высшая школа 1967. 601 с. 



9 
 

Если подкоренное выражение соотношения (19) 0)41(
1


k

F , то будем иметь два 

действительных отрицательных корня 
k

z
1

 и 
k

z
2

 и решение задачи будет определяться по 

формуле (18). Проведем анализ выполнения соотношения 14
1


k

F  в зависимости от вели-

чин 
1

F  и 
k

 . Для выполнения последнего неравенства 
1

F  должно быть бесконечно малым 

)0(
1

F  при любых значениях ,
k

  что возможно (исходя из соотношения 2
11 / aF ) лишь 

при бесконечно большой толщине пластины   (при неизменных значениях a и 
1

 ), то есть 

для полупространства. В этом случае решение (18) описывает диффузионное изменение тем-

пературы. Таким образом, при бесконечно большой толщине пластины волновое изменение 

температуры отсутствует (рис. 11). 

Если подкоренное выражение из (19) 0)41(
1


k

F , то будем иметь комплексные корни                                                 

kk
iz 

1
;        

kk
iz 

2
,                                         (20) 

где 
1

/5,0 F ; )2/()14( 11 FF kk  ; 1i . 
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,4

0,2

0

0,1

0,05 0,04 0,03

0
,0

2

0
,0

1

0
,0

0
1

0
,0

0
5

0,07

0,3

0,55

0,8





Fo = 1,1

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 11. Изменение температуры по формуле (18). 
7

1
10F ; /смa 2610 ; с11

1
10 ; м4100,316    

Неравенство 0)14(
1


k

F , независимо от величин 
k

 , может быть выполнено лишь 

при каких-то больших значениях 
1

F . Исходя из формулы 
2

11 /  aF , большие величины 

1
F

 
(при неизменных  a  и 

1
 ) соответствуют малым толщинам пластины .  В данном слу-

чае диффузионное изменение температуры отсутствует и реализуется лишь волновое её из-

менение. Решение задачи (12) – (16) для комплексных корней соотношения (19) записывает-

ся в виде     










 



 2
cos)Fosin(B)Focos(BFo)exp()Fo,( 21

1

1 rC kkkk

k

k ,                       (21) 

где                                                )/(4
1

 rB
k

; 
kkk

BB  /
12

.                                              (22) 

Соотношение (21) представляет точное аналитическое решение задачи (12) – (16) в слу-

чае, когда подкоренное выражение соотношения (19) меньше нуля, то есть при комплексных 

корнях характеристического уравнения, имеющих вид (20). Проведем анализ величин 
1

F  и 

,k
 
при которых будет выполняться соотношение 0)14(

1


k
F . Оно может быть выпол-

нено лишь в случаях, когда 14
1


k

F . Так, уже для первого собственного числа 

4674,24/2
1 

 
величина 

1
F  будет: 1,0

1
F . Если положить /смa 2610 ; с11

1 10 , 

то, исходя из формулы 
2

11 /  aF , величине 1,0
1

F
 
будет соответствовать толщина пла-

стины δ = 10 нм. Следовательно, волновое решение задачи (12) – (16) будет наблюдаться 
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лишь для пластин сверхмалой толщины, что соответствует большим значениям безразмерно-

го коэффициента релаксации 
1

F
 
(при неизменных значениях коэффициента температуро-

проводности a и коэффициента релаксации 
1

 ). 

Так как в каждой точке пространства происходит колебательное изменение искомой 

функции с определенной частотой и амплитудой (рис. 12), то классическое понятие темпера-

туры, как некоторой величины в фиксированной точке пространства в данный момент вре-

мени, теряет смысл. В связи с чем, в соотношении (18) величину )Fo,(  будем интерпре-

тировать не как температуру, а как некоторую волновую функцию, квадрат амплитуды кото-

рой, как будет показано ниже, будет определять значение температуры в конкретной точке 

пространства в конкретный момент времени (рис. 13). Отмечается полное совпадение полу-

ченных таким путем температур с их значениями, найденными из решения (28) краевой за-

дачи при двухфазном запаздывании, рассмотренной ниже. 

‒ 0,2

0 200

0,2

‒ 0,8

400 600 800Fo

Θ

‒ 1,0

‒ 0,6

‒ 0,4

0

0,4

1,0

0,6

 

1,0

0,5

0 200

0,7

0,2

400 500 600 1000

0,1

0,3

0,4

0,6

0,8 1
2

100 300 700 800 Fo

Θ
2

 
Рис. 12. Изменение волновой функции 

в точке ξ = 0. F1 = 200; ;10 11

1
с

/смa 2610 ; нм224,0  

Рис. 13. 1 ‒ изменение 2  (ступенчатая функция);  

2 – аппроксимация ступенчатой функции 1. F1 = 200; 

с11

1
10 ; cмa /01 26 ; нм224,0

 

Рассмотрим аналогичную краевую задачу для уравнения теплопроводности, получен-

ного с учетом двухфазной релаксации (с учетом скорости изменения теплового потока и гра-

диента температуры в формуле закона Фурье). Учитывая обозначения (17), а также, прини-

мая 
2

22
/  aF , получаем следующую задачу в безразмерном виде 

Fo)ξ()Fo,ξ(Θξ)Fo,ξ(ΘFo)Fo,ξ(ΘFo)Fo,ξ(Θ 23

2

2222

1
 FF ;     (23) 

1)0,ξ(Θ  ;  (24)   0Fo)0,ξ(Θ  ; (25)   0)Fo,0(Θ  ;   (26)    ,0Fo),1(Θ 
  

(27) 

где 
2

  ‒ коэффициент релаксации градиента температуры в формуле закона Фурье. Очевид-

но, что при 0
2

  уравнение (23) приводится к уравнению (12).  

Точное аналитическое решение задачи (23) ‒ (27) имеет вид  

 
  2)(cosFo)(expFo)exp()Fo,(

1

2211
 





rzCzC
k

kkkk
, (28) 

где                                 
kkkk

zzCC
1221

/ ; 















 

k

kk

k
z

z

r
C

1

21

2 1
4

)1( ; 

1

1

2

22

2

4)1()1(

F

FFF
z

kkk

ik


 ;      (i = 1, 2; k =          ).        (29) 
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Из анализа соотношения (29) следует, что при 0
2

F  оно приводится к соотноше-

нию (19). При 
12

FF   подкоренное выражение соотношения (29) при любых 
k

  боль-

ше нуля. В этом случае будем иметь два действительных отрицательных корня 
k

z
1

 и 

k
z

2
, то есть соотношение (29) не допускает комплексных корней. Следовательно, при 

21
FF   задача (23) – (27) не имеет волновых решений. Уравнение (23) в этом случае 

будет параболическим, описывающим диффузионный процесс изменения температуры 

по координате во времени при отсутствии скачков внутри рассматриваемой области и 

её циклического изменения. Для 
12

FF   при определенном соотношении между 
1

F  и 

2
F  подкоренное выражение соотношения (29) может быть меньшим нуля, что приве-

дет к появлению комплексных корней 
k

z
1

 и 
k

z
2

 вида (20), где   

               
1

/5,0 F ; )2/()1(4 1
2

21 FFF kkk  .                              (30) 

Решение (28) в данном случае будет  

     .2cos)Fo(sin)Focos(()Foexp()Fo,(
1

21
 





rBB
k

kkkk   (31) 

В третьей главе диссертации приводятся также результаты исследований динами-

ческих температурных напряжений при тепловом ударе на поверхности пластины с учё-

том релаксационных явлений. В настоящей работе, в отличие от работ предыдущих ав-

торов, существенно изменена безразмерная математическая постановка задачи, что свя-

зано с введением в рассмотрение некоторого нового параметра, характеризующего от-

ношение звуковой и тепловой волн. Такая модификация уравнения позволила обнару-

жить движение двух волн напряжений ‒ тепловой и звуковой. Ввиду их различных ско-

ростей были введены такие понятия как продолжительность и ширина скачка напряже-

ний.  

Основную идею метода рассмотрим на примере решения несвязанной задачи дина-

мической термоупругости для пластины, подверженной тепловому удару на внешних 

поверхностях. Математическая постановка задачи теплопроводности в данном случае 

имеет вид  

  ;0,0,
0

22222  WWW             (32) 

0)0,( W ; (33)    0)0,( W ; (34)    0),0( W ; (35)    1),(
0

W ,   (36) 

где                            

   ,)21)(1()1(; ;          

;;;;),(),( 2

000





Ea

atalazTTTtzTW

prTTp

pppc

           (37) 

 ,),,(W  ‒ соответственно безразмерные температура, координата, время; 
0

  ‒ безра-

мерная толщина пластины; z  ‒ координата, м; l  ‒ половина толщины пластины, м; t  ‒ вре-

мя, с; a ‒ коэффициент температуропроводности, м
2
/с; 

0
T  ‒ начальные температура, К; 

c
T  ‒ 

температура стенки, К; T  ‒ температура,  К; p
  ‒ скорость звуковой волны, м/с; 

T
  ‒ ско-

рость тепловой волны, м/с; E  ‒ модуль упругости, Па;   ‒ плотность, кг/м
3
, 

r
  ‒ время 

релаксации, с; ν ‒ коэффициент Пуассона.                                
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Решение задачи (32) ‒ (36) имеет вид  

      ,
2

cosexpexp1),(
01

2211 
















 





r
yCyCW

k

kkkk  (38) 

где ,
1k

С  
k

С
2

 ‒ константы интегрирования, определяемые из начальных условий (33), 

(34); ,
1k

y  k
y

2  ‒ корни характеристического уравнения, имеющие вид    

 BAAy
kk

 42 2

2,1 , (39) 

где 
21 A ; 

2
k

B ; )4( 2

0

22  r
k . 

Математическая постановка динамической задачи термоупругости имеет вид 

 
  ;0,0,

02

2

2

2

2

2















 W

 (40) 

0)0,( 
 ;   (41)    0)0,( 

 ;  (42)      0),0( 
 ;  (43)    0),(

0


 ,      (44) 

где     ETTtz
Tcz


 0

)21)(,(),(  ‒ безразмерное напряжение; 
z

  ‒ напряже-

ние, Па; 
T

  ‒ коэффициент линейного расширения, 1/К.  

В диссертации получено следующее точное аналитическое решение задачи (40) ‒ (44) 

 
       

     ,)2()(cos)exp(                            

)exp(expexp),(

0
2
22

2
22

1

2
11

2
1121



 






ryyyC

yyyCLL

kkkkk

k

kkkkkkkkk
 

(45)

 

где k
L

1 , k
L

2  ‒ константы интегрирования, определяемые из начальных условий (41), (42).    

Сравнение результатов расчётов по формуле (45) с данными других авторов*, по-

лученными без учёта релаксационных явлений (β → 0), показало их практическое сов-

падение. Результаты расчётов напряжений по формуле (45) при β = 0,9 приведены на 

рис. 14, 15.  

9,6

42

σξ

τ

7,2

4,8

0

0,9

60 10 12 14 168

    

12

    

    

    2,4

2,4

4,8

7,2

1,1

0,70,3

0,5Δτ = 0,1

 

0,50 0,55 0,60 0,65 0,70ξ

σξ

5

4

3

2

1

 

 

 

 

0,45

λ = 0,1671 

  
Рис. 15. Изменение напряжений  

по координате ξ.  5,1τ  ; 0,1ξ0  ; 9,0β  .  

Ширина скачка 167,0λ   

Рис. 14. Изменение напряжений во  

времени в точке 0ξ   0,1ξ0  ; 9,0β   

 

____________________________________________________________________________ 

*Семерак Ф.М., Борисенко О.М. Динамическая задача термоупругости для бесконечной пластины. 

Математические методы и физико – механические поля: Сборник научных трудов. Киев: Наукова 

думка, 1977. Вып. 6. С. 61 – 63. 
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Из анализа рис. 14, 15 следует, что по толщине пластины l  происходит переме-

щение скачков напряжений, движущихся от поверхности 1ξξ
0

 , где происходит 

тепловой удар, к её центру (ξ = 0) и обратно, в незатухающем во времени процессе 

колебаний. Скачки напряжений формируются двумя фронтами, распространяющимися 

со скоростями 
T

υ  и .υ
p  Для  1β   ( pТ

υυ  ) продолжительность скачка Δτ  можно оп-

ределить по формуле 

 

    )β1(τυ1υ1τυυ1υ1ξττΔτ *****  нТpнpТpнТp ,   (46) 

где 
*/υξτ pнp   – безразмерное время, за которое звуковая волна достигает точки наблюде-

ния; 
н

ξ  – безразмерная координата точки наблюдения; *υ/ξτ ТнТ   – безразмерное время 

достижения точки наблюдения 
н

ξ  тепловой волной; 
*υ p , 

*υ
Т  – безразмерные скорости рас-

пространения звуковой и тепловой волн; 
*/υξτ pнн   – безразмерное время достижения 

точки наблюдения 
н

ξ  звуковой волной (примем за безразмерное время наблюдения). 

Учитывая обозначения az
p

)υ(ξ  ; at
p

)υ(τ 2 ; Tp
υυβ  , найдём величину без-

размерных скоростей 
*υ p  и 

*υ
Т . Величина любой безразмерной скорости 

*υ  может быть 

найдена по формуле 

   
pppp

tztazаτ υυ)υ(υυξυ 2*  ,                                  (47) 

где 
T

υ  ‒ скорость, м/с. 

Используя графики рис. 14, выполним экспериментальную проверку формулы (46). 

Из анализа графиков следует, что при β = 0,9 для безразмерных времён наблюдения   

н
τ  = 1; 3; 5; 7; 9; 11 величина Δτ  соответственно равна: ∆τ = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9; 1,1. 

Следовательно, графические результаты полностью соответствуют расчётам по формуле (45).  

Рассматривая решение задачи в различные моменты времени, можно заметить, что 

скорость распространения переднего фронта скачка напряжения соответствует скорости 

тепловой волны, а скорость заднего фронта – скорости звука. 

Ширину скачка можно найти по формуле 

 

 
нp
τυβ)β1(λ * ,        (48) 

где λ  – безразмерная ширина скачка; 1υ* p  – безразмерная скорость звука. 

На рис. 15 приведены результаты расчётов напряжения в зависимости от координа-

ты ξ для времени τ = 1,5. Ширина скачка λ, найденная по формуле (48) для времени 

5,1τ   и скорости 1υ* p  и β = 0,9, составляет λ = 0,167. Она совпадает с её величиной, 

получаемой из расчётов по формуле (45). 

Анализ полученных результатов позволяет заключить о движении двух волн дина-

мических напряжений – звуковой и тепловой, скорости которых соответственно опреде-

ляются скоростью распространения теплоты и скоростью звука в материале пластины. 

При β → 0 )(υ 
T

 напряжения определяются лишь движением звуковых волн, ини-

циируемых тепловым ударом на поверхности платины ξ = ξ0 = 1. При β → 1 скорости 

тепловой и звуковой волн выравниваются ( pТ
υυ  ). В первом случае продолжитель-
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ность скачка Δτ  равна безразмерному времени наблюдения 
н
τ  (

н
τΔτ  ), а во втором – 

она устремляется к нулю ( 0Δτ  ). Ширина скачка λ в первом случае устремляется к 

бесконечности ( λ ), а во втором – к нулю ( 0λ  ). 

В четвертой главе диссертации представлены результаты исследований локально ‒ 

неравновесных колебаний стержня, полученных с учётом релаксационных явлений. Ис-

пользуя модифицированную формулу эмпирического закона Гука, учитывающую скоро-

сти и ускорения напряжений и деформаций, получено нелокальное гиперболическое 

уравнение продольных колебаний стержня с учетом релаксационных явлений. Уровень 

локальной неравновесности процесса определяется величиной отклонения неравновес-

ного перемещения от равновесного, и она пропорциональна скорости изменения равно-

весного перемещения. Величину такого отклонения будем учитывать путем разложения 

каждого члена уравнения движения 

 
t

u

xt

u
















γ

1
2

2

 (49) 

в ряд по степеням малых параметров коэффициентов релаксации, то есть 

 









































































k

kN

k

k
kk

kN

k

k
kk

kN

k

k
k

t

u
u

tt
r

xt

u
u

t 111
2

2

τγ
σ

σ
ρ

1
τ , (50) 

где u – перемещение; σ – напряжение; x – координата; t – время; ρ – плотность; γ  – ко-

эффициент трения; с, 
k
k , 

k

k
r  – коэффициенты релаксации перемещений и напряжений. 

Подставляя формулу закона Гука dxdu  в (49), ограничиваясь двумя членами 

рядов, получаем  

 









































22

4
2

22

3

12

2
2

2

2

23

3

14

4
2

2
γτ

tx

u
r

tx

u
r

x

u
e

t

u

t

u
l

t

u
l

t

u , (51) 

где γττ 2
211 l ; γτ1

12
l . 

Уравнение (51) представляет уравнение продольных колебаний стержня, в котором 

учитываются релаксационные свойства материалов (пространственно – временна я нело-

кальность) и сопротивление среды процессу изменения её формы. Если положить 

02121  rr , то уравнение (51) приводится к классическому уравнению, описы-

вающему незатухающие колебания стержня. 

Найдем решение уравнения (51) для стержня, один торец которого жестко закреп-

лен (при x , где   – длина стержня). В начальный момент времени стержень дефор-

мирован по линейному закону некоторой силой 
2

F , от действия которой максимальное 

перемещение имеет свободный торец стержня, то есть ),()()0,(
2

ESxFxu   где s  ‒ 

площадь сечения стержня.  

Математическая постановка задачи в безразмерном виде 

22

4
2

22

3

12

2

2

2

23

3

14

4
2

2
FoξFoξξFo

η
FoFoFo

Fo

































RRQQ ;  (52) 

ξ1)0,ξ(  ;     (53)     0Fo)0,ξ(  ;     (54)          0Fo)0,ξ( 22  ;    (55) 
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0Fo)0,ξ( 33  ;     (56)      0ξ)Fo,0(  ;    (57)     0)Fo,1(  ,     (58) 

где 
0

Θ
u

u
 ; 

δ
ξ

x
 ; 

δ
Fo

et
 ; 

δ

τ
Fo k

k

е
 ; 

δ
k

k

еr
R  ; 

e

δγ
η  ; δ

20
mu  ; );(

22
ESFm    

Θ , ξ , Fo   соответственно безразмерные перемещение, координата, время; 
k

Fo , 
k

R   

безразмерные коэффициенты релаксации, (k = 1, 2); η  безразмерный коэффициент тре-

ния; 
0

u   удлинение торца стержня при x = 0 в начальный момент времени; 

;FoFo 2

211
Q  .Fo1

12
Q   

Точное аналитическое решение задачи (52) ‒ (58) имеет вид 

 )2/πξ(cos)Fo,ξ(
1

4

1

Fo
reC

k i

z

ik
ik



 

 , (59) 

где )1;4,3,2,1(,,  kizС
ikik

 ‒ коэффициенты, приведенные в диссертации. 

Для оценки достоверности теоретической модели были выполнены экспериментальные 

исследования продольных колебаний закрепленного на одном из торцов стержня. Исследо-

вания выполнялись на специализированном оборудовании АО РКЦ «Прогресс». На рис. 16 

приведены результаты расчетов колебаний свободного торца стержня по формуле (59). Из их 

анализа следует, что наблюдается качественное совпадение результатов теоретического рас-

чета с данными натурного эксперимента в части колебаний с двумя амплитудами и частота-

ми, а также по гармоническому уменьшению амплитуды колебаний во времени. 

0
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Рис. 16. Перемещение свободного 

торца стержня (ξ = 0). Расчет  

по формуле (59). Fo1 = R1 = 0,1;  

Fo2 = R2  = 10
-3

; η = 0,5.   
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Рис. 17. Перемещение стержня в 

точках ξ = 0,2 и ξ = 0,4. Расчет  

по формуле (59). Fo1 = R1 = 0,1;  

Fo2 = R2  = 10
-3

; η = 0,5.  

На рис. 17 приведены результаты расчетов колебаний стержня в точках ξ = 0,2 и ξ = 0,4. 

Из их анализа следует, что колебания в этих точках происходят в различных фазах, что сви-

детельствует о противоположном направлении движения среды в них. При этом колебания в 

различных точках стержня, также как и на его свободном торце, происходят с двумя ампли-

тудами и частотами. Так как амплитуда колебаний в точках, прибли женных к закрепленному 
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торцу стержня, уменьшается, то, следовательно, колебания во всех точках по длине стержня 

происходят с бесконечно большим числом амплитуд и частот.  

В четвертой главе приводятся также результаты исследований резонансных и би-

фуркационных колебаний стержня с учётом внешней гармонической нагрузки и форми-

рования волновых пакетов с амплитудно ‒ частотной модуляцией. 

Найдем решение уравнения (52) для стержня, один торец которого жёстко закреп-

лен (x = δ), а на втором (x = 0) приложена сила 
1

F , изменяющаяся по гармоническому 

закону 

 )()ωcos(),0(
1

EStFxtu  ; (  t0 ), (60) 

где S  − площадь поперечного сечения стержня, 2м ;  2πω  − круговая частота, рад/с; 

ν − частота колебаний, 1/с; 
1

F  − сила, приложенная к свободному торцу, кг м/с
2
. 

Допустим, что в начальный момент времени стержень деформирован по линейному 

закону некоторой силой 
2

F , то есть 

 .)()δ()0,(
2

ESxFxu   (61) 

Математическая постановка задачи в данном случае эквивалентна задаче (52) ‒ 

(58), за исключением граничного условия (57), которое будет 

 )Fo(cosξ)Fo,0(
21

AA , (62) 

где ;
011

umA   ;
2

eA   ).(
11

ESFm      

Получение аналитического решения задачи с учетом гармонической внешней нагрузки 

затруднительно и поэтому для её решения использовался численный метод. В данном случае 

задача решалась без учёта ускорений напряжений и деформаций в формуле (51), то есть при 

0τ
22

 r . Следовательно, в уравнении (52) было принято 0Fo
22

 R .  

Результаты численных исследований приведены на рис. 18, 19. В случае, когда не учи-
тываются релаксационные свойства материалов и силы сопротивления среды  

( 0η
11

 RQ ), а также при отсутствии внешней нагрузки (A1 = 0), наблюдаются незату-

хающие колебания стержня с частотой его собственных колебаний, безразмерная величина 

которых составляет 575,1ω 
c

. При совпадении частоты внешней нагрузки с частотой соб-

ственных колебаний ( 575,1ω
2


c

A ) происходит неограниченное возрастание амплитуды 

колебаний во времени, то есть наблюдаются резонансные колебания (рис. 18).  

При отличных от нуля значениях коэффициентов релаксации ( 2,0
11

 RQ ) и при  

η = 0,1; 1,0
1

A ; 575,1
2

A  (колебания в резонансных частотах) в начальном диапазоне вре-

мени амплитуда колебаний уменьшается, достигая некоторого минимума. С увеличением вре-

мени амплитуда возрастает, стабилизируясь на некоторой постоянной во времени величине. 

При расчетах в нерезонансных частотах рассматривались два варианта – при частотах, 

близких к резонансным, и при существенно отличающихся от них. При колебаниях первого 

типа наблюдается периодическое возрастание и убывание амплитуды во времени. Такого 

вида колебания квалифицируются как биения.  

Пример колебаний стержня при частотах, далеких от резонансных (A2 = 0,1), приведен 

на рисунке 19. Из его анализа следует, что каждая точка стержня участвует в двух колеба-

тельных процессах, в одном из которых совершаются высокочастотные и низкоамплитудные 

колебания, а в другом – низкочастотные и высокоамплитудные. 
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Анализ рис. 20 ‒ 22 показывает, что изменяя частоту и амплитуду колебаний внешней 

нагрузки, можно изменять частоту и амплитуду колебаний стержня. То есть по сути сложе-

ние собственных колебаний стержня с колебаниями внешний нагрузки приводит к образова-

нию волнового пакета, амплитуда колебаний которого зависит от величин этих параметров, 

задаваемых во внешней нагрузке. Следовательно, изменяя частоту и амплитуду колебаний 

внешней нагрузки, можно выполнять амплитудно-частотную модуляцию волнового пакета, с 

помощью которого можно передавать определенную информацию по металлическому 

стержню, со скоростью, равной скорости звука в материале данной среды. Следует отметить 

высокую степень помехозащищенности такого вида передачи информации. Учитывая, что 

колебания газа и жидкости в трубопроводе под действием внешней нагрузки описываются 

аналогичными уравнениями, то передачу информации можно также организовать в газовой 

или жидкой среде. 

 

 
 

Рис. 18. Перемещение стержня (ξ = 0) η = 0, 

Q1 = R1 = R2 = B = Fo2 = 0; A1 = 0,5;  

A2  = 1, 575; Q2 = 1. 

Рис. 19. Перемещение стержня (ξ = 0)  при  

Q1 = R1 = B = 0; η = 20; B = 0; Q2 = 1; 

A1 = 1; A2 = 1,575. 
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Рис. 20. Перемещение стержня (ξ = 0) при Q1 = Q2 = R1 = 10; η = 0,3; A1 = 0,1; A2 = 1,4.  
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Рис. 21. Перемещение стержня (ξ = 0) при Q1 = Q2 = R1 = 10; η = 0,3; A1 = 0,1; A2 = 1,45. 
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Рис. 22. Перемещение стержня (ξ = 0) при Q1 = Q2 = R1 = 10; η = 0,3; A1 = 0,1; A2 = 1,5. 
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Выводы 

1. Разработаны линейная и нелинейная локально – неравновесные двухтемпературные 

модели теплообмена, позволяющие исследовать температурное распределение в электрон-

ном газе и кристаллической решётке при их взаимном теплообмене в случае воздействия на 

поверхность металлов сверхкороткими импульсами лазерного излучения. 

2. Выполнены детальные исследования влияния коэффициента объёмной теплоотдачи 

Bi  на интенсивность теплообмена между электронами и кристаллической решёткой. Пока-

зано, что при малых его значениях наблюдается существенное различие в температурах 

электронов и решётки. С увеличением Bi температура электронов в скачке, вызванном ла-

зерным источником, понижается. Уменьшается также и время выравнивания температур 

электронов и решётки. Причём температура решётки при дальнейшем теплообмене оказыва-

ется бòльшей температуры электронов, что объясняется более высокой теплопроводностью 

электронов, приводящей к меньшему времени выравнивания температуры в электронной 

среде.  

3. Выполнено детальное исследование точного аналитического решения классического 

гиперболического уравнения теплопроводности, из анализа которого следует, что в зависи-

мости от толщины пластины, наблюдаются два существенно отличающихся режима тепло-

обмена. Так, при каких-то больших её значениях происходит диффузионный теплообмен, 

сопровождающийся движением фронта температурного возмущения, разделяющего прогре-

тую и непрогретую части пластины. При толщинах, сопоставимых с длиной свободного про-

бега микрочастиц (носителей энергии), происходит волновое изменение температурной 

функции. Классическое понятие температуры как величины, характеризующий внутреннюю 

энергию тела, в данном случае не может быть использовано. В связи с чем, за действительное 

значение температуры принимается квадрат амплитуды волновой функции. 

4. Из анализа точных аналитических решений уравнений теплопроводности с учётом 

двухфазного запаздывания следует, что при толщѝнах пластины, сопоставимых с длиной 

свободного пробега микрочастиц, наблюдается баллистический перенос теплоты, сопровож-

дающийся увеличением продолжительности процесса теплообмена. Этот факт можно объяс-

нить тем, что в сверхтонких плёнках происходит изменение их теплофизических свойств, и, 

в частности, коэффициента теплопроводности, который с уменьшением толщины пластины 

уменьшается. Уменьшение частоты колебаний волновой функции с уменьшением толщины 

пластины связано со сдвигом фононного спектра в область коротких длин волн. При этом 

возрастает доля поверхностных атомов по отношению к их количеству во внутреннем объе-

ме. Полученные результаты подтверждаются экспериментальными исследованиями других 

авторов. 

5. Разработана локально – неравновесная модель динамической термоупругости, позво-

ляющая определять температурные напряжения при тепловом ударе на внешней поверхно-

сти тела. Исследования точного аналитического решения показали, что напряжения опреде-

ляются движением двух волн – тепловой и звуковой, соотношением скоростей движения 

которых определяется форма скачка напряжений – его продолжительность во времени и ши-

рина по пространственной переменной. В диссертации получены формулы, позволяющие 

определять продолжительность и ширину скачка до момента получения аналитического ре-

шения краевой задачи, имея лишь все необходимые исходные данные. Амплитуда скачка 

находится из аналитического решения задачи. 
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6. На основе модифицированной формулы закона Гука, учитывающей скорости и уско-

рения напряжений и градиента перемещений, и второго закона Ньютона получена локально 

– неравновесная математическая модель продольных колебаний стержня, закреплённого на 

одном из его торцов. Результаты исследований полученного точного аналитического реше-

ния позволили заключить о наличии двух временны х участков с существенно отличающими-

ся колебательными процессами. Показано также, что колебания в различных точках стержня 

могут происходить в различных, в том числе, и в противоположных фазах.  

7. Разработана локально – неравновесная математическая модель закреплённого на од-

ном из торцов стержня при воздействии внешней гармонической нагрузки на свободном 

торце. Анализ результатов численных исследований позволяет заключить, что в зависимости 

от частоты и амплитуды колебаний внешней нагрузки могут наблюдаться резонансные и 

бифуркационные колебания. Изменяя амплитуду и частоту внешней нагрузки, можно полу-

чить волновые пакеты с амплитудно – частотной модуляцией, что позволяет организовать 

передачу информации по металлическому стержню. 
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