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Общая характеристика работы

Диссертационная работа посвящена разработке и примене­
нию итерационных алгоритмов разделения (декомпозиции) об­
ласти в задачах геофизической гидротермодинамики океанов и
морей. В значительной части работ, посвященных методам раз­
деления области, основная идея заключается в том, что реше­
ние исходной задачи заменяется решением задач в подобластях,
а также решением вспомогательных подзадач на части пересе­
чения подобластей. Применение методов декомпозиции области
к модельным задачам, таким как задача конвекции–диффузии
и задача, соответствующая системе уравнений мелкой воды, яв­
ляется актуальной задачей. Одной из областей математической
физики, в которой используются такие задачи, является гидро­
термодинамика, в частности, океанология.

Применение методов разделения области может оказаться
перспективным направлением для задач геофизической гидро­
термодинамики, в том числе для процедур ассимиляции данных
наблюдений. В работе рассматривается подход, который основы­
вается на теории оптимального управления, результатах теории
обратных и некорректно поставленных задач, применении сопря­
женных уравнений и итерационных процессов. Данный подход
применяется к задачам конвекции–диффузии и задаче, соответ­
ствующей линеаризованной системе уравнений мелкой воды. Так­
же рассматривается совместное применение методов разделения
области и вариационной ассимиляции данных в модельных зада­
чах.

Актуальность темы исследования. Для сложных задач
математического моделирования, таких как задачи гидротермо­
динамики океанов и морей, часто применяются методы, позволя­
ющие упростить решение системы уравнений. При использовании
метода расщепления решение общей системы уравнений сводится
к решению известных задач: конвекции-диффузии, линеаризован­
ной системы уравнений мелкой воды и эллиптических задач. В на­
стоящей работе проводится исследование подхода к формулиров­
ке методов разделения области, предложенного В.И. Агошковым,
для подзадач, к которым может быть сведена система уравнений
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гидротермодинамики, а также применение методов разделения
области в процедурах вариационной ассимиляции данных.

Основной целью работы является исследование итераци­
онных алгоритмов разделения области, основанных на теории об­
ратных задач и сопряженных уравнений, их применение к зада­
чам вариационной ассимиляции данных, а также создание ком­
плекса программ для применения метода разделения области к
модели реальной акватории.

Для достижения цели необходимо решить следующие зада­
чи:

1) провести численное исследование алгоритмов разделения
области, основанных на теории обратных задач и сопряжен­
ных уравнений, для задачи конвекции–диффузии и линеа­
ризованной системы уравнений мелкой воды;

2) исследовать и провести сравнение подхода, основанного на
теории обратных задач и сопряженных уравнений, с други­
ми подходами для построения алгоритмов разделения обла­
сти;

3) исследовать совместное применение алгоритмов вариацион­
ной ассимиляции данных и разделения области для задач
гидротермодинамики моря;

4) разработать комплекс программ для использования метода
разделения области в модели гидротермодинамики реаль­
ной акватории.

Научная новизна работы заключается в применении под­
хода к построению алгоритмов разделения области, основанных
на теории обратных задач и сопряженных уравнений, в задачах
гидротермодинамики моря отдельно и совместно с процедурами
вариационной ассимиляции данных наблюдений за геофизически­
ми параметрами.

Теоретическая ценность работы состоит в исследовании
и теоретическом обосновании применения методов разделения об­
ласти в задачах гидротермодинамики моря на примере «основ­
ных подзадач» (конвекции-диффузии и линеаризованной систе­
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мы уравнений мелкой воды), а также в разработке соответству­
ющих алгоритмов для представленных методов разделения обла­
сти.

Практическая ценность работы заключается в примене­
нии и исследовании предложенных алгоритмов разделения обла­
сти к модели реальной акватории моря.

В работе были использованы следующие методы и

подходы: методы разделения области; теория оптимального управ­
ления; теория обратных и некорректно поставленных задач; ме­
тоды теории сопряженных уравнений; итерационные методы ре­
шения задач; методы вариационной ассимиляции данных наблю­
дений; методы вычислительной математики для численного ре­
шения задач.

Положения, выносимые на защиту.

1) исследование методов разделения области для «основных
подзадач» модели гидротермодинамики моря;

2) сравнение предложенных методов разделения области с дру­
гими подходами к построению алгоритмов разделения обла­
сти;

3) исследование совместного применения методов разделения
области и вариационной ассимиляции данных в задачах гид­
родинамики открытой акватории;

4) программная реализация метода разделения области, осно­
ванного на теории обратных задач и сопряженных уравне­
ний, для реальной акватории моря.

Степень достоверности и апробация результатов.

Основные результаты докладывались на семинаре «Вычис­
лительная математика и приложения» в Институте вычислитель­
ной математики им. Г.И. Марчука РАН и следующих конференци­
ях: 25th International Domain Decomposition Conference DDXXV;
Numerical Analysis and Scientific Computation with Applications
NASCA 2018; The 5th ECCOMAS Young Investigators Conference;
Международная конференция «Марчуковские научные чтения
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2021»; IMA Conference on Inverse Problems from Theory to Applica­
tion; EGU General Assembly 2017; Международная научная кон­
ференция «Современные проблемы математического моделирова­
ния, обработки изображений и параллельных вычислений 2017»;
60-я научная конференция МФТИ.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 6 работ,
в том числе 4 статьи [1–4] в рецензируемых научных журналах,
удовлетворяющих требованиям ВАК, а также индексирующихся
в Web of Science или Scopus, и 2 печатные работы [5, 6] в прочих
изданиях.

Личный вклад автора. Автором реализован подход в виде
алгоритмов и их программной реализации для метода разделения
области для реальной акватории, а также проведены исследова­
ния других подходов к методу разделения области и их сравне­
ние. Кроме того, автором совместно с Шелопут Т.О. проведено
исследование применения метода разделения области для задач
вариационной ассимиляции данных.

В работе [1] автором предложена модификация алгоритма
разделения области, относящаяся к изменению вида условий сшив­
ки. В работах [2, 3] автором совместно сШелопут Т.О. предложен
алгоритм совместного применения методов разделения области
и вариационной ассимиляции данных. Численные эксперименты
для совместного применения методов разделения области и вари­
ационной ассимиляции данных проведены автором лично. В ра­
боте [4] вклад автора относится к применению метода разделения
области. В совместной с Шелопут Т.О. работе [5] вклад автора
относится к части, соответствующей применению метода разде­
ления области. В работе [6] исследование проведено совместно с
Агошковым В.И., автором проведены численные эксперименты
для модели гидротермодинамики Балтийского моря.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из вве­
дения, четырех глав и заключения. Полный объём работы состав­
ляет 93 страницы, включая 32 рисунка и 3 таблицы. Список ли­
тературы содержит 118 наименований.
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Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной ра­
боты, сформулирована цель и аргументирована научная новизна
исследований, показана практическая значимость полученных ре­
зультатов, представлены выносимые на защиту научные положе­
ния.

В первой главе представлена система уравнений для за­
дачи гидротермодинамики моря в приближениях гидростатики
и Буссинеска, введены используемые обозначения. Основной осо­
бенностью рассматриваемой модели циркуляции океана, разрабо­
танной в ИВМ РАН, является использование метода расщепле­
ния по физическим процессам при ее численной реализации, что
отличает ее от других известных моделей океана.

В исходной области моделирования записывается система
уравнений гидротермодинамики в приближении Буссинеска и гид­
ростатики для функций компонент скоростей 𝑢1, 𝑢2, уровня 𝜉,
температуры 𝑇 , солености 𝑆:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢⃗

𝑑𝑡
+

[︂
0 −𝑓
𝑓 0

]︂
𝑢⃗− 𝑔 grad𝜉 + 𝐴𝑢𝑢⃗ + (𝐴𝑘)2𝑢⃗ = 𝑓 − 1

𝜌0
grad𝑃𝑎−

− 𝑔

𝜌0
grad

𝑧∫︁
0

𝜌1(𝑇, 𝑆)𝑑𝑧′,

𝜕𝜉

𝜕𝑡
−𝑚

𝜕

𝜕𝑥
(

𝐻∫︁
0

Θ(𝑧)𝑢1𝑑𝑧) −𝑚
𝜕

𝜕𝑦
(

𝐻∫︁
0

Θ(𝑧)
𝑛

𝑚
𝑢2𝑑𝑧) = 𝑓3,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑇𝑇 = 𝑓𝑇 ,

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ 𝐴𝑆𝑆 = 𝑓𝑆 ,

где 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2), 𝑓3, 𝑓𝑇 , 𝑓𝑆 – заданные функции, 𝑔 = const > 0 –
ускорение свободного падения. Cистема уравнений дополняется
соответствующими граничными и начальными условиями.

При рассмотрении последовательно уравнений из системы
гидротермодинамики в классической постановке, считая все ком­
поненты решений обладающими необходимой гладкостью по всем
независимым переменным, на соответствующих шагах метода рас­
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щепления можно получить «основные» подзадачи. Таким обра­
зом, при реализации шагов метода расщепления, после каждо­
го шага получается приближение для соответствующей задачи.
После формулировки схемы расщепления и перехода к полудис­
кретной математической модели исходной задачи, реализация ал­
горитма решения исходной задачи сводится к численному реше­
нию основных типов подзадач таких как, например, задача кон­
векции–диффузии и задача, соответствующая линеаризованной
системе уравнений мелкой воды.

Во второй главе рассмотрены методы разделения области
в задачах геофизической гидротермодинамики. В главе описана
основная идея подхода к построению алгоритмов разделения об­
ласти, а также рассмотрены подробнее некоторые подходы к их
построению для задач конвекции–диффузии и линеаризованной
системы уравнений мелкой воды. Идея методологии, предложен­
ной В.И. Агошковым, состоит в следующем. При разделении ис­
ходной области на подобласти на внутренней границе записыва­
ются условия сшивки. Некоторые из условий сшивки записывают­
ся через «граничные функции», которые объявляются «управле­
ниями» и подлежат отысканию вместе с решением в подобластях.
В качестве «уравнения замыкания» принимается вторая часть
условий сшивки, которые записываются на внутренней границе
«в смысле наименьших квадратов». Таким образом, формулиру­
ется задача оптимального управления, которая решается уже из­
вестными методами. В диссертационной работе данная методоло­
гия применяется к решению сформулированных в главе 1 «основ­
ных подзадач», к которым методом расщепления приближенно
сводится исходная нестационарная задача гидротермодинамики
океанов и морей. В главе представлен обзор известных методов
разделения области, а также приведены подходы к построению
методов разделения области, основанных на теории обратных за­
дач и сопряженных уравнений, для задачи конвекции–диффузии
(задачи о распространении тепла), описана постановка задачи,
представлены вариационные уравнения и приведен итерацион­
ный алгоритм метода разделения области.

Для задачи о распространении тепла
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇𝑡 +
(︁
𝑈⃗ ·Grad

)︁
𝑇 −Div (𝑎̂𝑇 Grad𝑇 ) = 𝑓𝑇 в 𝐷 × (𝑡0, 𝑡1) ,

𝑇 = 𝑇 (0) при 𝑡 = 𝑡0 в 𝐷,

𝑈 (−)
𝑛 𝑇 − 𝜈𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑧
+ 𝛾𝑇 (𝑇 − 𝑇𝑎)=𝑄𝑇 + 𝑈 (−)

𝑛 𝑑𝑇 на Γ𝑠×(𝑡0, 𝑡1) ,

𝜕𝑇

𝜕𝑁𝑇
= 0 на Γ𝑤,𝑐 × (𝑡0, 𝑡1) ,

𝜕𝑇

𝜕𝑁𝑇
= 0 на Γ𝐻 × (𝑡0, 𝑡1)

(1)
с заданными 𝑈⃗ , 𝜇𝑇 , 𝜈𝑇 , 𝑓𝑇 , 𝛾𝑇 , 𝑇𝑎, 𝑄𝑇 , 𝑑𝑇 , рассмотрены следу­
ющие условия сшивки на введенной внутренней границе Γ𝑖𝑛 ×
(𝑡0, 𝑡1):

𝑇1 = 𝑇2,

𝑝− 𝑈⃗ · 𝑁⃗1

2
𝑇1 +

𝜕𝑇1

𝜕𝑁𝑇,1
= −

(︃
𝑝− 𝑈⃗ · 𝑁⃗2

2
𝑇2 +

𝜕𝑇2

𝜕𝑁𝑇,2

)︃
,

где 𝑁⃗𝑖 – вектор внешней нормали к 𝜕𝐷𝑖, 𝑖 = 1, 2, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) –
заданный параметр. В качестве дополнительной неизвестной, ко­
торая объявляется «управлением», выбирается вторая часть этих
условий, а в качестве «уравнения замыкания», которое рассмат­
ривается «в смысле наименьших квадратов», принимается пер­
вая часть этих условий, соответствующая равенству температур
на внутренней границе. Также в главе приведены некоторые ре­
зультаты сравнения метода разделения области, основанного на
теории обратных задач и сопряженных уравнений, для задачи
конвекции–диффузии с другим известным подходом к построе­
нию алгоритма разделения области, представлено описание опти­
мизированного метода Шварца1 и приведены результаты числен­
ных экспериментов. Результаты сравнения метода, основанного
на теории обратных задач и сопряженных уравнений, и оптими­

1 Martin V. An optimized Schwarz waveform relaxation method for the
unsteady convection diffusion equation in two dimensions // Applied Numerical
Mathematics. – 2005. – Vol. 52, no. 4. – P. 401–428.
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зированного метода Шварца представлены в таблице 1.

Таблица 1 – Сравнение максимального значения модуля разности
решения исходной задачи и задач с применением метода разделе­
ния области, основанного на теории обратных задач и сопряжен­
ных уравнений, (метод 1) и оптимизированного метода Шварца
(метод 2) в уравнении конвекции–диффузии

метод 1 метод 2

количество итераций 6 5

max |𝑇 − 𝑇𝛼| 0.002741 0.000270

Далее в главе рассматривается линеаризованная система урав­
нений мелкой воды, приведена постановка задачи, а также пред­
ложен итерационный алгоритм для метода разделения области
для стационарной задачи. Для данной постановки автором пред­
ложен другой вариант метода разделения области, построен соот­
ветствующий данному методу итерационный алгоритм, а также
проведено исследование о разрешимости задачи и представлены
результаты численного сравнения методов разделения области
для линеаризованной системы уравнений мелкой воды.

Линеаризованная система уравнений мелкой воды с введен­
ной аппроксимацией по времени имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣⃗𝑗

∆𝑡
+

[︂
0 −ℓ
ℓ 0

]︂
𝑣⃗𝑗 + 𝑟𝑣⃗𝑗 − 𝑔 grad 𝜉𝑗 = 𝑓 𝑗 +

𝑣⃗𝑗−1

∆𝑡
в Ω,

𝜉𝑗

∆𝑡
− div

(︀
𝐻𝑣⃗𝑗

)︀
=

𝜉𝑗−1

∆𝑡
в Ω,

𝐻𝑣⃗𝑗 · 𝑛⃗ = 0 на 𝜕Ω.

(2)

В дальнейшем задача (2) рассматривается на интервале времени
(𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗) в полудискретном виде, поэтому для удобства индексы 𝑗
не указываются, т.е.: 𝑣⃗ ≡ 𝑣⃗𝑗 , 𝜉 ≡ 𝜉𝑗 и т.д. Также вводятся обозна­

чения 𝐹 =
(︁
𝑓 𝑗
1 + 𝑢𝑗−1/∆𝑡, 𝑓 𝑗

2 + 𝑣𝑗−1/∆𝑡, 𝜉𝑗/∆𝑡
)︁𝑇

=
(︁

˜⃗
𝑓, (𝐹 )3

)︁𝑇
,

˜⃗
𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2). Тогда задача (2) запишется следующим образом:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣⃗

∆𝑡
+

[︂
0 −ℓ
ℓ 0

]︂
𝑣⃗ + 𝑟𝑣⃗ − 𝑔 grad 𝜉 =

˜⃗
𝑓 в Ω,

𝜉

∆𝑡
− div (𝐻𝑣⃗) = (𝐹 )3 в Ω,

𝐻𝑣⃗ · 𝑛⃗ = 0 на 𝜕Ω.

(3)

Пусть граница Γ𝑖𝑛 делит область Ω на две подобласти Ω1 и
Ω2. Индексом 𝑖 = 1, 2 помечаются функции, относящиеся к каж­
дой из подобластей. Задача (3) может быть записана для функ­
ций 𝑣⃗1, 𝜉1 в подобласти Ω1, и для 𝑣⃗2, 𝜉2 в подобласти Ω2. Пусть
Γ𝑖 = 𝜕Ω𝑖, 𝑛⃗𝑖 – внешняя нормаль к границе Γ𝑖 области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2.
Также ставится требование выполнения условий сшивки на внут­
ренней жидкой границе Γ𝑖𝑛:

𝜉1 = 𝜉2 на Γ𝑖𝑛, (4)

𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 = −𝐻𝑣⃗2 · 𝑛⃗2 на Γ𝑖𝑛. (5)

Таким образом, можно рассмотреть два варианта метода разделе­
ния области: первый вариант заключается в выборе дополнитель­
ной неизвестной как 𝜗sw ≡ 𝜉𝑖, а в качестве «уравнения замыка­
ния» рассматривается уравнение (5). Для второго варианта мето­
да разделения области дополнительная неизвестная выбирается√
𝑔𝐻 𝜗sw ≡ 𝐻𝑣⃗𝑖, а в качестве «уравнения замыкания» рассматри­

вается уравнение (4). Результаты сравнений данных вариантов
алгоритма разделения области представлены в таблице 2.

Таблица 2 – Сравнение максимального значения модуля разности
решения исходной задачи и задачи с использованием двух вари­
антов метода разделения области (Φddm ≡ (𝜉ddm, 𝑢ddm, 𝑣ddm)𝑇 –
результаты моделирования с применением метода разделения об­
ласти)

вариант 1 вариант 2

max |𝜉 − 𝜉ddm| 4.53·10−6 1.05·10−6

max |𝑢− 𝑢ddm| 1.33·10−5 4.74·10−6

max |𝑣 − 𝑣ddm| 7.66·10−6 1.28·10−6
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Результаты второй главы опубликованы в работах [1, 6].

В третьей главе рассматриваются вопросы совместного ис­
пользования алгоритмов разделения области и вариационной ас­
симиляции данных. В главе рассмотрены задачи о восстановле­
нии граничных функций на внешних и внутренних жидких гра­
ницах, представляющие собой задачу о совместном применении
метода разделения области и вариационной ассимиляции данных
для открытых акваторий. Задача рассмотрена на примере линеа­
ризованной системы уравнений мелкой воды с ассимиляцией дан­
ных как об уровне, так и о скорости на внешней жидкой границе.

На интервале (𝑡0, 𝑡1) рассматривается следующая подзадача
метода расщепления, которая соответствует линеаризованной си­
стеме уравнений мелкой воды:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣⃗𝑡 +

[︂
0 −ℓ
ℓ 0

]︂
𝑣⃗ + 𝑟𝑣⃗ − 𝑔 grad 𝜉 = 𝑓 в Ω × (𝑡0, 𝑡1) ,

𝜉𝑡 − div (𝐻1𝑣⃗) = 𝑓3 в Ω × (𝑡0, 𝑡1) ,
𝑣⃗ = 𝑣⃗0, 𝜉 = 𝜉0 при 𝑡 = 𝑡0 в Ω,
(𝐻1𝑣⃗) · 𝑛⃗ + 𝑚𝑜𝑝

√
𝑔𝐻𝜉 = 𝑚𝑜𝑝

√
𝑔𝐻𝑑𝑠 на 𝜕Ω × (𝑡0, 𝑡1) ,

(6)

где 𝑣⃗ = (𝑢, 𝑣) – вектор баротропной скорости, 𝜉 – функция уровня,
𝐻(𝑥, 𝑦) – глубина водоема в точке (𝑥, 𝑦), 𝑙 – параметр Кориолиса,
коэффициент 𝑟 учитывает силу трения о дно.

Пусть область Ω разделена на две подобласти Ω1 и Ω2 ку­
сочно-гладкой липшицевой границей Γ𝑖𝑛 и 𝑛⃗ – нормаль, направ­
ленная наружу из первой подобласти на Γ𝑖𝑛 (см. рисунок 1). Да­
лее индексами 𝑖 = 1, 2 обозначаются величины в различных под­
областях.

Рисунок 1 –
Область Ω.

Задача (6) может быть записана на
каждой из подобластей с условиями сшив­
ки на Γ𝑖𝑛 вида:

𝜉(1) = 𝜉(2), 𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 = −𝐻𝑣⃗2 · 𝑛⃗2.

«Дополнительная неизвестная» 𝜗sw на
Γ𝑖𝑛 × (𝑡0, 𝑡1) выбирается как

𝜗sw ≡ 𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 = −𝐻𝑣⃗2 · 𝑛⃗2.
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Сформулирована задача оптимального управления: найти век­
тор-функцию 𝜑 = (𝜗sw, 𝑑𝑠), доставляющую минимум функцио­
налу 𝐽𝛼:

𝐽𝛼 =
𝛼

2

⎛⎜⎝∫︁
Γ𝑜𝑝

√︀
𝑔𝐻

(︁
𝑑𝑠 − 𝑑(0)𝑠

)︁2
𝑑Γ +

∫︁
Γ𝑖𝑛

√︀
𝑔𝐻

(︁
𝜗sw −𝜗(0)

sw

)︁2
𝑑Γ

⎞⎟⎠+

+
1

2

⎛⎜⎝∫︁
Γ𝑜𝑝

√︀
𝑔𝐻 (𝜉1 − 𝜉𝑜𝑏𝑠)

2 𝑑Γ +

∫︁
Γ𝑖𝑛

√︀
𝑔𝐻 (𝜉1 − 𝜉2)

2 𝑑Γ

⎞⎟⎠ ,

где 𝛼 > 0 – параметр регуляризации.

Результаты численных экспериментов для исходной задачи
и задачи с применением методов ассимиляции и разделения обла­
сти представлены на рисунке 2. Граница разделения области Γ𝑖𝑛

представлена линией. Левая граница области являлась внешней
жидкой границей Γ𝑜𝑝.

(а) (б)

Рисунок 2 – Значение уровня (а) для решения с применением
методов ассимиляции и разделения области; (б) для решения те­
стовой задачи

Если ввести дополнительную неизвестную функцию 𝜗sw так,
что 𝜉1 = 𝜉2 = 𝜗sw на Γ𝑖𝑛, то получается следующий вид гранич­
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ных условий на границе области Ω1:

𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 + 𝑚𝑜𝑝

√︀
𝑔𝐻𝜉1 = 𝑚𝑜𝑝

√︀
𝑔𝐻𝑑𝑠 на 𝜕Ω1 ∖ Γ𝑖𝑛,

𝜉1 = 𝜗sw на Γ𝑖𝑛,

и на границе области Ω2:

𝐻𝑣(2)𝑛 = 0 на 𝜕Ω2 ∖ Γ𝑖𝑛,

𝜉2 = 𝜗sw на Γ𝑖𝑛.

Пусть имеются данные наблюдений 𝐼𝑜𝑏𝑠 = (𝐻𝑣⃗𝑜𝑏𝑠 · 𝑛⃗) вдоль
Γ𝑜𝑝, прошедшие предварительную обработку. В работе вводится
дополнительное условие (условие замыкания):

𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 = 𝐼𝑜𝑏𝑠 на Γ𝑜𝑝. (7)

Далее сформулирована задача оптимального управления: найти
вектор-функцию 𝜑 = (𝜗sw, 𝑑𝑠), доставляющую минимум функци­
оналу 𝐽𝛼:

𝐽𝛼 =
𝛼

2

⎛⎜⎝𝛾∫︁
Γ𝑜𝑝

𝑔
√︀
𝑔𝐻
(︁
𝑑𝑠 − 𝑑(0)𝑠

)︁2
𝑑Γ+

∫︁
Γ𝑖𝑛

𝑔
√︀

𝑔𝐻
(︁
𝜗sw −𝜗(0)

sw

)︁2
𝑑Γ

⎞⎟⎠+

+
1

2

⎛⎜⎝𝛾∫︁
Γ𝑜𝑝

√︂
𝑔

𝐻
(𝐻𝑣⃗1 · 𝑛⃗1 − 𝐼𝑜𝑏𝑠)

2 𝑑Γ +

∫︁
Γ𝑖𝑛

√︂
𝑔

𝐻
(𝐻𝑣⃗1 ·𝑛⃗1 + 𝐻𝑣⃗2 ·𝑛⃗2)

2 𝑑Γ

⎞⎠ ,

где 𝛼 = const > 0, 𝛾 = const > 0.

Результаты моделирования для функции уровня 𝜉𝑖, где 𝑖 =
1, 2, а также исходной задачи, представлены на рисунке 3. Рас­
положение внутренней границы Γ𝑖𝑛 представлено белой линией.
Левая граница области являлась внешней жидкой границей Γ𝑜𝑝.

Таким образом, возможно рассматривать совместное приме­
нение методов разделения области и вариационной ассимиляции
данных на внешней жидкой границе. Постановка задачи была
проведена совместно с Шелопут Т. О., численные эксперименты
проведены автором лично.
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(а) (б)

Рисунок 3 – Значение уровня (а) для решения с применением
методов ассимиляции и разделения области; (б) для решения те­
стовой задачи

Результаты третьей главы опубликованы в работах [2, 3].

В четвертой главе описан разработанный комплекс про­
грамм и приведены результаты численных экспериментов приме­
нения метода разделения области в задачах гидротермодинами­
ки моря для реальной акватории Балтийского моря. Для провер­
ки эффективности использования предложенного метода разде­
ления области был проведен ряд численных экспериментов. Опи­
санный в главе 2 подход к построению алгоритмов разделения
области был применен к модели гидротермодинамики Балтийско­
го моря. В рассматриваемой серии экспериментов вся акватория
Балтийского моря была разделена на две подобласти (внутренняя
граница разделения области представлена пунктирной линией на
рисунках 4–6).

Результаты численных экспериментов для задачи о распро­
странении тепла в акватории Балтийского моря с применением
алгоритма разделения области представлены на рисунке 4(а). Ре­
зультаты расчета для акватории без использования метода раз­
деления области представлены на рисунке 4(б).

Результаты численных экспериментов для задачи, соответ­
ствующей линеаризованной системе уравнений мелкой воды, с
использованием метода разделения области сравнивались с ре­
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(а) (б)

Рисунок 4 – Температура на поверхности моря (а) с использова­
нием метода разделения области; (б) без использования метода
разделения области

зультатами моделирования без его применения. Рисунок 5(а) со­
ответствует результатам моделирования динамики Балтийского
моря с применением метода разделения области, рисунок 5(б) –
без использования данного метода.

(а) (б)

Рисунок 5 – Значение уровня (а) с использованием метода разде­
ления области; (б) без использования метода разделения области

Поля вектора скорости с применением метода разделения об­
ласти и без применения метода разделения области представлены
на рисунке 6.
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(а) (б)

Рисунок 6 – Поле скоростей (а) с использованием метода разде­
ления области; (б) без использования метода разделения области

Результаты использования метода разделения области в за­
дачах моделирования гидротермодинамики Балтийского моря по­
казывают соответствие с результатами моделирования без приме­
нения метода разделения области.

Результаты четвертой главы опубликованы в работах [4–6]
В Заключении кратко изложена суть работы и перечисля­

ются основные результаты.

Основные результаты работы

1) разработана модификация алгоритма разделения области
для задачи конвекции-диффузии, проведено его сравнение
с известным методом разделения области и представлены
результаты численных экспериментов;

2) предложен метод разделения области для линеаризованной
системы уравнений мелкой воды, проведено его сравнение
и представлены результаты численных экспериментов;

3) проведено численное исследование совместного применения
методов разделения области и вариационной ассимиляции
данных;

4) разработан комплекс программ для использования метода

17



разделения области в модели гидротермодинамики Балтий­
ского моря.
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