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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Îäíîé èç çàäà÷ ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ

òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ñâîéñòâ íåîðãàíè÷åñêèõ è îðãàíè÷åñêèõ ñîåäè-

íåíèé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òâ¼ðäûõ òåë

èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, äâå êîíöåïöèè. Ñîãëàñíî ïåðâîé êîíöåïöèè, òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåïðåðûâíûé êîíòèíóóì, ìèêðîñòðóêòóðîé êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêîå êîíòèíó-

àëüíîå îïèñàíèå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëî ñåáÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ

â òåëàõ íà ìàêðî-ìàñøòàáå. Ñîãëàñíî âòîðîé êîíöåïöèè ôèçè÷åñêîå òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê ñîâîêóïíîñòü äèñêðåòíûõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ äðóã ñ äðóãîì îïðåäåëÿåò

ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òâ¼ðäîãî òåëà. Äèñêðåòíîå îïèñàíèå ÷àùå âñåãî

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìåõàíèêîé ìèêðîñêîïè÷åñêèõ òåë.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâåðõ÷èñòûå (èäåàëüíûå) ãàð-

ìîíè÷åñêèå èëè ñëàáîàíãàðìîíè÷åñêèå îäíîìåðíûå êðèñòàëëû. Ãàðìîíè÷åñêèé îäíîìåðíûé

êðèñòàëë ñëóæèò ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäåëüþ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå óæå ñ ìîìåíòà åå çà-

ðîæäåíèÿ. Èçó÷åíèå ìîäåëè îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ìíîãèå àñïåêòû äè-

íàìèêè ðåøåòêè òâåðäîãî òåëà. Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ìíîãèå å¼ ñâîéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè. Ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ

èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ âûçâàí, â òîì ÷èñëå, è ñòðåìèòåëüíûì ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé.

Ïðèìåðîì îäíîìåðíûõ êðèñòàëëîâ ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, îäíîìåðíûå öåïî÷êè óãëåðî-

äà (êàðáèí) èëè öåïî÷êè ðòóòè â Hg3−δAsF6..

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå äèñêðåòíûõ ïîäõîäîâ â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ âíåñëè ðàáîòû Ô. Áîííîòî, Ñ.Í. Ãàâðèëîâà, Ì.À. Ãóçåâà, Î.Â. Ãåíäåëüìàíà, Ð.Â.

Ãîëüäøòåéíà, È. Å. Ãîëîâí¼âà, Ñ.Â. Äìèòðèåâà, Å.À. Êîðçíèêîâîé, Þ.À. Êîñåâè÷à, À.Ì.

Êðèâöîâà, Â.À. Êóçüêèíà, À.Ì. Êîñåâè÷à, Äæ. Ëåáîâèöà, Ñ. Ëåïðè, Ð. Ëèâè, Ç. Ðåéäíåðà,

À.Â. Ñàâèíà, Ñ. ×àíãà.

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óäîáíàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ

ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåïëîâûõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàçâèâàåìûé â

äàííîé ðàáîòå, ìîæåò áûòü òàêæå ðàñïðîñòðàí¼í íà äâóìåðíûå è òð¼õìåðíûå êðèñòàëëû.

Âåðîÿòíî, ÷òî ÿâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû



4

â ìíîãîìåðíûõ êðèñòàëëàõ, îäíàêî èìåííî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èõ àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îäíîìåðíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåø¼òîê è èçó-

÷åíèå èçìåíåíèÿ èõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ ÿâëÿåòñÿ àê-

òóàëüíîé çàäà÷åé ôèçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷åìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, îïèñûâà-

þùèõ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, èíèöèèðîâàííûå ìãíîâåííûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì â êîíå÷-

íûõ îäíîìåðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ, à òàêæå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, èíèöèèðîâàííûé

ìãíîâåííîé äåôîðìàöèåé, â áåñêîíå÷íûõ îäíîìåðíûõ ñëàáîàíãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� Ðàçâèòèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ âûðàæåíèé äëÿ ýâîëþöèè êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííûì òåïëîâûì óäàðîì, â êîíå÷íîì

îäíîìåðíîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå.

� Ðàçâèòèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ âûðàæåíèé äëÿ ýâîëþöèè êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííûì äåôîðìèðîâàíèåì ñëàáîíåëèíåé-

íîãî áåñêîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà.

� Ðàçâèòèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ âûðàæåíèé äëÿ ýâîëþöèè ê äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé

â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííûì òåïëîâûì óäàðîì, â îäíîìåðíîì

ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðîâåä¼ííîå â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà îñíîâàíî íà ìåòîäå àíàëèçà êîâàðèàöèé.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè è ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñ-

êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èññëåäóþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ àíàëèçà àñèìïòîòèê. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåð-

æäàåòñÿ íàä¼æíîñòüþ óêàçàííûõ ìåòîäîâ è èõ ñîãëàñèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìå-

õàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îäíîìåðíûõ áåçäåôåêòíûõ êðèñòàëëàõ ïðè òåìïåðàòóðàõ, äîñòàòî÷-

íî âûñîêèõ, ÷òîáû ìîæíî ïðèíåáðå÷ü âëèÿíèåì êâàíòîìåõàíè÷åêèõ ýôôåêòîâ íà äèíàìèêó

ðåø¼òêè êðèñòàëëà, íî äîñòàòî÷íî íèçêèõ, ÷òîáû íå ó÷èòûâàòü àíãàðìîíè÷íîñòü ìåæàòîì-

íûõ âçàèìîäåéñòâèé èëè ñ÷èòàòü å¼ ìàëîé. Íàïðèìåð, ïîêàçàíî, ÷òî â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå

ðòóòè, ïîäâåðæåííîì ìãíîâåííîìó òåïëîâîìó óäàðó äî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû 100K, ýôôåêò

òåïëîâîãî ýõà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñêà÷êó òåìïåðàòóðû ïðèìåðíî íà 5K; oäíîðîäíàÿ äåôîð-

ìàöèÿ îäíîìåðíîãî êðèñòàëëà óãëåðîäà íà 1, 0% îò ðàâíîâåñíîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ

ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû íà 1, 7K. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ïðèìåíèìîñòü èñïîëüçîâàííûõ ìîäåëåé

äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ äâóìåðíûõ è òð¼õ-

ìåðíûõ ñëó÷àåâ, à òàêæå íà ñëó÷àè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñòðîãîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ñðàâ-

íåíèåì ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè ïîñëå íà-

÷àëüíîãî òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ â îäíîìåðíîì êîíå÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå, ïî-

ëó÷åííîå ìåòîäîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèàöèé. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò

ïðåäñêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íîâîãî ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà � ïåðèîäè÷åñêîãî êðàòêî-

âðåìåííîãî ïîâûøåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

2. Âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè â ïåðå-

õîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèåé â îäíîìåðíîì

áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå ñ íåëèíåéíûì ìåæ÷àñòè÷íûì ïîòåíöèàëîì, ïîëó÷åííîå ìåòî-

äîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèàöèé. Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâà-

åìûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåòñÿ

ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
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3. Âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì íà-

÷àëüíûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì â îäíîìåðíîì êîíå÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå,

ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àíàëèçà äèíàìèêè êîâàðèàöèé. Àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ

äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ïîä÷èíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè-

÷¼ì å¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö â êðèñòàëëå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó-

÷åííûìè âïåðâûå:

1. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåïëîâûõ õàðàêòåðèñòèê êîíå÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îäíîìåð-

íûõ êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ êèíåòè÷åñêîé òåìïå-

ðàòóðû âî âðåìåíè ïîñëå íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ðåàëèçàöèè

ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà � ïåðèîäè÷åñêîãî êðàòêîâðåìåííîãî ïîâûøåíèÿ àìïëèòóäû êî-

ëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

2. Àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîòåêàíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, èíèöèèðîâàííîãî ìãíîâåííîé îäíî-

ðîäíîé äåôîðìàöèåé â îäíîìåðíîì êðèñòàëëå ñ íåëèíåéíûì ìåæ÷àñòè÷íûì ïîòåíöè-

àëîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïåðåõîäíûé ïðîöåññ èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåòñÿ ôóíê-

öèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

3. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îïèñàíèÿ äèôôóçèîííûõ õàðàêòåðèñòèê â êîíå÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì

îäíîìåðíîì êðèñòàëëå. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â ïåðåõîä-

íîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì íà÷àëüíûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì. Àíàëèòè÷åñêè äå-

ìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ïîä÷èíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè-

÷¼ì å¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö â êðèñòàëëå.

Ëè÷íûé âêëàä. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèÿ òåïëîâîãî ýõà ïîëó÷åíî ëè÷íî àâòî-

ðîì. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû

ðàçðàáîòàí ëè÷íî àâòîðîì. Âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû
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â äèññåðòàöèè, ïîäãîòîâëåíû è ïðîâåäåíû ëè÷íî àâòîðîì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è àíàëèç ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

è âûâîäû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû àâòîðîì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ïðî-

áëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), êàôåäðû Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÑÏá-

ÏÓ, íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Advanced Problems in Mechanics (ã.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020), íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ïðîáëåì ñâåðõ-

ïëàñòè÷íîñòè ìåòàëëîâ ÐÀÍ (ã. Óôà), íàó÷íîì ñåìèíàðå èíñòèòóò õèìè÷åñêîé ôèçèêè èì.

Í.Í. Ñåìåíîâà ÐÀÍ (ã. Ìîñêâà, 2021), íàó÷íîì ñåìèíàðå â Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò

èìåíè À.Ô.Èîôôå (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2021), íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ôèçèêè êîíäåí-

ñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ã. ×åëÿáèíñê, 2022).

Èññëåäîâàíèÿ àâòîðà íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðàáîòû ïîääåðæèâàëèñü: Ìèíèñòåðñòâîì îá-

ðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ãðàíòîâ No 18-11-00201 (ãëàâà 2), No

19-41-04106 (ãëàâà 3), No 16-29-15121 (ãëàâà 4), ïðîãðàììû Íàó÷íîãî öåíòðà ìèðîâîãî óðîâ-

íÿ ïî íàïðàâëåíèþ ¾Ïåðåäîâûå öèôðîâûå òåõíîëîãèè¿ ÑÏáÏÓ, ñîãëàøåíèå îò 17.11.2020 No

075-15-2020-934 (ãëàâà 4).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè, ïîëíîòà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Îñíîâíîå ñî-

äåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçëîæåíî â ÷åòûð¼õ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ â ðåöåíçèðó-

åìûõ æóðíàëàõ, âêëþ÷¼ííûõ â ïåðå÷åíü èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ è èíäåêñèðó-

åìûõ â ñèñòåìå Scopus.

Ïóáëèêàöèè â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü â ïåðå÷åíü èçäàíèé, ðåêîìåí-

äîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ:

1. Êðèâöîâ, A. Íåñòàöèîíàðíûå òåðìî-äèôôóçèîííûå ïðîöåññû â êîíå÷íîì îäíîìåðíîì

êðèñòàëëå / À. Êðèâöîâ, À. Ìóðà÷¼â, Ä. Öâåòêîâ // ×åáûøåâñêèé Ñáîðíèê. 2017. Ò.

18, � 3. Ñ. 330-349.

2. Murachev, A. Thermal echo in a �nite one-dimensional harmonic crystal / A. Murachev,

A. Krivtsov, D. Tsvetkov // Journal of Physics: Condensed Matter. 2019. Vol. 31, � 19. P.

095702
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3. Krivtsov, A. Transition to thermal equilibrium in a crystal subjected to instantaneous

deformation/ A. Krivtsov, A. Murachev // Journal of Physics: Condensed Matter. 2021.

Vol. 33, �21. P. 215403.

4. Krivtsov, A. Transient di�usion and thermal processes in a �nite one-dimensional harmonic

crystal/ A. Krivtsov, A. Murachev, D. Tsvetkov // Journal of Physics: Condensed Matter.

2022. Vol. 34, � 9. P. 095401.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ. Ðàáîòà ñîäåð-

æèò 109 ñòðàíèö, 10 ðèñóíêîâ, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 128 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâåä¼ííûõ â ðàìêàõ äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû, ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè ïðåäñòàâëÿåìîé

ðàáîòû, èçëàãàåòñÿ å¼ íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â îáçîðå ëèòåðàòóðû

îòäåëüíî îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, êàê òåïëîâîé õàðàêòêðå-

ñòèêè îäíîìåðíûõ ðåøåòîê, à òàêæå àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ ÿâëå-

íèé â ìèêðî è íàíî-ñòðóêòóðû.

Â ïåðâîé ãëàâå äà¼òñÿ îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé, à òàêæå îïèñûâà-

þòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ðàçäåëå 1.1 îáîñíîâûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ïðè

èçó÷åíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà íàíîóðîâíå.

Â ðàçäåëå 1.2 äà¼òñÿ îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî ãàð-

ìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö êðèñòàëëà â ñëó÷àå ëèíåàðèçîâàííûõ

ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé èìååò âèä:

mv̇n = Cεn+ 1
2
− Cεn− 1

2
, εn

def
= un+ 1

2
− un− 1

2
, (1)

ãäå εn � äåôîðìàöèÿ ñâÿçè ìåæäó ÷àñòèöàìè ñ íîìåðàìè n + 1
2
è n− 1

2
, un � ïåðåìåùåíèå

÷àñòèöû ñ íîìåðîì n, vn � ñêîðîñòü n-îé ÷àñòèöû, òî÷êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå

ïî âðåìåíè, C � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ñìûñë æ¼ñòêîñòè ñâÿçåé, à m � ìàññà ÷àñòèöû. Ìíî-
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æåñòâî (äëÿ âñåõ n) óðàâíåíèé (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ðàçäåëå 1.3 íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè ÷àñòèö

êðèñòàëëà (1), ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn , un+N = un, (2)

ãäå ρn � ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è íóëåâûì ìàòåìàòè-

÷åñêèì îæèäàíèåì, σ � äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2) ñî-

îòâåòñòâóþò îäíîðîäíîìó òåïëîâîìó âîçìóùåíèþ êðèñòàëëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1) � (2) èìååò âèä:

un =
σ

2Nωe

N−1∑
k=0

1

sin πk
N

sin

(
2ωet sin

πk

N

)N−1∑
s=0

ρs cos
2πk(n− s)

N
, (3)

ãäå N � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â êðèñòàëëå, ωe
def
=
√

C/m � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà.

Â ðàçäåëå 1.4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T :

kBT
def
= m⟨ṽ2p⟩, (4)

ãäå kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà, ṽp
def
= vp−⟨vp⟩ � öåíòðèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû p, à ⟨...⟩ �

îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Òàì æå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ íåöåíòðèðîâàííûõ

êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí: ⟨u2
p⟩ è ⟨v2p⟩.

Â ðàçäåëå 1.5 ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû:

ξk = ⟨unun+k⟩ , κk = ⟨vnvn+k⟩ , νk = ⟨unvn+k⟩. (5)

Óêàçàííûå âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþò êîððåëÿöèþ ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè ÷àñòèö â êðè-

ñòàëëå. Çàìåòèì, ÷òî T = κk|k=0. Ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè (5) ìîæíî âûðàçèòü â ñëåäóþùåé

çàìêíóòîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ξ̈k − 4Lξk = 2ϵ0k , κ̈k − 4Lκk = −2Lϵ0k , λ̈k − 4Lλk = 0,

λk
def
= κk + Lξk

(6)

ãäå λk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ëàãðàíæèàíó ñèñòåìû, à

Lfk
def
= ω2

e(fk−1 − 2fk + fk+1) (7)
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� ðàçíîñòíûé îïåðàòîð.

Â ðàçäåëå 1.6 ïîëó÷åíà ñâÿçü ìåæäó öåíòðèðîâàííûìè è íåöåíòðèðîâàííûìè äèñïåð-

ñèÿìè ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé, à òàêæå äàíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ öåíòðè-

ðîâàííûõ âåëè÷èí.

Â ðàçäåëå 1.7 äàíî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ λk. Ñâÿçü ìåæäó λk è κk

èìååò âèä: 2κk = λk+ϵδk, ãäå ϵ� ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, à δk � äåëüòà Êðîíåêåðà. Ïîêàçàíî,

÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà àìïëèòóäà êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû îñöèëëèðóåò,

ïðè÷¼ì ýòè îñöèëëÿöèè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû èíèöèèðîâàí-

íûå ìãíîâåííûì òåïëîâûì âîçìóùåíèåì â êîíå÷íîì îäíîìåðíîì ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðåäñòàâëåíî îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîñòè èçó÷àòü òåïëîâûå ïðîöåññû â

êîíå÷íûõ íàíîðàçìåðíûõ òåëàõ.

Â ðàçäåëå 2.2 äà¼òñÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òåïëîâîì âîçìóùåíèè â êîíå÷íîì

êðèñòàëëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

ün = Lun
def
= ω2

e(un−1 − 2un + un+1) , ωe
def
=

√
C

m
,

u0 = uN , uN+1 = u1,

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn,

(8)

ãäå ωe � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà. Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû:

T =
m

kB
κ̃n

∣∣∣∣
n=0

, (9)

ãäå κn � êîâàðèàöèÿ öåíòðèðîâàííûõ ñêîðîñòåé.

Â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïå-

ðàòóðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûì � ÷åðåç êîíå÷íóþ

ñóììó êðàòíûõ êîñèíóñîâ:

T = TE +
δT

2N

N−1∑
k=0

cos

(
4ωet sin

πk

N

)
, (10)

ãäå

TE
def
=

∆T

2

(
1− 1

N − 1

)
, δT

def
= ∆T

(
1 +

1

N − 1

)
,

∆T
def
= σ2

(
1− 1

N

)
,

(11)
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ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö â êðèñòàëëå. Âòîðûì � ÷åðåç áåñêîíå÷íóþ ñóììó ôóíêöèé Áåññåëÿ:

T = TE +
δT

2
J0(4ωet) + δT

∞∑
p=1

J2pN(4ωet), (12)

Èç âûðàæåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñòðå-

ìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðå TE, òîãäà êàê äëÿ êîíå÷íîãî êðèñòàëëà òåìïåðàòóðà îññ-

öèëëèðóåò â îêðåñòíîñòè TE. Îáà âûðàæåíèÿ (10) è (12) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, íî âûðàæå-

íèå (12) áîëåå óäîáíî äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà. Êàæäîå, êðîìå ïåðâîãî, ñëàãàåìîå â âûðà-

æåíèè (12) â äàëüíåéøåì íàçûâàþòñÿ òåïëîâîé ìîäîé. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (12) êèíåòè÷åñêàÿ

òåìïåðàòóðà ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ áàçîâîé òåïëîâîé ìîäû δT
2
J0(4ωet) è

δTJp(4ωet) � òåïëîâûõ ìîä ïîðÿäêà p.

Â ðàçäåëå 2.4 àíàëèçèðóåòñÿ îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Â ïîäðàçäåëå 2.4.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òåïëîâîãî ýõà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ðåçêîì êâàçèïå-

ðèîäè÷åñêîì ïîâûøåíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Äà¼òñÿ ôèçè÷å-

ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèðîäû òåïëîâîãî ýõà. Ïåðâîå òåïëîâîå ýõî ðåàëèçóåòñÿ â òîò ìîìåíò,

êîãäà âñòðå÷àþòñÿ äâå âîëíû, èíèöèèðîâàííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèåñÿ îò êàæäîé ÷àñòèöû â ðàçíûå ñòîðîíû. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîñëå òîãî, êàê êàæäàÿ èç

ýòèõ äâóõ âîëí ïðîõîäÿò ïîëîâèíó äëèíû êðèñòàëëà. Âòîðîå òåïëîâîå ýõî ðåàëèçóåòñÿ ïîñëå

òîãî, êàê âñòðå÷àþòñÿ âîëíû îò êàæäîé ÷àñòèöû, ïîðîæä¼ííûå ïåðâûì òåïëîâûì ýõîì è

òàê äàëåå.

Â ïîäðàçäåëå 2.4.2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé. Êàê

âèäíî èç ðèñ. 1 ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîêðàò-

íûå ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà ïðèâîäÿò ê áèåíèÿì â àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé êèíåòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 2). ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ âðåìåí

ìíîãîêðàòíûå ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà ïðèâîäÿò ê âñå áîëåå ñëîæíîé ôîðìå áèåíèé. Íà

áîëüøèõ âðåìåíàõ êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïðèîáðåòàþò êâàçèñòîõàñòè÷åñêèé

õàðàêòåð, íàïîìèíàþùèé òåïëîâîé øóì.
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Ðèñ. 1: Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â êîíå÷íîì êðèñòàëëå. ×èñëåííîå (ââåðõó)
è àíàëèòè÷åñêîå (âíèçó) ðåøåíèÿ. Óñðåäíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì 100 ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îáîçíà÷åíèÿ: t � âðåìÿ, τ0 =
N

2ωe

� êâàçèïåðèîä

òåïëîâîãî ýõà, N = 103 � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â êðèñòàëëå, ωe � ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòîòà.

Ðèñ. 2: Áèåíèÿ òåìïåðàòóðû, íàëîæåííûå íà òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ òåïëîâûõ ýõî-ñèãíàëà.
Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö N = 106, TE � ðàâíîâåñíàÿ òåìïåðàòóðà, δT = ∆T

(
1 + 1

N−1

)
, ∆T �

òåìïåðàòóðíûé ñêà÷îê êðèñòàëëà, âûçâàííûé òåïëîâûì âîçìóùåíèåì, t� âðåìÿ, τ0 � ïåðèîä
ðåàëèçàöèè òåïëîâîãî ýõà.

Â ïîäðàçäåëå 2.4.3 ïðèâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ.

Îñîáåííîñòüþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè âûðàæàþò ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ
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Jµ(x) äâóõ ïåðåìåííûõ x, µ â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè Ýéðè Ai(ζ), çàâèñÿùåé îò îäíîé

ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó êàæäàÿ òåïëîâàÿ ìîäà, êðîìå áàçîâîé ìîäû, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç

ôóíêöèè Ýéðè ïóòåì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Jµ(x) ≃
(

4ζ

1− ξ2

)1/4 Ai
(
µ2/3ζ

)
µ1/3

, µ → ∞, (13)

ãäå

ξ =
x

µ
,

ζ =



(
3

2

)2/3 [
ln

(
1 +

√
1− ξ2

ξ

)
−
√
1− ξ2

]2/3
, åñëè 0 ≤ ξ ≤ 1;

−

(
3

2

)2/3 [√
ξ2 − 1− arcsec ξ

]2/3
, åñëè ξ ≥ 1.

Â ïîäðàçäåëå 2.4.4 àíàëèçèðóåòñÿ àñèìïòîòèêà òåïëîâîé ìîäû ïîðÿäêà p äëÿ áîëüøèõ

çíà÷åíèé N . Ïîêàçàíî, ÷òî îñòàòî÷íûå êîëåáàíèÿ (îñöèëëÿöèè òåìïåðàòóðû îò ïðåäûäó-

ùåé òåïëîâîé ìîäû) ÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèìè è ÷àñòûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåêóùåé ðåàëèçàöèåé

òåïëîâîãî ýõà.

Â ïîäðàçäåëå 2.4.5 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ öåïî÷êà, ñîñòî-

ÿùàÿ èç N = 103 àòîìîâ ðòóòè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíîé òåì-

ïåðàòóðîé T0 = 0K. Òàêèå öåïî÷êè (ïðàâäà ìåíüøèõ ðàçìåðîâ), íàïðèìåð, âõîäÿò â ñîñòàâ

âåùåñòâà Hg3−δAsF6. Òåïëîâîå âîçìóùåíèå ìãíîâåííî ïîâûøàåò òåìïåðàòóðó äî çíà÷åíèÿ

T0 +∆T = 100K. (14)

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçìóùåíèÿ â êðèñòàëëå ðåàëèçóþòñÿ êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû âáëèçè

ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ TE ≈ 50K. Åñëè ó÷åñòü îñòàòî÷íûå êîëåáàíèÿ, ìàêñèìàëüíàÿ òåìïå-

ðàòóðà, äîñòèãàåìàÿ ïåðâûì òåïëîâûì ýõîì, ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 56.2K. Êâàçèïåðèîä

ðåàëèçàöèé òåïëîâîãî ýõà ñîñòàâëÿåò τ0 = 1.65 · 10−12 ñåê., ÷òî â N
4π

≈ 80 ðàç áîëüøå, ÷åì ïå-

ðèîä êîëåáàíèé àòîìîâ â ðåø¼òêå.

Â ðàçäåëå 2.5 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ãëàâû 2.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîì α-ÔÏÓ

êðèñòàëëå â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, èíèöèèðîâàííîì ìãíîâåííîé îäíîðîäíîé äåôîðìàöèåé

êðèñòàëëà.
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Â ðàçäåëå 3.1 îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ àäèàáàòè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ, èíèöèèðîâàííûõ ìãíîâåííîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé â íåëèíåéíûõ ñèñòå-

ìàõ, â êîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè.

Â ðàçäåëå 3.2 äà¼òñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ââîäÿòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ K è ïîòåíöèàëüíàÿ U ýíåðãèè, à òàêæå êèíåòè-

÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà T :

K
def
=

1

2
m⟨ṽ2n⟩ , U(ϵ+ εn)

def
= ⟨Π(ϵ+ εn)⟩ , Π(ε)

def
=

C

2
ε2 +

α

3
ε3 , T

def
=

2K

kB
, (15)

ãäå Π � ìåæ÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë, C è α � æ¼ñòêîñòè ìåæ÷àñòè÷íûõ ñâÿçåé ïåðâîãî è

âòîðîãî ïîðÿäêà, ũn � öåíòðèðîâàííîå ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ñ èíäåêñîì n, ϵ � îäíîðîä-

íàÿ àáñîëþòíàÿ äåôîðìàöèÿ è εn
def
= ũn − ũn−1 � ñòîõàñòè÷åñêàÿ àáñîëþòíàÿ äåôîðìàöèÿ.

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ÷àñòèöû äëÿ êðèñòàëëà èìååò âèä

mv̇n = Fn+1 − Fn , Fn
def
= −F (ϵ+ εn) , F (ε) = −Π ′(ε) = −Cε− αε2, (16)

ãäå Fn � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó n− 1 ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû n, à øòðèõ îçíà÷àåò

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó.

Â ðàçäåëå 3.3 äàþòñÿ âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà ïåðåä ìãíî-

âåííûì äåôîðìèðîâàíèåì è âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåì-

ïåðàòóðû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîñëå ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè.

Â ïîäðàçäåëå 3.3.1 ïðåäñòàâëåí âûâîä âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

K =
1

2
⟨εnFn⟩, (17)

ãäå ⟨...⟩ � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, εn �äåôîðìàöèÿ n-îé ñâÿçè.

Â ïîäðàçäåëå 3.3.2 ñ ïîìîùüþ âèðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (17) ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, ñâÿ-

çûâàþùåå êèíåòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó è äèñïåðñèè äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé äî ìãíîâåííîãî

äåôîðìèðîâàíèÿ:

kBT0 = m⟨v2n⟩ = C⟨ε2n⟩, (18)

ãäå T0 � òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà äî îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè, kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà.
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Â ïîäðàçäåëå 3.3.3 ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ ïîñëå ìãíîâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëà:

T |t→∞ = T0

(
1 +

αϵ

C

)
. (19)

Èç âûðàæåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè ïðîïîðöèîíàëüíî îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ϵ. Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ àáñîëþòíàÿ

äåôîðìàöèÿ èçìåíÿåò ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ, ñëåäîâàòåëüíî å¼ âëèÿíèå ìîæåò èí-

òåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê èçìåíåíèå æ¼ñòêîñòè ñâÿçåé êðèñòàëëà.

Â ðàçäåëå 3.4 îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîèñêó âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåì-

ïåðàòóðû êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà ìîæåò áûòü íàéäåíà

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîãî àíàëèçà ïóò¼ì ââåäåíèÿ îáîáù¼ííûõ ýíåðãèé, ïðîïîðöè-

îíàëüíûõ êîâàðèàöèÿì ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé:

Kk
def
=

1

2
m⟨vnvn+k⟩ , Uk

def
=

1

2
mω2⟨εnεn+k⟩ , Lk

def
= Kk − Uk, (20)

ãäå Kk è Uk � îáîáùåííûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, è Lk � îáîáù¼ííûé

ëàãðàíæèàí. Äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé (20) è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö êðèñòàëëà

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ îáîáù¼ííîãî ëàãðàíæèàíà:

L̈k = 4ω2(Lk−1 − 2Lk + Lk+1) ,

t = 0 : Lk = −T0kBαϵ

C
δk , L̇k = 0.

(21)

Ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé íà÷àëüíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ðàíåå â ãëàâå 2. Ñîãëàñíî ýòîìó ðåøåíèþ

îáîáù¼ííûé ëàãðàíæèàí îñöèëëèðóåò ñ óáûâàþùåé àìïëèòóäîé:

Lk = −T0kBϵα

C
J2k(4ωt), (22)

ãäå Jk(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ k-ãî ïîðÿäêà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçè îáîáù¼ííîãî ëàãðàíæè-

àíà è êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = T0 +
T0αϵ

C

(
1− J0(4ωt)

)
. (23)

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (23) ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïî-

ëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëàáîàíãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà.
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Ðèñ. 3: Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T â áåñêîíå÷íîì êðè-
ñòàëëå ïîñëå ìãíîâåííîé íàãðóçêè ïðè t = 0. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííîå (òî÷êè) è àíàëèòè÷å-
ñêîå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ðåøåíèÿ. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ 103. ×èñëî ÷àñòèö N = 5 · 104, êîíñòàíòà τ = 2π/ωe, êîýôôèöèåíò αϵ/C = −0.1.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (23) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ

ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèö êðèñòàëëà (16) äëÿ

íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé.

Â ðàçäåëå 3.5 ïðîèçâåäåíà îöåíêà ñêà÷êà òåìïåðàòóðû â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, âûçâàí-

íîì ìãíîâåííîé àáñîëþòíîé äåôîðìàöèåé íà 1.0 % îò ðàâíîâåñíîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ

â îäíîìåðíîé öåïî÷êå óãëåðîäà ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé T0 = 300o K. Ñîãëàñíî ôîðìó-

ëå (19), íîâîå çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû ðàâíî 298.3 Ê. Àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøîì

÷èñëå ÷àñòèö N äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â ïåðåõîäíîì ïðîöåñ-

ñå, îïèñûâàåìîãî ôîðìóëîé (23), ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 10.2 ôåìòîñåêóíä. Òàêèì îáðàçîì,

äåôîðìàöèÿ ðàâíàÿ 1.0 % ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû êðèñòàëëà íà 0.6 %.

Â ðàçäåëå 3.6 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ãëàâû 3.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îäíîìåðíîì ãàðìîíè-

÷åñêîì êðèñòàëëå.

Â ðàçäåëå 4.1 äà¼òñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè:

ün = ω2
e(un−1 − 2un + un+1) , ωe

def
=

√
C

m

u0 = uN , uN+1 = u1,

t = 0 : un = 0 , u̇n = σρn,

(24)

ãäå ρn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñè-

åé, σ � äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ,
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àññîöèèðóþùèõñÿ ñ ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî â êðèñòàëëå íå ïðîèñõîäèò

èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ÷àñòèö â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,

÷òî ÷àñòèöû ìîãóò äàëåêî óõîäèòü îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå

ìîæåò âûçûâàòü áîëüøèå äåôîðìàöèè â êðèñòàëëå. Äëÿ àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ïðèâåä¼ííûé ëàãðàíæèàí λk è öåíòðèðîâàííûé ïðèâåä¼ííûé ëàãðàí-

æèàí λ̃k:

λk
def
= κk + Lξk , λ̃k = λk −

σ2

N
, (25)

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå. Êîâàðèàöèîííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà:

λk = κk + Lξk , λ̈k = 4Lλk,

t = 0 : λk = σ2δNk , λ̇k = 0.
(26)

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (26) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

λ(t) =

(
J0(4ωet) + 2

∞∑
p=1

J2pN(4ωet)

)
, λ(t)

def
= λn

∣∣∣∣
n=0

. (27)

Ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâåä¼ííîãî ëàãðàíæèàíà äà¼ò äèñïåðñèþ ïåðåìåùåíèé:

⟨ũ2
n⟩ = 2I2λ(t)− σ2t2

N
, (28)

ãäå èñïîëüçîâàí èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

If(t) def
=

∫ t

0

f(τ)dτ. (29)

Â ðàçäåëå 4.2 àíàëèçèðóþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèé ïåðåìåùåíèé â áåñêîíå÷íîì

êðèñòàëëå. Ïîêàçàíî, ÷òî èç ôîðìóëû (28) â ïðåäåëå N → ∞ ñïðàâåäëèâû àññèìïòîòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ:

⟨ũ2
k⟩ = 2σ2I2J0(4ωet) =

σ2

8ω2
e

Φ(4ωet) , Φ(z)
def
= I2J0(z). (30)

Âûðàæåíèå äëÿ Φ ïðåäñòàâèìî â âèäå:

Φ(z) = z2J0(z)− zJ1(z) +
πz2(H0(z)J1(z)−H1(z)J0(z))

2
. (31)

Ôóíêöèÿ Φ(z) èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

z ≪ 1 ⇒ Φ(z) ≃ z2

2
,

z → ∞ , Φ(z) ≃ z.

(32)
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö, äèñïåð-

ñèÿ ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ îò âðåìåíè. Âáëèçè

àñèìïòîòû äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ

ðîñò äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé, ñîâïàäàþùåé ñ àñèìï-

òîòîé (ñì. ðèñ. 4):

t ≫ τ
def
=

2π

ωe

: ⟨ũ2
k⟩ ≃

σ2

2ωe

t. (33)

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè Φ(z), îòîáðàæàþùèé ðîñò äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â áåñêîíå÷íîì
êðèñòàëëå. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà àñèìïòîòà Φ(z) ≃ z.

Â ðàçäåëå 4.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé êâàçèïåðèîä äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé â êîíå÷íîì

êðèñòàëëå � âðåìåííîé îòðåçîê îò íóëÿ âïëîòü äî τ0
def
= N

2ωe
. Äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé èìååò

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò âðåìåíè (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåâåðíóòîé ïàðàáîëó):

N → ∞ , ⟨ũ2
k⟩ ≃

σ2

N
t (τ0 − t) . (34)

Ñàìûå çíà÷èìûå îòêëîíåíèÿ îò ýòèõ çàêîíîâ íàáëþäàþòñÿ íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî

èíòåðâàëà. ×åì áîëüøå ÷èñëî ÷àñòèö â êðèñòàëëå, òåì ëó÷øå àïïðîêñèìàöèÿ (34), òåì ìåíåå

çàìåòíûìè áóäóò óêàçàííûå îòêëîíåíèÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t = τ0 äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ âñåõ ÷àñòèö â

öåïî÷êå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Êðèñòàëë ïðàêòè÷åñêè âîçâðà-
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ùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü â ìîìåíòû âðåìåíè

êðàòíûå τ0 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Â ðàçäåëå 4.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòèêè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ïðè áîëüøîì ÷èñ-

ëå ÷àñòèö è áîëüøèõ âðåìåíàõ. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèñïåðñèé (34)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

⟨ũ2
k⟩ ≃

∞∑
p=0

f(t− pτ0), (35)

ãäå ôóíêöèÿ f(t) íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå [0, τ0] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(t)
def
=

σ2

N
t (τ0 − t) (36)

è ðàâíà íóëþ âíå óêàçàííîãî èíòåðâàëà. Ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî òåïëîâîãî óäàðà äèñïåðñèÿ

ïåðåìåùåíèé ðàñò¼ò ñïåðâà ëèíåéíî, à ïîòîì ðîñò å¼ çàìåäëÿåòñÿ, è ïðè t = τ0/2 äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìóì

⟨ũ2
k⟩max ≃

σ2τ 20
4N

=
σ2N

16ω2
e

. (37)

Âåëè÷èíà ìàêñèìóìà äèñïåðñèè ïðîïîðöèîíàëüíà N , çíà÷èò, ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ

îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ êðèñòàëëà ïðîïîðöèîíàëüíû
√
N . Ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà

íà÷èíàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ñïàä äèñïåðñèè, ïðèâîäÿùèé ê å¼ òîæäåñòâåííîìó îáðàùåíèþ â

íîëü ïðè t = τ0. Çàòåì äèñïåðñèÿ ñíîâà íà÷èíàåò ðàñòè, è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Òàêàÿ êàð-

òèíà íàáëþäàåòñÿ íà áîëüøèõ, ìàêðîñêîïè÷åñêèõ, âðåìåíàõ. Íà ìàëûõ, ìèêðîñêîïè÷åñêèõ,

âðåìåíàõ âáëèçè ìîìåíòîâ âðåìåíè t = pτ0, p = 1, 2, 3, ... ðåàëèçóþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû.

Â ðàçäåëå 4.5 ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äèñïåðñèé ïåðåìåùåíèé óñðåäí¼ííûõ ïî àí-

ñàìáëþ ⟨ũ2
k⟩ è ïðîñòðàíñòâó {ũ2

k}. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ ïîçâîëÿåò çà-

êëþ÷èòü, ÷òî âðåìåííûå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé óñðåäí¼ííûå ïî ïðîñòðàíñòâó

ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ â êàæäîì èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû äèñïåð-

ñèè, îïèñûâàåìîé ôîðìóëàìè (35)�(36). Ñðàâíåíèå îñðåäíåííûõ ïî ïðîñòðàíñòâó êâàäðàòîâ

ïåðåìåùåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñïåðñèè ïåðåìåùåíèé ïðèâåäåíî íà ðèñ. 5. Êàê

âèäíî èç àíàëèçà ãðàôèêîâ íà ðèñ. 5, äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé, óñðåäí¼ííàÿ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó {ũ2
k} ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå êðè-

âûå. Çàâèñèìîñòè {ũ2
k} è ⟨ũ2

k⟩ îáðàùàþòñÿ â íîëü ïåðèîäè÷åñêè ïðè t = pτ0, ãäå p = 1, 2, 3... è

ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ íà êàæäîì èç êâàçèïåðèîäîâ. Çàâèñèìîñòü ⟨ũ2
k⟩ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì çàâèñèìîñòåé {ũ2
k}. Îäíàêî, çàâèñèìîñòè ⟨ũ2

k⟩ íå ñòðåìÿòñÿ ê {ũ2
k} ïðè
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Ðèñ. 5: Îñðåäí¼ííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé {ũ2
k} äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçà-

öèé ïðè N = 1000 (òîíêèå ëèíèè), îñðåäí¼ííàÿ ïî àíñàìáëþ äèñïåðñèÿ ïåðåìåùåíèé ⟨ũ2
k⟩

(æèðíàÿ ëèíèÿ), A
def
= σ2τ 20 /(4N), τ0

def
= N

2ωe
.

óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàäðàòà ïåðåìåùåíèé ñðåäíåå ïî ïðîñòðàí-

ñòâó è ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.

Â ðàçäåëå 4.6 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ãëàâû 4.


