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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Публичное обсуждение реальности квантовых вы-

числений началось в 80-ых годах XX века благодаря работам Р. Фейнмана [1] и

П. Бениоффа [2]. Сходные идеи содержатся во вводном разделе книги Ю.И. Ма-

нина [3]. С тех пор в этой области был достигнут значительный прогресс. Для

некоторых алгоритмических задач, таких как факторизация целого числа и на-

хождение дискретного логарифма, уже известны квантовые алгоритмы, дости-

гающие экспоненциального ускорения по сравнению с лучшими на сегодняшний

день классическими алгоритмами. Одним из ключевых наблюдений, сделаных в

статье [1], была явная недостаточность вычислительных ресурсов обычных ком-

пьютеров при моделировании эволюции квантовых систем. Со времени первых

экспериментальных реализаций, относящихся к концу 80-ых годов, было пред-

ложено множество различных квантовых криптосистем. Значительный интерес

к использованию квантовых систем как информационного носителя стимулиро-

вал более глубокое изучение оснований квантовой механики, включая принцип

неопределённостей и ограничения типа неравенств Белла. В настоящее время

концептуальные вопросы квантовой теории являются предметом неослабеваю-

щего интереса.

Проектирование и анализ систем квантовых вычислений и коммуникаций

зависит от понимания фундаментальных ограничений на возможные манипуля-

ции с информацией, закодированной в квантовых носителях. Указанные ограни-

чения задают своего рода “систему отсчёта” для наших возможностей в томогра-

фии квантовых состояний, при построении корректирующих ошибки квантовых

кодов и анализе уязвимостей протоколов квантового распределения секретного

ключа. Актуальность тематики обусловлена потенциальной мощью устройств,

использующих квантовые эффекты для решения вычислительных задач и защи-

ты данных от несанкционированного доступа. При этом важно знать не только

формальные количественные ограничения, но и то, какие именно характеристи-
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ки наиболее уместны при анализе тех или иных вопросов. В идеале хотелось

бы располагать некоторой “теорией ресурсов”, позволяющей оценить потенци-

альное значение квантовых эффектов как информационных инструментов.

Цели и задачи диссертационной работы. В настоящей диссертаци-

онной работе предложены новые характеристики степени близости и различи-

мости квантовых состояний, а также проанализированы свойства этих характе-

ристик с точки зрения преобразований, востребованных на сегодня в инжене-

рии квантовых состояний. Среди мер различимости квантовых состояний важ-

нейшую роль играют следовая метрика и точность воспроизведения. В работе

продемонстрирована целесообразность использования частичных аналогов ука-

занных величин. В этой связи довольно естественно возникает идея определить

частичные энтропийные суммы и исследовать их свойства. Помимо тех свойств,

которые являются особенно важными в теории информации, с физической точ-

ки зрения необходимо выяснить свойства непрерывности и устойчивости эн-

тропийных функций в термодинамическом пределе. Квантовую когерентность

можно трактовать как потенциальный “ресурс” для использования в системах

вычислений и коммуникаций, отличный от хорошо известного энтенглмента.

Достаточно важно исследовать квантификаторы квантовой когерентности, ин-

дуциированные относительными энтропиями типа Цаллиса. Большой интерес

представляет формулировка соотношений неопределённостей в терминах энтро-

пий, зависящих от параметра, таких как энтропии Ре́ньи и Цаллиса. Как из-

вестно, в процессах обработки информации на квантовых носителях широко

применяются измерения, обладающие специальной “внутренней” структурой.

Выяснение дополнительных характеристик некоторых измерений такого рода

было одной из задач диссертационного исследования. Формулировка соотноше-

ний неопределённостей для энергии и времени интересовала исследователей с

момента возникновения квантовой механики.

Научная новизна. Краткая характеристика новизны представленных в

диссертационной работе результатов состоит в следующем.



4

• Впервые предложены и проанализированы частичные аналоги следовой

метрики и точности воспроизведения.

• Впервые сформулированы неравенства Фанне для частичных энтропий-

ных сумм типа Цаллиса, что, в частности, позволяет описывать свой-

ство непрерывности энтропийных характеристик в бесконечномерном про-

странстве.

• Впервые определены области параметров, для которых квантовые унифи-

цированные энтропии обладают свойствами устойчивости и субаддитив-

ности.

• Сформулированы новые неравенства типа Пинскера и Фанне для кванто-

вой относительной энтропии Цаллиса.

• Впервые предложены и исследованы квантификаторы квантовой когерен-

тности, индуциированные относительными энтропиями Цаллиса.

• Впервые получены энтропийные соотношения неопределённостей для экс-

тремальных “распутываний” супероператоров.

• Получены новые энтропийные соотношения неопределённостей для рав-

нонаклонённых базисов и симметричных информационно полных измере-

ний.

• Впервые получена энтропийная формулировка соотношений неопределён-

ностей для энергии и “дополнения” гамильтониана как сопряжённной с

ней переменной.

Методология и методы исследования. Исследования проводились на

основе стандартной формулировки квантовой механики и теории сохраняющих

след вполне положительных преобразований. Были использованы некоторые ре-

зультаты выпуклого и функционального анализа, включая свойства норм Шат-



5

тена, а также известные факты о монотонных и выпуклых матричнозначных

функциях от матриц и ряд следствий теоремы Либа.

Теоретическая и практическая значимость. Построенные меры раз-

личимости квантовых состояний и выведенные для них соотношения являются

инструментами для тестирования и количественного описания каналов переда-

чи информации на квантовых носителях, особенно в условиях неполноты дан-

ных. Предложенные квантификаторы квантовой когерентности и сопутствую-

щие соотношения комплементарности характеризуют доступные возможности

по использованию когерентности как потенциального ресурса. Наборы равно-

наклонённых базисов используются в распространённых системах квантовой

криптографии. Соотношения неопределённостей для этих и схожих измерений

со специальной структурой дают новые возможности по анализу уязвимостей

подобных криптосистем. Локальные соотношения неопределённостей в приме-

нении к составным системам используются для разработки практических схем

обнаружения энтенглмента. Энтропийный подход к описанию уровня неопреде-

лённостей позволяет естественным путём учесть неэффективности детектиро-

вания, неизбежно присутствующие в реальных устройствах.

Положения, выносимые на защиту.

1. Построены семейство частичных энтропийных сумм и частичные аналоги

следовой метрики и точности воспроизведения, свойства которых обосно-

вывают целесообразность их применения в квантовой теории информа-

ции.

2. Для квантовых унифицированных энтропий сформулированы неравен-

ства типа Фанне, установлены монотонность при проективных измерениях

и параметрические области субаддитивности и устойчивости.

3. Получены новые неравенства типа Пинскера и Фанне, устанавливающие

дополнительные связи квантовых относительных энтропий Цаллиса с дру-
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гими теоретико-информационными характеристиками.

4. Введены квантификаторы квантовой когерентности с использованием от-

носительной энтропии Цаллиса и раскрыты их основные свойства.

5. Сформулированы новые соотношения неопределённостей для суперопера-

торов, равнонаклонённых базисов и симметричных информационно пол-

ных измерений.

6. Предложенные энтропийные меры различимости и установленные их свой-

ства открывают новые возможности для построения квантовых каналов

и схем детектирования неклассических корреляций.

Апробация результатов. Представленные в диссертационной работе ре-

зультаты докладывались и обсуждались на 46-ом международном симпозиуме

по математической физике “Information Theory & Quantum Physics” в 2014 г.

(Университет Николая Коперника, Торунь, республика Польша), на семинарах

в Центре теоретической физики ПАН (Варшава, республика Польша), Инсти-

туте физики им. М. Смолуховского Ягеллонского университета (Краков, рес-

публика Польша), Национальном центре квантовой информации (Гданьск, рес-

публика Польша), в отделе математических методов квантовых технологий и в

отделе математической физики МИАН им. В.А. Стеклова.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 15 работ в рецензиру-

емых журналах, входящих в перечень ВАК и индексируемых в реферативных

базах Web of Science и Scopus.

Личный вклад автора. Диссертационная работа излагает и обобщает

результаты, полученные автором лично.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вводного

раздела, восьми глав, заключительного раздела и списка литературы из 209

наименований. Объём работы составляет 231 страницу, включая 4 рисунка.
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Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, изло-

жены взгляды автора на развитие и перспективы квантовой теории информа-

ции, сформулирована цель и аргументирована научная новизна исследований,

обсуждается практическая значимость полученных результатов, представлены

выносимые на защиту научные положения.

Первая глава посвящена частичным аналогам следовой метрики и точ-

ности воспроизведения. Результаты первой главы опубликованы в работах [A1,

A2, A3]. Пусть X — квадратный оператор в d-мерном пространстве. Для целых

k = 1, . . . , d, k-норма Фань Цзы определяется как

‖X‖(k) :=
∑k

j=1
sj(X)↓ . (1)

Направленные вниз стрелки означают, что сингулярные числа sj(X) должны

вводиться в невозрастающем порядке. Семейство норм Фань Цзы включает в

себя спектральную норму при k = 1 и следовую норму при k = d. Предлагается

использовать нормы Фань Цзы для более детального описания различий между

двумя матрицами плотности.

Для пары матриц плотности ρ и ̺ с единичным следом, следовая метрика

определяется как [4]

D(ρ,̺) :=
1

2
Tr|ρ− ̺| =

1

2
‖ρ− ̺‖(d) . (2)

Эта величина является квантовым аналогом колмогоровской дистанции между

распределениями вероятности p = {pj}rj=1 и q = {qj}rj=1:

D(p, q) :=
1

2

∑r

j=1
|pj − qj| . (3)

Для k = 1, . . . , d мы далее определим частичные следовые дистанции [A3]

Dk(ρ,̺) :=
1

2
‖ρ− ̺‖(k) . (4)
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Частичная версия метрики (3) между распределениями вероятности задаётся

как

Dk(p, q) :=
1

2

∑k

j=1
|pj − qj|↓ , (5)

где числа |pj − qj| должны вводиться в невозрастающем порядке. В соответ-

ствии с изложенной схемой, полная следовая метрика (2) обозначается далее

через Dd(ρ,̺). Подразумевая размерность вероятностных векторов равной r,

колмогоровскую дистанцию (3) между распределениями вероятностей обозна-

чим через Dr(p, q). Частичные следовые дистанции обладают свойствами, непо-

средственно вытекающими из свойств унитарно инвариантных норм:

(i) 0 ≤ Dk(ρ,̺) ≤ 1, причём равенство нулю достигается, если и только если

ρ = ̺;

(ii) симметричность, т.е. Dk(ρ,̺) = Dk(̺,ρ);

(iii) неравенство треугольника, т.е. Dk(ρ,̺) ≤ Dk(ρ,ω) +Dk(ω,̺);

(iv) унитарная инвариантность, т.е. Dk(UρU
†,U̺U†) = Dk(ρ,̺) для любого

унитарного преобразования U.

Следующий результат характеризует свойство выпуклости величин (4).

Предложение 1. Пусть p = {pi} и q = {qi} — вероятностные распределения

над заданным множеством индексов, и пусть {ρi} и {̺i} — два набора мат-

риц плотности, пронумерованных тем же индексом. Для всех k = 1, . . . , d

выполняется неравенство

Dk

(∑
i
piρi,

∑
i
qi̺i

)
≤
∑

i
piDk(ρi,̺i) + D(p, q) . (6)

Поведение частичных следовых дистанций при квантовых измерениях во

многом аналогично стандартной следовой метрике. Обобщённые квантовые из-

мерения, или ПОЗМ-измерения, часто используются в квантовой теории про-

верки гипотез и оценивания [5, 6]. Рассмотрим вероятностные векторы p и q,
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которые генерируются при выполнении данного измерения над системой в со-

стояниях ρ и ̺. Тогда справедлив следующий результат.

Предложение 2. Пусть ρ и ̺ — две произвольные матрицы плотности;

для всех k = 1, . . . , d справедливо равенство

Dk(ρ,̺) = max
{
Dk(p, q) : Tr(Mm) ≤ 1

}
, (7)

где максимум берется над всеми ПОЗМ-измерениями {Mm} такими, что

каждый его элемент имеет след не больше 1.

Эволюция квантовых систем представляется на языке сохраняющих след

вполне положительных преобразований [4, 7]. Всякое вполне положительное

линейное отображение можно представить в виде

Φ(XA) =
∑

m
Km XAK†

m , (8)

где операторы Крауса Km : HA → HB отображают элементы HA в элементы

HB. Отображение Φ сохраняет след, когда операторы Крауса удовлетворяют

соотношению замкнутости

∑
m
K†
mKm = 111111A . (9)

Такие преобразования принято называть квантовыми каналами [4, 7].

Предложение 3. Пусть операторы Крауса квантового канала Φ удовлетво-

ряют соотношению
∑

m
KmK†

m ≤ 111111B . (10)

Для всех k = 1, . . . , d выполняется неравенство

Dk

(
Φ(ρA),Φ(̺A)

)
≤ Dk(ρA,̺A) . (11)

Обычная точность воспроизведения была исследована в работах [8, 9], а её

частичные аналоги — в статье [10]. В работе [A2] изучен ряд свойств таких мер
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различимости. Частичные следовые дистанции позволяют дать физическую ин-

терпретацию для сингулярных чисел оператора разности между двумя матрица-

ми плотности, что может быть использовано при анализе процессов обработки

информации на квантовых носителях. Во-первых, многие широко используемые

квантовые каналы являются бистохастическими, например каналы деполяриза-

ции и фазового демпфирования. Применяя ПОЗМ-измерения определённого

типа к состояниям на выходе квантовых схем и используя мажоризационные

соотношения, можно извлечь более детальную информацию о состояниях на

входе.

Во второй главе рассмотрены неравенства для частичных энтропийных

сумм, обобщающие стандартное неравенство Фанне [11]. Содержание главы ос-

новано на результатах статьи [A4]. Пусть вектор x = (x1, . . . , xm) — элемент

вещественного пространства R
m. Для k = 1, . . . ,m мы введём функцию

G(k)(x) :=
∑k

i=1
|xi|↓ . (12)

Заметим, что G(m)(x) даёт ℓ1-норму, тогда как G(1)(x) даёт ℓ∞-норму на C
m. В

терминах симметричных функций вида (12) определяются нормы Фань Цзы.

Пусть ξ 7→ f(ξ) — функция вещественной переменной. Для любой функции

f : [0; 1] → R+ ≡ [0; +∞), мы введём отображение x 7→ G(k)[f(x)] посредством

G(k)[f(x)] :=
∑k

i=1
|f(xi)|↓ .

Здесь предполагается, что вектор x лежит в симплексе ∆m вероятностных век-

торов, таких что G(m)(x) = 1 и xi ≥ 0 для всех i = 1, . . . ,m. Введём зависящую

от параметра α > 0 функцию

ηα(ξ) :=





ξα−ξ
1−α , для 0 < α 6= 1 ,

−ξ ln ξ , для α = 1 .
(13)

Для k = 1, . . . ,m, k-ая частичная энтропийная сумма равна

H(k)
α (p) := G(k)[ηα(p)] . (14)
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В случае k = m мы получаем саму энтропию, известную как α-энтропия Цал-

лиса [12]. Частичные суммы вида (14) обладают несколькими полезными свой-

ствами. А именно, они неотрицательны, неубывают с ростом k, симметричны

относительно перестановки вероятностей и монотонны относительно прямого

произведения векторов. Более того, справедливо следующее утверждение.

Предложение 4. Пусть r = {rij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} — распределение

вероятностей. Справедливо неравенство

H(k)
α (p) ≤ H(kn)

α (r) , (15)

где pi =
∑n

j=1 rij являются элементами маргинального распределения.

Для дальнейшего удобно ввести понятие α-логарифма. Для переменной

ξ > 0 запишем

lnα(ξ) :=





ξ1−α−1
1−α , для 0 < α 6= 1 ,

ln ξ , для α = 1 .
(16)

В пределе α → 1 имеем lnα(ξ) → ln ξ. При заданных m и α максимум энтропии

Цаллиса равен

max
{
H(m)

α (p) : p ∈ ∆m

}
= lnα(m) (17)

и достигается тогда и только тогда, когда pi = 1/m для всех i = 1, . . . ,m. Для

k-ой частичной энтропийной суммы H
(k)
α (p) максимизирующий вероятностный

вектор будет зависеть в общем как от k, так и от α. Можно дать простые оценки

снизу и сверху, а именно

lnα(k) ≤ max
{
H(k)

α (p) : p ∈ ∆m

}
≤ lnα(k + 1) , (18)

причём они имеют неплохую точность для достаточно больших k. Относитель-

ная погрешность оценивания по этим границам не превышает
(
kα lnα(k+1)

)−1
.

При k = 1 нижняя оценка в (18) становится тривиальной. В этом случае мы

будем использовать точное выражение для максимума, а именно ηα
(
α1/(1−α)

)
.

Это даёт верхнюю границу на H
(1)
α .
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Пусть ρ — оператор плотности на H. Для k = 1, . . . , d, k-ая частичная

энтропийная сумма квантового состояния ρ определяется формулой

S(k)
α (ρ) := ‖ηα(ρ)‖(k) . (19)

Собственные значения {pi} оператора плотности ρ можно рассматривать как

вероятности ввиду положительности и нормировки Tr(ρ) = 1. Поскольку функ-

ция ηα(x) неотрицательна для x ∈ [0; 1], имеем

S(k)
α (ρ) = H(k)

α (p) , (20)

где p есть вектор собственных значений ρ. Случай k = d даёт квантовую

α-энтропию Цаллиса, рассмотренную ранее и другими авторами [13]. Некото-

рые свойства квантовых частичных энтропийных сумм перечислены ниже.

(1Q) Положительность: S
(k)
α (ρ) ≥ 0, причём S

(k)
α (ρ) = 0, если и только если

ρ идемпотентен.

(2Q) Неубывание по отношению к порядку суммы: если k < k′, то S
(k)
α (ρ) ≤

S
(k′)
α (ρ).

(3Q) Симметрия: если spec(̺) = spec(ρ), то S
(k)
α (̺) = S

(k)
α (ρ).

(4Q) Расширяемость: при расширении гильбертова пространства H до H⊕K
величины S

(k)
α (ρ) неизменны для любой матрицы плотности ρ на H.

(5Q) Монотонность по отношению к произведению векторов: справедливо

S
(k)
α (ρ) ≤ S

(kN)
α (ρ⊗ ω), где ω — N -мерная матрица плотности.

Свойство (3Q) содержит унитарную инвариантность как частный случай.

Пусть комбинированная система AB из подсистем A и B описывается операто-

ром плотности ρ̃ на тензорном произведении HA ⊗HB. Редуцированные плот-

ности систем A и B задаются как

ρA = TrB(ρ̃) , ρB = TrA(ρ̃) . (21)
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Входя в спектральные разложения

ρA =
∑d

i=1
ai |i〉〈i| , ρB =

∑N

µ=1
bµ |µ〉〈µ|, (22)

векторы |i〉 образуют ортонормированный базис в HA, векторы |µ〉 образуют

ортонормированный базис в HB, spec(ρA) = {ai} и spec(ρB) = {bµ}. Тогда

векторы |iµ〉 ≡ |i〉 ⊗ |µ〉 формируют ортонормированный базис в пространстве

HA ⊗HB. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 5. Если матрицы ρ̃ и ρA⊗ρB коммутируют и имеет место

эквивалентность

(
ai bµ = aj bν

)
⇐⇒

(
i = j ∧ µ = ν

)
, (23)

то

S(k)
α (ρA) ≤ S(kN)

α (ρ̃) , S(k)
α (ρB) ≤ S(kd)

α (ρ̃) . (24)

Непрерывность частичных энтропийных сумм характеризуется двумя ре-

зультатами, которые обобщают неравенство Фанне в отношении энтропийных

сумм.

Предложение 6. Для заданных α ∈ (0; 2] и k ∈ {1, . . . , d} справедливо следу-

ющее. Если операторы плотности ρ и ̺ удовлетворяют условию ‖ρ−̺‖(k) =

ε ≤ α1/(1−α), то

∣∣∣S(k)
α (ρ) − S(k)

α (̺)
∣∣∣ ≤ εα lnα(k + 1) + ηα(ε) . (25)

Предложение 7. Для данных α ∈ (2; +∞) и k ∈ {1, . . . , d} справедливо следу-

ющее. Если операторы плотности ρ и ̺ удовлетворяют условию ‖ρ−̺‖(k) =

ε ≤ α1/(1−α), то

∣∣∣S(k)
α (ρ) − S(k)

α (̺)
∣∣∣ ≤ εα lnα(k + 1) + ηα(ε) + hα(ε, 1 − ε) . (26)
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Неравенства (25) и (26) позволяют исследовать устойчивость частичных

энтропийных сумм и формулируются в терминах величин ‖ρ − ̺‖(k), которые

своими свойствами напоминают стандартную следовую метрику.

В третьей главе рассмотрены свойства унифицированных энтропий [14],

важные с точки зрения физических приложений. Результаты третьей главы

опубликованы в работе [A7]. Унифицированная (q, s)-энтропия вероятностного

распределения p = {pi}ri=1 определяется выражением

E(s)
q (p) :=

1

(1 − q) s

[(∑r

i=1
pqi

)s
− 1
]
, (27)

причем 0 < q 6= 1 и s 6= 0. Для s = 0 по определению принимаем E
(0)
q (p) ≡

Rq(p), где энтропия Ре́ньи [15]

Rq(p) :=
1

1 − q
ln
(∑r

i=1
pqi

)
. (28)

В работах [16–18] исследованы дифференциальные энтропии Ре́ньи и их связь с

асимптотическим поведением некоторых ортогональных полиномов, использу-

емых в квантовомеханических задачах. Подобно энтропиям Ре́ньи и Цаллиса,

определение (27) легко переносится случай матриц плотности. Для квантового

состояния с матрицей плотности ρ, унифицированная (q, s)-энтропия определя-

ется как

E(s)
q (ρ) :=

1

(1 − q) s

{[
Tr(ρq)

]s − 1
}

(29)

для 0 < q 6= 1 и s 6= 0. Для s = 0 принимается E
(0)
q (ρ) ≡ Rq(ρ), где квантовая

энтропия Ре́ньи

Rq(ρ) :=
1

1 − q
ln
[
Tr(ρq)

]
. (30)

Основные свойства энтропий Цаллиса и Ре́ньи применительно к квантовой тео-

рии обсуждаются в книге [19].

Предложение 8. Рассмотрим ансамбль состояний
{
pi, |ψi〉

}
, где 〈ψi|ψi〉 =

1 и
∑

i pi = 1. Пусть данный ансамбль порождает оператор плотности ρ
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согласно формуле

ρ =
∑

i
pi |ψi〉〈ψi| . (31)

Для значений параметров 0 < q при s 6= 0, а также для 0 < q < 1 при s = 0,

мы имеем

E(s)
q (ρ) ≤ E(s)

q (p) , (32)

где p = {pi}.

Чтобы оценить квантовую унифицированную энтропию снизу в диапазоне

0 < q < 1, можно использовать следующее неравенство.

Предложение 9. Пусть матрица плотности ρ задана в форме

ρ =
∑

i
piωi , (33)

где Tr(ωi) = 1 и
∑

i pi = 1. Для 0 < q < 1 и s ≤ 1 справедливо неравенство

∑
i
pi E(s)

q (ωi) ≤ E(s)
q (ρ) . (34)

Предложение 9 подразумевает вогнутость квантовой унифицированной эн-

тропии для 0 < q < 1 и s ≤ 1. Соответствующее свойство энтропии фон Ней-

мана хорошо известно. Подчеркнём, что энтропия Ре́ньи порядка q > 1 не

является чисто выпуклой или чисто вогнутой даже в классическом режиме.

Энтропийные величины должны обладать хорошими свойствами как функ-

ции состояния. В частности, для близких в том или ином смысле матриц плот-

ности соответствующие энтропии также должны быть близки. Непрерывность

энтропии фон Неймана характеризуется неравенством Фанне [11]. Получены

оценки аналогичного типа для квантовых унифицированных энтропий.

Предложение 10. Пусть ρ и ω — нормированные d-мерные матрицы плот-

ности. В параметрической области значений

{
(q, s) : 0 < q < 1, s ∈ (−∞;−1] ∪ [0; +1]

}
(35)
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и при условии 2D(ρ,ω) = 2ε ≤ q1/(1−q) справедливо неравенство

∣∣E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)
∣∣ ≤ (2ε)q lnq d+ ηq(2ε) . (36)

Для удобства введём фактор

κs :=





d2(q−1) , для s ∈ [−1; 0] ,

1 , для s ∈ [+1; +∞) .
(37)

В параметрической области значений

{
(q, s) : 1 < q, s ∈ [−1; 0] ∪ [+1; +∞)

}
(38)

для любого D(ρ,ω) = ε справедливо неравенство

∣∣E(s)
q (ρ) − E(s)

q (ω)
∣∣ ≤ κs

[
εq lnq(d− 1) + hq(ε, 1 − ε)

]
. (39)

Пусть состояние комбинированной системы AB описывается оператором

плотности ρAB, тогда парциальные матрицы плотности

ρA = TrB(ρAB) , ρB = TrA(ρAB) . (40)

Свойство субаддитивности имеет место для квантовых унифицированных эн-

тропий в достаточно широком диапазоне параметров.

Предложение 11. Для значений параметров q > 1 и s ≥ q−1, квантовая

унифицированная (q, s)-энтропия субаддитивна, т.е.

E(s)
q (ρAB) ≤ E(s)

q (ρA) + E(s)
q (ρB) . (41)

Как и в случае с энтропией фон Неймана [4], неравенство субаддитивности

(41) приводит к соответствующему неравенству типа Араки–Либа.

Предложение 12. Для значений параметров q > 1 и s ≥ q−1, квантовая

унифицированная (q, s)-энтропия удовлетворяет неравенству треугольника

∣∣E(s)
q (ρA) − E(s)

q (ρB)
∣∣ ≤ E(s)

q (ρAB) . (42)
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Поведение квантовых энтропий при измерениях существенно с физической

точки зрения. Пусть ρ — оператор плотности квантовой системы непосредствен-

но перед измерением. Отдельные члены суммы

∑
i
MiρM

†
i (43)

соответствуют различным исходам проведённого измерения. Для проективного

измерения {Pj} результирующий оператор плотности записывается в виде

ρ̃ =
∑

j
PjρPj . (44)

Свойство неубывания квантовой унифицированной энтропии под действи-

ем проективного преобразования формулируется следующим образом.

Предложение 13. Пусть {Pj} — ортогональное разложение единицы, и опе-

ратор плотности ρ̃ определяется формулой (44). Для q > 0 и всех действи-

тельных s мы имеем

E(s)
q (ρ̃) ≥ E(s)

q (ρ) . (45)

Тем самым установлено неубывание квантовой унифицированной энтро-

пии (29) под действием произвольных проективных измерений для всех рас-

смотренных значений параметров. С другой стороны, обобщённые измерения

могут уменьшать квантовые унифицированные энтропии [A7]. В этом отноше-

нии унифицированные энтропии аналогичны энтропии фон Неймана.

Четвёртая глава содержит новые оценки типа Пинскера и Фанне на от-

носительную энтропию Цаллиса. Эти результаты были опубликованы в работах

[A8, A10]. В классическом режиме относительная α-энтропия Цаллиса опреде-

ляется выражением

Hα(P||Q) := −
∑

x∈Ω
p(x) lnα

(
q(x)

p(x)

)
=

1

1 − α

(
1 −

∑

x∈Ω
p(x)αq(x)1−α

)
. (46)

Относительная α-энтропия Ре́ньи записывается в виде

Rα(P||Q) :=
−1

1 − α
ln

(
∑

x∈Ω
p(x)αq(x)1−α

)
. (47)
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Прежде всего распространим определение (46) на произвольные положительно-

значные функции A = {a(x)} и B = {b(x)} на конечном множестве Ω. Для

заданного A = {a(x)}, мы введём ΩA = {x : a(x) 6= 0} ⊆ Ω. Для α > 1, мы

определим относительную α-энтропию A = {a(x)} по отношению к B = {b(x)}
формулой

Hα(A||B) :=





1
α−1

(∑
x∈ΩA

a(x)αb(x)1−α −∑x∈ΩA
a(x)

)
, если ΩA ⊆ ΩB ,

+∞ , иначе .
(48)

Опуская вторую строку в правой части (48), мы получаем определение для

0 < α < 1.

Для α ∈ (0; 1) и матриц плотности ρ и σ, мы определим квантовую отно-

сительную энтропию выражением

Hα(ρ||σ) :=
1 − Tr

(
ρασ1−α

)

1 − α
. (49)

Если α > 1, то правая часть (49) является хорошо определённой в случае

ran(ρ) ⊆ ran(σ). В сингулярном случае ran(ρ) 6⊆ ran(σ) правая часть (49)

трактуется аналогично стандартной относительной энтропии [4] и принимает-

ся равной +∞. Для α > 1 и A,B ∈ L+(H) с равным следом, где под L+(H)

понимается множество положительных линейных операторов, мы введём

Hα(A||B) :=





1
α−1

[
Tr(AαB1−α) − Tr(A)

]
, если ran(A) ⊆ ran(B) ,

+∞ , иначе .
(50)

Примем, что степени положительно полуопределённого оператора берут-

ся только на его носителе. Таким образом, A−1 и A0 соответственно означают

обобщенные обратный и проекционный операторы на ran(A). Для оператора

A ∈ L+(H) введём операции ΛA и ΥA, обозначающие соответственно левое и

правое умножения на A, так что

ΛA : X 7→ AX , ΥA : X 7→ XA . (51)
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Операции левого и правого умножения коммутируют друг с другом, поэтому

для A,B ∈ L+(H) имеем ΛAΥB = ΥBΛA. Пусть функция z 7→ f(z) непрерывна

для z ∈ [0; +∞). Рассмотрим множество

{
ab−1 : a ∈ spec(A), b ∈ spec(B)

}
, (52)

а также спектральные разложения

A =
∑

a∈spec(A)

aPa , B =
∑

b∈spec(B)

bQb . (53)

Теперь можно записать

f(ΛAΥB−1) :=
∑

a∈spec(A)

∑

b∈spec(B)

f(ab−1) ΛPa
ΥQb

. (54)

Если ran(A) ⊂ ran(B), то квантовая f -дивергенция A по отношению к B опре-

деляется формулой [20]

Sf(A||B) :=
〈
B1/2, f(ΛAΥB−1)B1/2

〉
HS
. (55)

С функцией fα(z) =
(
zα−z

)
/(α−1) это определение приводит к относительной

энтропии Цаллиса (50).

Одним из наиболее важных свойств стандартной относительной энтропии

является её монотонность под действием сохраняющих след вполне положи-

тельных отображений. Для такого отображения Φ и функции f , операторно

выпуклой на [0; +∞), имеем [20]

Sf

(
Φ(A)

∣∣∣∣Φ(B)
)
≤ Sf(A||B) . (56)

Из монотонности (56) можно получить простую нижнюю границу на квантовую

f -дивергенцию, причём граница эта выражается в терминах соответствующей

классической дивергенции. Пусть Π ∈ L+(H) — проекционный оператор. Из-

вестно, что линейное отображение X 7→
{
Tr(ΠX),Tr[(111111 − Π)X]

}
сохраняет след

и является вполне положительным. Сочетая эти факты с монотонностью (56),

приходим к следующему выводу.
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Предложение 14. Возьмём два положительных оператора A,B ∈ L+(H).

Через Π± ∈ L+(H) обозначим проекционные операторы на подпространства,

отвечающие положительным и отрицательным собственным значениям раз-

ности (A− B), соответственно, причём Π+ + Π− = 11. Если функция f явля-

ется операторно выпуклой, то

Sf(A||B) ≥ Sf

(
{u′±}

∣∣∣∣{v′±}
)
, (57)

где u′± = Tr(Π±A) и v′± = Tr(Π±B).

Функция z 7→ zα является операторной вогнутой на [0; +∞) для 0 ≤ α ≤ 1

и операторно выпуклой на [0; +∞) для 1 ≤ α ≤ 2. Таким образом, функция

fα(z) =
(
zα − z

)
/(α− 1) является операторно выпуклой для α ∈ [0; 2] и α 6= 1.

Объединяя этот факт с неравенством (57), имеем

Hα(A||B) ≥ Hα

(
{u′±}

∣∣∣∣{v′±}
)
. (58)

Соотношение (58) можно скомбинировать с неравенством

‖A− B‖1 = |u′+ − v′+| + |u′− − v′−| (59)

Это позволяет оценить правую часть (57) снизу в терминах следовой метрики,

равной половине ‖A− B‖1.

Предложение 15. Пусть A,B ∈ L+(H), Tr(A) = Tr(B) = θ, D(A,B) = τ , и

g(t) = 1 −
√

1 − t2. Для всех α ∈ (0; 1) справедливо неравенство

Hα(A||B) ≥ κα θ g
(
τ/θ
)
, (60)

где фактор

κα :=





2α
1−α , для 0 < α ≤ 1/2 ,

2 , для 1/2 ≤ α < 1 .
(61)
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Для вероятностных распределений нижняя граница (60) выражается ана-

логично, но в терминах величины τ = D(P, Q). Разлагая функцию g(τ/θ) в сте-

пенной ряд, мы получаем семейство нижних границ типа Пинскера. А именно,

запишем

Hα(A||B) ≥ κα

∞∑

n=1

(
1/2

n

)
(−1)n+1 τ 2n

θ2n−1
, (62)

включая Hα(A||B) ≥ (2θ)−1
κατ

2. Входящий в (62) коэффициент

(
1/2

n

)
(−1)n+1

положителен для всех n. Любая частичная сумма ряда (62) приводит к вари-

анту нижней границы типа Пинскера. В общем, это семейство не обеспечивает

обобщения неравенства Пинскера с наилучшими константами при степенях сле-

довой метрики. Для α = 1/2 из (62) мы получаем

H1/2(ρ||σ) ≥ τ 2 +
1

4
τ 4 +

∞∑

n=3

(
1/2

n

)
(−1)n+1 τ 2n . (63)

Одной из основных особенностей стандартной относительной энтропии яв-

ляется её неограниченность. Относительная α-энтропия обладает тем же свой-

ством для α > 1. Конечно, в квантовом режиме вопрос сложнее для разрешения

ввиду некоммутативности операторов [A8].

В работе [A10] были даны оценки сверху на условную α-энтропию Цалли-

са для всех α > 0. Через X и Y обозначим дискретные случайные величины с

вероятностными распределениями {pX(x)} и {pY (y)}. Можно считать, что x и y

принимают значения из одного и того же множества Ω мощности N , описывая

ввод и вывод некоторого канала связи. Через pXY (x, y) и pX|Y (x|y) соответствен-

но обозначим совместные и условные вероятности. Совместная α-энтропия и

условная α-энтропия определяются выражениями

Hα(X, Y ) :=
1

1 − α

(∑
x,y
pXY (x, y)α − 1

)
, (64)

Hα(X|Y ) :=
∑

y
pY (y)αHα(X|y) , (65)
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где Hα(X|y) = (1 − α)−1
(∑

x pX|Y (x|y)α − 1
)
. Вероятность ошибки равна

Pe =
∑

y

pY (y) q(e|y) , q(e|y) = 1 − pX|Y (y|y) =
∑

x 6=y

pX|Y (x|y) . (66)

Имеет место следующий результат.

Предложение 16. Пусть случайные переменные X и Y принимают значе-

ния из одного и того же финитного множества мощности N . Для заданной

вероятности ошибки Pe условная энтропия Цаллиса ограничена сверху нера-

венствами

Hα(X|Y ) ≤ P α
e − αPe

1 − α
+ P α

e lnα

[
N(N − 1)

]
(0 < α < 1) , (67)

Hα(X|Y ) ≤ hα(Pe) + P α
e lnα(N − 1) (1 < α <∞) . (68)

Неравенства (67) и (68) приводят также к неравенствам типа Фанне для энтро-

пии Цаллиса [A10].

В пятой главе введены и проанализированы квантификаторы кванто-

вой когерентности на основе семейства дивергенций типа Цаллиса. Изложение

основано на результатах работы [A13] в рамках общего подхода [21]. Пусть

L(H) — пространство линейных операторов на конечномерном гильбертовом

пространстве H. Через L+(H) обозначим множество положительно полуопреде-

лённых операторов на H. Подпространство ran(X) означает образ оператора X.

В дальнейшем мы используем соглашение, по которому степени положительно

полуопределённогого оператора берутся только на подпространстве-носителе.

Для любого Z ∈ L+(H) мы рассматриваем Z0 как ортогональный проектор на

ran(Z).

В случае операторов аналог понятия дистанции обычно индуцируется той

или иной нормой. По отношению к заданному ортонормированному базису каж-

дый оператор X : H → H представляется квадратной матрицей с элементами

xij. Тогда ℓ1-норма определяется формулой

‖X‖ℓ1 :=
∑

ij
|xij| . (69)
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Эта норма приводит к одному из наиболее часто используемых квантификато-

ров. Пусть E =
{
|ei〉
}

— выбранный ортонормированный базис в HA, предпочти-

тельный с точки зрения исследуемых физических ситуаций. Набор некогерент-

ных по отношению к E состояний содержит все состояний, которые диагональны

в нём, а именно

δ =
∑

i
δi |ei〉〈ei| . (70)

Через I(E) ⊂ L+(HA) мы обозначаем множество всех таких состояний. Каждой

матрице плотности квантификатор когерентности ставит в соответствие неко-

торое неотрицательное действительное число. С интуитивной точки зрения сле-

дующие два квантификатора когерентности выглядят наиболее естественными.

Используя ℓ1-норму, записываем

Cℓ1(E|ρ) := min
δ∈I(E)

∥∥ρ− δ
∥∥
ℓ1

=
∑

i 6=j

∣∣〈ei|ρ|ej〉
∣∣ . (71)

Другим естественным кандидатом служит величина, индуциированная возве-

дённой в квадрат ℓ2-нормой. Она выражается аналитически простой формулой

Cℓ2(E|ρ) := min
δ∈I(E)

∥∥ρ− δ
∥∥2
ℓ2

=
∑

i 6=j

∣∣〈ei|ρ|ej〉
∣∣2 . (72)

К сожалению, данная интуитивно привлекательная величина не обладает необ-

ходимым свойством монотонности. Квантовые дивергенции обеспечивают дру-

гой путь сопоставлять матрицы плотности между собой.

Для всех λ ∈ [0; +∞) справедливо равенство

Hα(λA||λB) = λHα(A||B) . (73)

Предположим, что четыре положительно полуопределённых оператора A1, B1,

A2, B2 удовлетворяют условию A0
1 ∨ B0

1 ⊥ A0
2 ∨ B0

2. Тогда мы имеем

Hα

(
A1 + A2

∣∣∣∣B1 + B2

)
= Hα(A1||B1) + Hα(A2||B2) . (74)

Мы используем (74) при формулировке свойства монотонности для квантифика-

торов когерентности. Напомним, что квантовая α-дивергенция обладает свой-



24

ством монотонности для α ∈ (0; 2]. Монотонность означает, в частности, что

α-дивергенция является совместно выпуклой для α ∈ (0; 2]. Пусть {ρn} и {σn}
— два набора нормированных матриц плотности, и пусть положительные числа

pn в сумме дают 1. Тогда для α ∈ (0; 2] мы имеем

Hα

(∑

n

pnρn

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∑

n

pnσn

)
≤
∑

n

pn Hα(ρn||σn) . (75)

Свойства монотонности и совместной выпуклости будут принципиально важ-

ны при проверке соответствующих свойств индуцированных квантификаторов

когерентности. Квантовая α-дивергенция неотрицательна, т.е.

Hα(ρ||σ) ≥ 0 , (76)

причём равенство достигается, если и только если ρ = σ.

Взяв α-дивергенцию Цаллиса в качестве меры различимости квантовых

состояний, мы определим квантификатор когерентности формулой

Cα(E|ρ) := min
δ∈I(E)

Hα(ρ||δ) . (77)

где α > 0. В принципе, используемый подход может применяться с кванто-

выми дивергенциями более общего типа. Как правило, проблема оптимизации

для таких дивергенций является достаточно сложной. Однако в случае относи-

тельной энтропии типа Цаллиса оказывается возможным получить замкнутое

аналитическое выражение в терминах матричных элементов оператора плотно-

сти. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 17. Для 0 < α 6= 1 определённый формулой (77) квантифика-

тор когерентности равен

Cα(E|ρ) =
1

α− 1

{(∑
j
〈ej|ρα|ej〉1/α

)α
− 1
}
. (78)

Для заданных ρ и α минимум в определении достигается с диагональным

состоянием

δρ =
1

Z

∑
j
〈ej|ρα|ej〉1/α |ej〉〈ej| . (79)
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Следует отметить, что δρ зависит не только от состояния ρ, но и от значения

параметра α, что для краткости не отражено явно. В случае α = 1 мы имеем

дело с формулировкой на основе стандартной относительной энтропии. Тогда

состояние (79) получается из ρ обнулением всех недиагональных элементов.

Рассмотрим другой интересный случай α = 2. Поскольку матрица плотности

эрмитова, получаем

C2(E|ρ) =

(∑
j

√∑
i
|ρij|2

)2
− 1 , (80)

где ρij = 〈ei|ρ|ej〉. Подобно величине (72), этот квантификатор когерентности

является функцией квадратов модулей |ρij|2, но более сложным по аналитиче-

ской структуре.

Ясно, что величина (77) равна нулю для всех некогерентных состояния.

Это следует из (78) подстановкой 〈ej|ρα|ej〉 = ραjj и
∑

j ρjj = 1. Кроме то-

го, Cα(E|ρ) = 0 только для некогерентных состояний. Верхнюю границу на

α-квантификаторы когерентности можно выразить в терминах степени откло-

нения данного состояния от идемпотентного.

Предложение 18. Для 0 < α ≤ 2 справедливо неравенство

Cα(E|ρ) ≤ − lnα

(
1

dTr(ρ2)

)
. (81)

Для 2 < α <∞ мы имеем

Cα(E|ρ) ≤ 1

α− 1

{
dTr(ρ2)

(
1 +

√
d− 1

√
dTr(ρ2) − 1

)α−2

− 1

}
. (82)

Неравенства (81) и (82) обеспечивают верхнюю границу при оценке кван-

тификаторов когерентности на основе α-дивергенции. Правые части этих нера-

венств выражены как функции величины Tr(ρ2), характеризующей близость

матрицы плотности к чистым состояниям. В d-мерном пространстве степень

смешанности матрицы плотности ρ обычно характеризуется величиной

M(ρ) :=
d

d− 1

[
1 − Tr(ρ2)

]
. (83)
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Эта величина равна нулю для чистых состояний и достигает 1 для полностью

смешанного состояния. Итоговое соотношение комплементарности между коге-

рентностью и мерой смешанности записывается в виде

1

d− 1
Cα(E|ρ) + M(ρ) ≤ 1 , (84)

где 0 < α ≤ 2. Когда степень смешанности возрастает, верхняя граница на

значения α-квантификатора когерентности уменьшается.

Поведение мер когерентности при трансформации квантовых состояний

является принципиально важным. Естественно ожидать, что уровень когерент-

ности не может повыситься в результате смешивания. Пусть {ρn} является

набором матриц плотности, и пусть положительные числа pn удовлетворяют
∑

n pn = 1. Для всех α ∈ (0; 2] мы имеем

Cα

(
E
∣∣∣
∑

n
pnρn

)
≤
∑

n
pn Cα(E|ρn) . (85)

Этот результат немедленно следует из совместной выпуклости (75) и опреде-

ления (77). Первая формулировка свойства монотонности звучит следующим

образом. Вспомним, что понятие когерентности зависит от базиса. Пусть E ′ —

заданный ортонормированный базис, по отношению к которому введены неко-

герентные состояния выходной системы с пространством HB. Некогерентная

квантовая операция определяется как сохраняющее след вполне положительное

отображение ΦI : L(HA) → L(HB), операторы Крауса которого подчиняются

свойству

ρ ∈ I(E) =⇒ KnρK
†
n

Tr(KnρK
†
n)

∈ I(E ′) . (86)

Для α ∈ (0; 2] квантификатор когерентности (77) является монотонным при

некогерентных операциях первого типа в смысле соотношения

Cα

(
E ′|ΦI(ρ)

)
≤ Cα(E|ρ) . (87)

Это заключение прямо следует из монотонности и определения (77), включаю-

щего процедуру минимизации.
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Монотонность при некогерентных селективных измерениях является бо-

лее жёстким требованием. Формулировка (87) относится к ситуации, в которой

утрачивается информации об итогах измерений. Если результаты измерений

сохраняются, то дальнейшие операции выбираются в зависимости от этих ре-

зультатов. Такие операции также описываются множеством операторов Крауса

{Kn}, но теперь эти операторы могут иметь разные пространства вывода при

одном и том же пространстве ввода. Рассмотрим набор операторов

Kn : HA → HBn ,

удовлетворяющих
∑

nK
†
nKn = 111111A. Каждому выходному пространству HBn на-

значается ортонормированный базис E ′
n, используемый для определения некоге-

рентных матрицы плотности. Оригинальная формулировка монотонности при

некогерентных селективных измерениях записывается в виде

∑
n
pn C

(
E ′
n

∣∣ρn

)
≤ C(E|ρ) . (88)

Здесь выражение pn = Tr
(
KnρK

†
n

)
даёт вероятность n-го исхода, приводящего

к n-му частному выводу

ρn = p−1
n KnρK

†
n . (89)

Оказывается, что α-квантификаторы когерентности подчиняются свойству мо-

нотонности в видоизменённой формулировке [A13].

Предложение 19. Пусть некогерентное состояние δρ ∈ I(E) удовлетворя-

ет равенству Cα(E|ρ) = Hα(ρ||δρ). Для всех α ∈ (0; 2] квантификатор коге-

рентности (77) при действии некогерентных селективных измерений удовле-

творяет неравенству

∑
n
pαnq

1−α
n Cα(E ′

n|ρn) ≤ Cα(E|ρ) , (90)

где вероятности pn = Tr(KnρK
†
n) и qn = Tr(KnδρK

†
n), а вывод ρn определён

формулой (89).
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В работе [A13] построен явный пример некогерентного селективного изме-

рения, при котором
∑

n
pn Cα(E ′

n|ρn) > Cα(E|ρ) . (91)

Итак, видоизменённая формулировка является необходимой. В статье [A13] бы-

ли также рассмотрены приложения развитой формулировки к случаю одноку-

битовой системы. В работе [A14] определение квантификаторов когерентности

типа (77) было расширено на ПОЗМ-измерения с элементами ранга 1. Показано,

что результат вычислений не зависит от применяемого расширения Наймарка

с операторами ранга 1 и определяется только теми величинами, которые отно-

сятся к исходному пространству состояний.

В шестой главе рассмотрены экстремальные “распутывания” суперопе-

ратора и энтропийные соотношения неопределённостей для них. Изложение ос-

новано на публикациях [A5, A6]. Известно [22], что два представления Крауса

одного и того же сохраняющего след супероператора удовлетворяют соотноше-

нию

Bi =
∑

j
Aj uji , (92)

причём квадратная матрица U = [[uij]] является унитарной. Для данного опе-

ратора плотности ρ и распутывания A = {Aj} можно ввести матрицу

Π(A|ρ) :=
[[
〈Ai

√
ρ ,Aj

√
ρ 〉HS

]]
≡
[[

Tr(A†
iAjρ)

]]
. (93)

Здесь 〈X ,Y〉HS := Tr(X†Y) означает скалярное произведение Гильберта–Шмид-

та. Диагональный элемент pi = Tr(A†
iAiρ) явно положителен и даёт вероят-

ность i-го эффекта. В терминах этих вероятностей мы вводим энтропии Цал-

лиса Hα(A|ρ) и Ре́ньи Rα(A|ρ) . По определению матрица Π(A|ρ) эрмитова.

Если элементы двух множеств A = {Ai} и B = {Bj} удовлетворяют соотноше-

нию (92), то, используя свойства скалярного произведения, имеем

〈Bi
√
ρ ,Bk

√
ρ 〉HS =

∑
jl
u∗ji ulk 〈Aj

√
ρ ,Al

√
ρ 〉HS . (94)
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Для заданного распутывания A = {Ai} и оператора плотности ρ мы получа-

ем конкретную матрицу Π(A|ρ), которую можем диагонализовать с помощью

унитарной матрицы

V†Π(A|ρ)V = D . (95)

Определим конкретное распутывание A(ex)
ρ , чьи операторы связаны с множе-

ством A формулой

A
(ex)
i =

∑
j
Aj vji , (96)

где унитарная матрица V = [[vji]] диагонализует Π(A|ρ). Распутывание (96)

обладает свойством экстремальности по отношению к α-энтропиям Цаллиса

для всех α ∈ (0;∞) и α–энтропиям Ре́ньи для α ∈ (0; 1].

Предложение 20. Пусть распутывание A(ex)
ρ определено по формуле (96)

для заданных матрицы плотности ρ и супероператора Φ. Для каждого рас-

путывания A супероператора Φ, справедливы неравенства

Hα(A(ex)
ρ |ρ) ≤ Hα(A|ρ) ∀ α ∈ (0;∞) , (97)

Rα(A(ex)
ρ |ρ) ≤ Rα(A|ρ) ∀ α ∈ (0; 1] . (98)

Соотношения (97) и (98) могут быть переформулированы в терминах ан-

самблей чистых состояний, приводящих к заданному оператору плотности [A6].

Для b ≥ 1 норма ℓb вектора x определяется выражением

‖x‖b :=
(∑

j
|xj|b

)1/b
. (99)

Для β > 0, мы будем использовать подобную функцию вероятностных векто-

ров, а именно

‖q‖β =
(∑

j
qβj

)1/β
. (100)

Правая часть (100) не является легитимной нормой для 0 < β < 1.
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Предложение 21. Для данного оператора плотности ρ и двух разложений

единицы M = {Mi} и N = {Nj} справедливо неравенство

‖p‖α ≤ g(M,N|ρ)2(1−β)/β ‖q‖β , (101)

где 1/α + 1/β = 2 и 1/2 < β < 1, а функция g(M,N|ρ) определена как

g(M,N|ρ) := max
{

(piqj)
−1/2

∣∣Tr(MiNjρ)
∣∣ : pi 6= 0, qj 6= 0

}
. (102)

Принцип неопределённостей Гейзенберга [23] рассматривается ныне как

фундаментальная концепция, применимая не только в физике. Целесообраз-

ность энтропийной формулировки принципа для дискретных наблюдаемых бы-

ла обоснована в работах [24, 25]. Энтропийное соотношение неопределённостей

для координаты и импульса были предложено в статье [26] и позднее усиле-

но в статьях [27, 28]. Используя преобразования, описанные в доказательстве

предложения 3 работы [A5], неравенство (101) даёт

Rα(M|ρ) +Rβ(N|ρ) ≥ −2 ln g(M,N|ρ) . (103)

Для чистого состояния это соотношение в терминах энтропий Ре́ньи совпадает

с результатом, полученным в [A5]. Из результата (101) следует также соотно-

шение неопределённостей в терминах энтропий Цаллиса.

Предложение 22. Для данного оператора плотности ρ и двух разложений

единицы M = {Mi} и N = {Nj} справедливо неравенство

Hα(M|ρ) +Hβ(N|ρ) ≥ lnµ

(
g(M,N|ρ)−2

)
, (104)

где 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}.

В рамках (104) можно рассмотреть случай экстремальных распутываний

супероператоров. Для экстремальных распутываний A(ex)
ρ и B(ex)

ρ супероперато-

ров ΦA и ΦB получаем соотношение неопределённости

Hα(A(ex)
ρ |ρ) +Hβ(B(ex)

ρ |ρ) ≥ lnµ

(
g
(
A(ex)

ρ ,B(ex)
ρ |ρ

)−2
)
, (105)
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где g
(
A(ex)

ρ ,B(ex)
ρ |ρ

)
определён в (102) для разложений единицы с элементами

Mi = A
†
iAi , Nj = B

†
jBj , (106)

при этом Ai ∈ A(ex)
ρ и Bj ∈ B(ex)

ρ . Следы Tr(A†
iAiρ) и Tr(B†

jBjρ) — вероятности

соответствующих каналов. Можно также записать соотношение неопределённо-

стей для экстремальных распутываний в терминах энтропий Ре́ньи. Используя

(103) и полагая α > 1, получаем соотношение

Rα

(
Ã(ex)

α,ρ |ρ
)

+Rβ

(
B(ex)
ρ |ρ

)
≥ − 2 ln

(
g
(
Ã(ex)

α,ρ ,B(ex)
ρ |ρ

))
, (107)

где Ã(ex)
α,ρ есть распутывание ΦA, экстремальное по отношению к α-энтропии

Ре́ньи порядка α > 1. Это распутывание отличается от заданного в (96) и

зависит, вообще говоря, не только от ρ, но и от параметра α. Поиск явного ана-

литического выражения для Ã(ex)
α,ρ представляется достаточно сложным, потому

что выпуклость или вогнутость не могут быть здесь использованы.

В седьмой главе представлены новые энтропийные соотношения неопре-

делённостей для измерений со специальной структурой, что позволяет сформу-

лировать неравенства за рамками подхода статьи [25]. Изложение основано на

статьях [A9, A11, A12]. Как правило, в задачах передачи и обработки инфор-

мации на квантовых носителях особое значение имеют измерения, обладающие

той или иной специальной структурой. Первая по времени появления и одновре-

менно наиболее распространённая практически схема квантовой криптографии

— протокол BB84 — основана на использовании двух равнонаклонённых бази-

сов. Рассмотрим два ортонормированных базиса B1 =
{
|b(1)j 〉

}
и B2 =

{
|b(2)k 〉

}

в d-мерном комплексном пространстве H. Данные базисы называются равнона-

клонёнными [7], если для всех значений индексов j и k выполняется условие

∣∣〈b(1)j |b(2)k 〉
∣∣ =

1√
d
. (108)

Семейство B =
{
B1, . . . ,BM

}
является набором равнонаклонённых базисов, ко-

гда любые два из этих базисов равнонаклонены. Для равнонаклонённых базисов
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состояние одного из них имеет одно и то же “перекрытие” с каждым из состо-

яний другого. ПОЗМ-измерение является информационным полным, если его

элементы образуют базис в L(H). В d-мерном пространстве рассмотрим набор,

содержащий d2 положительно полуопределённых матриц вида

Nj =
1

d
|φj〉〈φj| . (109)

Если нормированные на единицу векторы |φj〉 подчиняются условию

∣∣〈φj|φk〉
∣∣2 =

1

d+ 1
, j 6= k , (110)

то набор {Nj} описывает симметричное информационно полное ПОЗМ-измере-

ние. Из уравнения (110) следует, что попарные внутренние произведения двух

элементов ПОЗМ-измерения N равны величине

〈Nj ,Nk〉hs =
1

d2(d+ 1)
, j 6= k . (111)

Одним из достоинств энтропийного подхода к соотношениям неопределён-

ностей является естественная возможность учесть неэффективности детекти-

рования, например, в рамках следующей модели. Заданному значению эффек-

тивности η ∈ [0; 1] и произвольному вероятностному распределению p = {pj}
ставится в соответствие “искажённое” распределение p(η) с вероятностями

p
(η)
j = η pj , p

(η)
∅ = 1 − η . (112)

Вероятность p
(η)
∅ отвечает событию “детектор не сработал”. Можно показать,

что для всех α > 0 справедливо

Hα

(
p(η)
)

= ηαHα(p) + hα(η) , (113)

где hα(η) — бинарная энтропия Цаллиса. В частности, для энтропии Шеннона

получаем H1

(
p(η)
)

= η H1(p) + h1(η). Первое соотношение неопределённостей

выражается следующим образом.
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Предложение 23. Пусть B =
{
B1, . . . ,BM

}
— набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ (0; 2] и произ-

вольной матрицы плотности ρ на H усреднённая по B α-энтропия Цаллиса

удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
Hα(B|ρ) ≥ lnα

(
Md

Tr(ρ2) d+M − 1

)
. (114)

Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
Hα(B|ρ) ≥ lnα

(
Md

d+M − 1

)
. (115)

Для чистых состояний, когда ρ = |ψ〉〈ψ|, имеем Tr(ρ2) = 1. Тогда завися-

щая от состояния граница (114) сводится к виду (115). Подставляя M = d + 1

в неравенства (114) и (115), получаем

1

d+ 1

d+1∑

m=1

Hα(Bm|ρ) ≥ lnα

(
d+ 1

Tr(ρ2) + 1

)
(116)

≥ lnα

(
d+ 1

2

)
. (117)

В случае α = 1 правая часть неравенства (117) приводит к известной энтропий-

ной оценке, полученной разными методами во многих работах. Однако суще-

ствование наборов, содержащих d + 1 равнонаклонённых базисов, установлено

только в случае значений d, являющихся степенью простого числа. Поэтому

важно иметь энтропийные границы, справедливые для произвольного количе-

ства равнонаклонённых базисов.

Пусть параметр η ∈ [0; 1] характеризуют эффективность используемых

в эксперименте детекторов. С физической точки зрения естественно считать,

что эффективность детекторов одинакова по отношению ко всем равнонакло-

нённым базисам. Предполагая, что для любого базиса B ∈ B вероятностное

распределение искажается согласно уравнению (112), запишем

p
(η)
j (B|ρ) = η pj(B|ρ) , p

(η)
∅ (B|ρ) = 1 − η . (118)
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Используя формулы (113) и (114), для α ∈ (0; 2] мы получаем

1

M

∑

B∈B
H(η)

α (B|ρ) ≥ ηα lnα

(
Md

Tr(ρ2) d+M − 1

)
+ hα(η) . (119)

Здесь H
(η)
α (B|ρ) обозначает α-энтропию распределения (118). Результат (119)

является энтропийным соотношением неопределённостей в модели с неэффек-

тивностями детектирования. В случае α = 1 мы просто добавляем бинарную

энтропию Шеннона h1(η) к нижней границе, отвечающей случаю идеальных

детекторов. Энтропии фактических вероятностных распределений учитывают

не только квантовые неопределённости по отношению к базисам, но и вноси-

мую реальными детекторами дополнительную неопределённость. Правая часть

формулы (119) также позволяет оценить требуемый уровень эффективности

применяемых детекторов. Соотношение неопределённостей в терминах усред-

нённой столкновительной энтропии записывается в виде [A11]

1

M

∑

B∈B
R2(B|ρ) ≥ ln

(
Md

Tr(ρ2) d+M − 1

)
(120)

≥ ln

(
Md

d+M − 1

)
. (121)

Следующий результат формулируется в терминах min-энтропии. Он также поз-

воляет оценить снизу усреднённую α-энтропию Ре́ньи для α > 2.

Предложение 24. Пусть B =
{
B1, . . . ,BM

}
— набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве. Для произвольной матрицы

плотности ρ усреднённая min-энтропия удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
R∞(B|ρ) ≥ ln d− ln

(
1 +M−1/2

√
d− 1

√
Tr(ρ2) d− 1

)
. (122)

Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
R∞(B|ρ) ≥ ln

( √
M d

d+
√
M − 1

)
. (123)
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Показано [A12], что для α-энтропии Ре́ньи порядка α ≥ 2 справедливо

неравенство

Rα(p) ≥ 1

α− 1
R2(p) +

α− 2

α− 1
R∞(p) . (124)

Комбинируя (120), (122) и (124), получаем следующее утверждение.

Предложение 25. Пусть B =
{
B1, . . . ,BM

}
— набор M равнонаклонённых

базисов в d-мерном комплексном пространстве H. Для α ∈ (0; 2] и произ-

вольной матрицы плотности ρ на H усреднённая по B α-энтропия Ре́ньи

удовлетворяет неравенству

1

M

∑

B∈B
Rα(B|ρ) ≥ 1

α− 1
ln

(
Md

Tr(ρ2) d+M − 1

)
(125)

+
α− 2

α− 1

{
ln d− ln

(
1 +M−1/2

√
d− 1

√
Tr(ρ2) d− 1

)}
.

Не зависящая от ρ нижняя граница устанавливается неравенством

1

M

∑

B∈B
Rα(B|ρ) ≥ 1

α− 1
ln

(
Md

d+M − 1

)
+
α− 2

α− 1
ln

( √
M d

d+
√
M − 1

)
. (126)

Если использовать теорему Рисса, то можно получить соотношения неопре-

делённостей в терминах симметризованных энтропий [A11]. Чтобы сформулиро-

вать соотношения неопределённостей для симметричного информационно пол-

ного измерения, вычисляется соответствующий индекс совпадения [A11].

Предложение 26. Пусть N =
{
d−1|φj〉〈φj|

}
— симметричное информацион-

но полное измерение в d-мерном пространстве. Для произвольной матрицы

плотности ρ генерируемые вероятности удовлетворяют равенству

d2∑

j=1

pj(N|ρ)2 =
Tr(ρ2) + 1

d(d+ 1)
. (127)

Таким образом, для любого симметричного информационно полного из-

мерения индекс совпадения порождённого распределения вероятностей точно
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выражается через матрицу плотности. В общем, значения вероятностей варьи-

руются в области, определяемый условиями
∑

j pj = 1 и pj ≥ 0 для всех j.

В случае симметричного информационно полного измерения они также долж-

ны удовлетворять дополнительному ограничению (127), которое зависит от из-

меряемого состояния. С другой стороны, статистика измерений может быть

использована для характеризации неизвестного квантового состояния. С помо-

щью полной статистики симметричного информационно полного измерения и

результата (127) мы можем точно найти след квадрата неизвестной матрицы

плотности. Этот след является одним из способов описать степень отклонения

от чистых квантовых состояний. Для чистого состояния ρ = |ψ〉〈ψ| формула

(127) принимает вид
d2∑

j=1

pj(N|ψ)2 =
2

d(d+ 1)
. (128)

Энтропийное соотношение неопределённостей для симметричных информаци-

онно полных измерений имеет следующий вид.

Предложение 27. Пусть N — симметричное информационно полное изме-

рение на d-мерном комплексном пространстве. Для α ∈ (0; 2] и произвольной

матрицы плотности ρ, α-энтропия Цаллиса ограничена снизу согласно нера-

венству

Hα(N|ρ) ≥ lnα

(
d(d+ 1)

Tr(ρ2) + 1

)
. (129)

В случае неэффективностей детектирования энтропия искажённого рас-

пределения подчиняется неравенству

H(η)
α (N|ρ) ≥ ηα lnα

(
d(d+ 1)

Tr(ρ2) + 1

)
+ hα(η) , (130)

где α ∈ (0; 2]. Результат (130) вытекает из (129) в комбинации с формулой (113).

Рассмотрим теперь формулировку в терминах энтропии Ре́ньи. Она непосред-

ственно следует из (127).
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Предложение 28. Пусть N — симметричное информационно полное изме-

рение на d-мерном комплексном пространстве. Для α ∈ [2;∞) и произвольной

матрицы плотности ρ, α-энтропия Ре́ньи ограничена снизу согласно неравен-

ству

Rα(N|ρ) ≥ 1

α− 1
ln

(
d(d+ 1)

Tr(ρ2) + 1

)
(131)

+
α− 2

α− 1

{
2 ln d− ln

(
1 +

√
d− 1

√
Tr(ρ2) d− 1

)}
.

Для α = 2 неравенство (131) даёт нижнюю границу на столкновительную

энтропию, а именно

R2(N|ρ) ≥ ln

(
d(d+ 1)

Tr(ρ2) + 1

)
. (132)

Поскольку α-энтропия Ре́ньи не увеличивается с ростом α, оценка (132) справед-

лива для всех энтропий Ре́ньи порядка α ∈ (0; 2]. В этом диапазоне мы имеем

только постоянную энтропийную границу. Далее, правая часть уравнения (131)

уменьшается с ростом α, а в пределе получается

R∞(N|ρ) ≥ 2 ln d− ln
(

1 +
√
d− 1

√
Tr(ρ2) d− 1

)
. (133)

Последнее неравенство — соотношение неопределённостей для симметричного

информационно полного измерения на языке min-энтропии. Для чистого состо-

яния ρ = |ψ〉〈ψ| правая часть (133) сводится

Rα(N|ρ) ≥ ln d . (134)

Неравенство (133) насыщается для полностью смешанного состояния ρ∗ = 111111/d,

когда pj = 1/d2 для всех j. Правая часть формулы (133) возрастает с уменьше-

нием Tr(ρ2). Другими словами, чем выше степень смешанности состояния, тем

больше нижняя граница (133).

В восьмой главе изучены энтропийные соотношения неопределённостей

для энергии и её “дополнения” [A15]. Первые количественные формулировки

принципа для энергии и времени были предложены Мандельштамом и Таммом
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[29] и Крыловым и Фоком [30]. Авторы статьи [31] развили другой подход, в

котором неопределённость во временно́м поведении системы характеризуется

величиной “сэндвич”-дивергенции Ре́ньи определённых состояний комбиниро-

ванной системы. Концепция “дополнения” гамильтониана [32] позволяет рас-

сматривать соотношения неопределённостей для энергии и времени по анало-

гии с обычными наблюдаемыми. Она прямо приводит к формулировкам, непо-

средственно связанным со статистикой измерений. Ограничиваясь системами

с дискретными энергетическими уровнями определённого типа, область приме-

нимости такого подхода включает наиболее типичные случаи с точки зрения

реализации квантовых технологий.

Пусть квантовая система имеет d + 1 энергетических уровней εn, причём

ε0 = 0. Предположим также, что собственные значения гамильтониана невы-

рождены и упорядочены по возрастанию. Гамильтониан записывается в виде

E =
∑d

n=0
εn |εn〉〈εn| , (135)

где |εn〉 обозначает нормированное собственное состояние с энергией εn. Можно

показать, что оператор E действует как генератор сдвигов на состояния вида

|τ〉 =
1√
d+ 1

d∑

n=0

exp(−iεnτ) |εn〉 . (136)

Параметр τ в формуле (136) принимает любые вещественные значения. Векто-

ры этого типа образуют переполненную систему векторов в Hd+1, а построить

из них ортогональный базис в общем случае не удаётся. Но можно получить

неортогональное разложение единицы в Hd+1, когда все дроби εn/ε1 являются

рациональнами числами или с высокой точностью представляются ими. Рас-

смотрим s+ 1 состояний вида (136) со значениями

τm = τ0 +m
Tc
s+ 1

(m = 0, 1, . . . , s) . (137)

Отметим, что промежуточные значения τ1, . . . , τs равномерно распределены

между крайними точками τ0 и τ0 + Tc. В рамках принятых предположений
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выполняется соотношение [32]

d+ 1

s+ 1

s∑

m=0

|τm〉〈τm| = 111111d+1 , (138)

где 111111d+1 есть единичный оператор на Hd+1. Гамильтониан генерирует на состо-

яниях |τm〉 сдвиг параметра согласно

exp(−iE∆τ) |τ〉 = |τ +∆τ〉 . (139)

Формула (138) является точной, когда дроби εn/ε1 рациональны и разности

rℓ − rn не делятся на s + 1, что обеспечивается выбором s + 1 > max rn. В

остальном целое число s ≥ d произвольно. Если дроби εn/ε1 не являются раци-

ональными, но аппроксимируются ими с высокой точностью, то равенство (138)

выполняется вплоть до малого аддитивного слагаемого. Набора векторов |τm〉
достаточно для того, чтобы описать уровень неопределённостей с дополнитель-

ной к гамильтониану точки зрения.

Пусть E =
{
|εn〉〈εn|

}
обозначает набор проекторов на собственные состо-

яния гамильтониана. Если состояние системы непосредственно перед измере-

нием описывается матрицей плотности ρ с единичным следом, то вероятность

получения результата εn равна 〈εn|ρ|εn〉. Через Rα(E ;ρ) и Hα(E ;ρ) обозначают-

ся α-энтропии Ре́ньи и Цаллиса, вычисленные с упомянутыми вероятностями.

Измерение дополнительной к гамильтониану наблюдаемой описывается ПОЗМ

T =
{
|θm〉〈θm|

}
с элементами ранга 1, где

|θm〉 =

√
d+ 1

s+ 1
|τm〉 . (140)

Для состояния ρ получаем α-энтропии Ре́ньи и Цаллиса Rα(T ;ρ) и Hα(T ;ρ),

вычисленные с вероятностями 〈θm|ρ|θm〉. Введём скалярную величину

g(E , T ;ρ) := max

∣∣〈εn|θm〉 〈θm|ρ|εn〉
∣∣

〈εn|ρ|εn〉1/2 〈θm|ρ|θm〉1/2
, (141)

где максимум берётся над всеми теми n и m, для которых 〈εn|ρ|εn〉 6= 0 и
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〈θm|ρ|θm〉 6= 0. Если состояние системы непосредственно перед измерением опи-

сывается матрицей плотности ρ, то

Rα(E ;ρ) +Rβ(T ;ρ) ≥ −2 ln g(E , T ;ρ) , (142)

Hα(E ;ρ) +Hβ(T ;ρ) ≥ lnµ

{
g(E , T ;ρ)−2

}
, (143)

где положительные энтропийные параметры связаны формулой 1/α+ 1/β = 2

и µ = max{α, β}. Неравенства (142) и (143) выражают соотношения неопре-

делённостей для сценария с приготовлением одного и того же состояния. Как

видно из (141), имеется зависимость от выбора фактических моментов отсчёта

при построении ПОЗМ T =
{
|θm〉〈θm|

}
. Возможность такого выбора отража-

ет некоторую свободу, имеющуюся в способах экспериментальной реализации

измерений “дополнения” гамильтониана. Следуя методам статьи [A5], можно

преобразовать правые части соотношений (142) и (143) в форму, не зависящую

от измеряемого состояния. Действительно, в силу неравенства Коши–Шварца

g(E , T ;ρ) ≤ f(E , T ) := max
∣∣〈εn|θm〉

∣∣ , (144)

или окончательно f(E , T ) = (s+ 1)−1/2, так что

Rα(E ;ρ) +Rβ(T ;ρ) ≥ ln(s+ 1) , (145)

Hα(E ;ρ) +Hβ(T ;ρ) ≥ lnµ(s+ 1) , (146)

где 1/α + 1/β = 2 и µ = max{α, β}. Неравенства (145) и (146) справедли-

вы для любого состояния ρ. При s > d норма состояний |θm〉 и вероятности

〈θm|ρ|θm〉 строго меньше 1. Поэтому энтропии Rβ(T ;ρ) и Hβ(T ;ρ) в приведён-

ных выше соотношениях строго больше нуля. Принимая во внимание неравен-

ство 〈θm|ρ|θm〉 ≤ (d+ 1)/(s+ 1), имеем

Rβ(T ;ρ) ≥ ln

(
s+ 1

d+ 1

)
=: Γ . (147)

Хотя данная оценка снизу приблизительная, она характеризует неизбежный

ввиду s > d уровень неопределённостей, присутствующий в измерении T . Вы-
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читая Γ из обеих частей (145), окончательно получаем

Rα(E ;ρ) +Rβ(T ;ρ) − Γ ≥ ln(d+ 1) . (148)

После вычитания нижняя энтропийная граница равна логарифму размерности

d+ 1 независимо от числа “временных” отсчётов s+ 1. Тем самым правая часть

соотношения (148) становится полностью схожей с тем, что получается в случае

конечномерных канонически сопряжённых наблюдаемых.

Неэффективности детектирования естественным образом учитываются в

рамках энтропийного подхода. Заданному уровню эффективности η ∈ [0; 1] и

произвольному вероятностному распределнию ставится в соответствие “иска-

жённое” распределение (112). Пусть η = min{ηE , ηT } ≥ 1/2, где ηE и ηT со-

ответственно характеризуют неэффективность детектирования в измерениях

энергии и её “дополнения”. Используя (113) для α = 1, получаем

H1(E (ηE);ρ) +H1(T (ηT );ρ) ≥ −2η ln g(E , T ;ρ) + h1(ηE) + h1(ηT )

≥ η ln(s+ 1) + 2h1
(
max{ηE , ηT }

)
. (149)

Бинарные энтропии учитывают вклад событий “детектор не сработал”. При

недостаточно высокой эффективности детекторов статистика измерений будет

отражать, главным образом, генерируемые ими неопределённости.

Предельный случай s → ∞ интересен в том отношении, что позволяет

отвлечься от рассмотрения конкретных энергетических уровней. Так как раз-

ность между соседними τm стремится к нулю, вероятность попасть в малый

интервал между τ и τ +∆τ приближённо равна wρ(τ)∆τ . Тогда записываем

wρ(τ) =
〈τ ′|ρ|τ ′〉

Tc
, (150)

где отмасштабированные векторы |τ ′〉 =
√
d+ 1 |τ〉. Полагая ∆τ = Tc /(s + 1),

видим, что величина (150) удовлетворяет равенству

wρ(τm)∆τ = 〈θm|ρ|θm〉 . (151)
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Пишем также Uρ̃(θm)∆θ = wρ(τm)∆τ с малым интервалом ∆θ = 2π/(s + 1).

Как было сказано выше, матрица плотности ρ̃ получена из ρ добавлением ну-

левых строк и столбцов. Дифференциальные энтропии Ре́ньи Rα(wρ) и Rα

(
Uρ̃

)

вводятся согласно определению

Rα(w) :=
1

1 − α
ln

(∫ 2π

0

w(ϕ)α dϕ

)
. (152)

После предельного перехода из (145) находим Rα(E ;ρ) +Rβ(wρ) ≥ lnTc с усло-

вием 1/α+ 1/β = 2. На шкале времени рассмотрим экспериментальные “бины”.

Пусть интервал [τ0; τ0 + Tc] делится на малые отрезки точками τj. В отличие

от меток (137) точки τj могут быть выбраны произвольно. Через δτ обозначим

наибольшую из разностей τj+1 − τj. Вместо wρ(τ) используются вероятности

q
(δ)
j :=

∫ τj+1

τj

wρ(τ) dτ , (153)

составляющие вероятностное распределение q
(δ)
T . В результате преобразований

окончательно получаем неравенства

Rα(E ;ρ) +Rβ

(
q
(δ)
T ;ρ

)
≥ ln

(
Tc
δτ

)
, (154)

Hα(E ;ρ) +Hβ

(
q
(δ)
T ;ρ

)
≥ lnµ

(
Tc
δτ

)
, (155)

в которых 1/α+1/β = 2 и µ = max{α, β}. Формулы (154) и (155) выражают эн-

тропийные соотношения неопределённостей с “бинами” на шкале времени. Фак-

тические “бины” выбираются совершенно независимо от значений типа (137). В

этом смысле формулировки (154) и (155) записаны в унифицированном виде,

включающем единственную характеристику Tc.

В Заключении кратко суммированы представленные в диссертации ос-

новные результаты, а также обсуждаются их возможные применения в решении

практических задач квантовых технологий.
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