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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 1

Актуальность темы. Зависимость элементарной эквивалентности и
других модельных свойств линейных групп от свойств полей или колец
коэффициентов изучал А.И. Мальцев.

Согласно теореме А.И. Мальцева [1], элементарная эквивалентность
≡ групп Gn(K) и Gn(S) (n ≥ 3) при Gn = GLn, PGLn, SLn, PSLn над
полями K и S нулевой характеристики переносится на поля коэффици-
ентов. Установленное соответствие

Gn(K) ≡ Gn(S)→ K ≡ S

называют соответствием Мальцева.
В [2] изучалось соответствие между элементарными свойствами унит-

реугольной группы UT (3, K) степени 3 с выделенными параметрами и
кольца коэффициентов K с единицей (не обязательно ассоциативного).

Б. Роуз [3] и В. Велер [4] исследовали соответствие Мальцева для
колец NT (n,K) нильтреугольных n×n матриц (т.е. с нулями на главной
диагонали и над ней) над полями. Подробнее см. Ю.Л. Ершов [5] и обзор
В.Н. Ремесленникова, В.А. Романькова [6].

С 1970-х годов исследования теоретико-модельных свойств линейных
групп и колец развивались в тесной связи с теорией изоморфизмов.
Связь отражает известный критерий элементарной эквивалентности ал-
гебраических систем ([7], [8] и монография Кейслера–Чэна [9]):

Алгебраические системы A и B элементарно эквивалентны тогда и
только тогда, когда существуют их изоморфные ультрастепени.

В 1990 году К.И. Бейдар и А.В. Михалев [10] перенесли теорему Маль-
цева на случай, когда K и S – первичные ассоциативные кольца с 1/2.

Автоморфизмы колец NT (n,K) (n ≥ 3) над произвольными ассоци-
ативными кольцами с единицей 1K были описаны ранее в [11] и [12]. Это
позволило К. Видэла [13] установить в 1988 году соответствие Мальцева
для колец NT (n,K) в общем случае.

Вместе с тем, когда n > 4 или кольцо K – коммутативное, в [11], [12]
и [14] описаны автоморфизмы и изоморфизмы также для ассоциирован-
ных колец Ли Λ(NT (n,K)) и присоединенных групп (они изоморфны
унитреугольным группам UT (n,K)).

1Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (код проекта: 16-01-
00707) и Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ в рамках ме-
роприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-2021-1388).
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Для групп UT (n,K) (n > 3) над коммутативными кольцами коэф-
фициентов отношение изоморфности исследовал О.В. Белеградек [15] и
также взаимосвязано установил соответствие Мальцева. С другой сторо-
ны, В.М. Левчук и Е.В. Минакова [16] выявили в 2009 году, что в общем
случае соответствие Мальцева связано с обобщением понятия изомор-
физма ассоциативных колец коэффициентов K и S.

Изоморфизм θ : K+ → S+ аддитивных групп с условием θ(1K) = 1S,
называется f -изоморфизмом кольца K на S, где f – центральный идем-
потент кольца K, или идемпотентным изоморфизмом, если он инду-
цирует изоморфизм идеала fK и анти-изоморфизм идеала (1K − f)K.
Кольца K и S в этом случае называем идемпотентно изоморфными. В
[14], [16] и [17] доказано, что при R = NT (n,K), R′ = NT (n, S) и n > 4
любая из изоморфностей

UT (n,K) ' UT (n, S), Λ(R) ' Λ(R′)

равносильна идемпотентной изоморфности колец K и S, а любая из эле-
ментарных эквивалентностей

UT (n,K) ≡ UT (n, S), Λ(R) ≡ Λ(R′)

равносильна существованию центральных идемпотентов f в K и g в S
таких, что

fK ≡ gS, (1− f)K ≡ [(1− g)S]op.

Таким образом, соответствие Мальцева, в частности, для элементар-
ной эквивалентности Λ(R) ≡ Λ(R′) в общем случае не обязано выпол-
няться (в отличие от элементарной эквивалентности R ≡ R′, по теореме
К. Видэла, 1988). Примеры соответствующих колец K и S легко полу-
чить из колец клеточно-диагональных матриц с фиксированным разби-
ением на клетки; тогда единичная матрица любой диагональной клетки
– это центральный идемпотент кольца.

В 1990 году К. Видэла [18] перенес соответствие Мальцева на унипо-
тентные подгруппы групп Шевалле UΦ(K) над полями характеристи-
ки 6= 2, 3. Е.И. Бунина исследовала автоморфизмы и переносила соот-
ветствие Мальцева для наиболее естественного обобщения классических
линейных групп – групп Шевалле над полями и локальными кольцами
с ограничениями на характеристику, см. [19] и монографию [20].

Вопросы о теоретико-модельных свойствах различных групп Шевал-
ле и их унипотентных подгрупп, алгебр Шевалле и подалгебр NΦ(K)
отмечались в 2012 году в обзоре В.М. Левчука [21]. Конкретно отмечал-
ся вопрос:
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(А) Исследовать зависимость элементарной эквивалентности ниль-
треугольных алгебр NΦ(K) от свойств колец коэффициентов.

В силу теоремы Кейслера-Шелаха, связанным является вопрос:

(Б) Исследовать отношение изоморфности NΦ(K) ' NΦ′(S) колец
Ли для систем корней Φ, Φ′ и колец K, S.

С 90-х годов наряду с автоморфизмами алгебр стали систематически
изучаться локальные автоморфизмы алгебр. К ним относят модульный
автоморфизм алгебры, действующий на каждый элемент как некоторый
автоморфизм алгебры. Тривиальные локальные автоморфизмы алгебры
дают ее автоморфизмы. Аналогично рассматривают обобщения диффе-
ренцирований – локальные дифференцирования.

Еще в 1990 году Д. Ларсон и А. Сурур [22] показали, что локаль-
ные автоморфизмы алгебры M(n,C) комплексных n× n матриц исчер-
пываются автоморфизмами и антиавтоморфизмами. См. также [23] для
простой алгебры Ли sln над полем нулевой характеристики.

Один из первых примеров нетривиального локального автоморфизма
построил в 2000 году Р. Крист [24] для подалгебры треугольных матриц
в M(3,C) с попарно совпадающими элементами каждой диагонали.

Описание локальных автоморфизмов алгебр R = NT (n,K) и ассоци-
ированного кольца Ли R(−) известно только при n = 3 [31] и, когда K –
поле, при n = 4 [25].

Целью работы является, прежде всего, решение вопросов (А) и (Б).
Вместе с тем, ставится целью разработка редукционного метода опи-
сания локальных автоморфизмов алгебр NΦ(K) классических типов и
построение новых примеров нетривиальных локальных автоморфизмов
алгебр NT (n,K) (n > 3) и их финитарных обобщений алгебр NT (Γ, K)
всех финитарных нильтреугольных матриц с индексами из произволь-
ного линейно упорядоченного множества (цепи) Γ.

Основные методы исследования. Используются общие методы
теории групп, колец и алгебр Ли, теории моделей и математической
логики, специальные представления нильтреугольных алгебр классиче-
ских типов. Разработанные методы исследований финитарных алгебр
NT (Γ, K) оказываются применимыми и к нефинитарным обобщениям.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются но-
выми.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит
теоретический характер. Полученные результаты имеют теоретический
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характер и могут применяться в исследованиях алгебраических систем,
теории моделей и их приложений. Результаты диссертации могут исполь-
зоваться в специальных курсах для бакалавров, магистрантов и аспиран-
тов университетских математических кафедр.

Апробация диссертации. Результаты диссертации апробирова-
лись на научно-исследовательском семинаре кафедры высшей алгебры
ММФ МГУ (Москва, 12 декабря 2016), на красноярском алгебраическом
семинаре при СФУ (2018, 2020, 2021) и на конференциях:

- XLII краевая научная студенческая конференция, VIII-я Всероссий-
ская научно-техническая конференция студентов, аспирантов и молодых
ученых (Красноярск, 2009, 2012);

- 5-я Российская школа-семинар "Синтаксис и семантика логических
систем" (Улан-Удэ, 2017);

- Всероссийская конференция по математике и механике с междуна-
родным участием в связи с 70-летием ММФ ТГУ (Томск, 2018);

- конференция "Алгебра и её приложения", посвященная 70-летию
пермской алгебраической школы им. С.Н. Черникова (Пермь, 2020);

- международная конференция "Алгебра и Логика: теория и прило-
жения" (Красноярск, 2010);

- международная XI школа-конференция по теории групп, посвящен-
ная 70-летию со дня рождения А.Ю. Ольшанского (Красноярск, 2016);

- международная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-
ных "Проспект Свободный - 2018" (Красноярск, 2018);

- международная алгебраическая конференция, посвященная 110-
летию со дня рождения профессора А.Г. Куроша (Москва, 2018);

- международная конференция "Мальцевские чтения" (Новосибирск,
2016, 2019, 2020);

- 14-я международная летняя школа-конференция "Пограничные во-
просы теории моделей и универсальной алгебры", посвященной 75-летию
профессора Б. Пуаза (Эрлагол, 2021).

Основные публикации. Результаты диссертации опубликованы в
работах [31] – [43]. Основные результаты диссертации опубликованы в
статьях [31] – [33] изданий из перечня ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация изложена на 57 страни-
цах. Она состоит из введения, трёх глав и списка литературы, включа-
ющего 63 наименований. Номер теоремы, леммы и др. включает после-
довательно номер главы, параграфа и порядковый номер в параграфе.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Через NΦ(K) обозначаем нильтреугольную подалгебру алгебры Ше-
валле над ассоциативно коммутативным кольцом K с единицей, ассоци-
ированную с системой корней Φ. Аналогично выбираем NΦ′(S).

Основными результатами диссертации являются следующие.

1. Доказано, что если NΦ(K) классического типа лиева ранга n > 4,
то кольца Ли NΦ′(S) и NΦ(K) изоморфны тогда и только тогда, когда
системы корней Φ′, Φ эквивалентны и S ' K. (Решение вопроса (Б) для
классических типов.) Перечислены изоморфизмы NΦ(K)→ NΦ′(S).

2. Доказано, что если NΦ(K) классического типа лиева ранга n >
4, то кольца Ли NΦ′(S) и NΦ(K) элементарно эквивалентны в том и
только в том случае, когда системы корней Φ′, Φ эквивалентны и S ≡ K.
(Решение вопроса (А) для классических типов.)

3. Доказано, что локальные автоморфизмы любой алгебры или кольца
образуют группу по композиции. Установлена редукционная теорема для
локальных автоморфизмов алгебр Ли NΦ(K) классических типов.

4. Найдены новые нетривиальные локальные автоморфизмы алгебр
NT (n,K) (n > 3) и их финитарных обобщений, когда K есть кольцо
вычетов целых чисел по примарному модулю или любое поле.

В § 1.1 главы 1 приводятся необходимые теоретико-модельные сведе-
ния и определяется соответствие Мальцева для линейных групп и ко-
лец. Приведен краткий обзор исследований соответствия Мальцева для
классических линейных групп, нильтреугольных колец R = NT (n,K),
ассоциированных колец Ли R(−) и унитрегольных групп UT (n,K).

В § 1.2 выделяются основные объекты – алгебры Шевалле и их ниль-
треугольные подалгебры NΦ(K).

Комплексную алгебру Шевалле LΦ(C) характеризуют неразложимой
системой корней Φ евклидова пространства и базой Шевалле

{er (r ∈ Φ), hs (s ∈ Π)},

где Π – система простых корней или база в Φ, [26]. Система положи-
тельных корней Φ+ ⊇ Π в Φ единственна. По теореме Шевалле о базисе,
имеем

er ∗ e−r = hr, hs ∗ hr = 0, hs ∗ er =
2(r, s)

(r, r)
er;

er ∗ es = 0 (r + s /∈ Φ ∪ {0}), er ∗ es = Nrser+s = −es ∗ er (r + s ∈ Φ),
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где Nrs = ±1, или |r| = |s| < |r + s| и Nrs = ±2, или (тип G2) Nrs = ±2
или ±3. Структурные константы базы Шевалле целочисленные.

Переходом от поля C к произвольному полю или даже ассоциативно
коммутативному кольцу K получают алгебру Шевалле LΦ(K).

Подалгебру NΦ(K) с базой er (r ∈ Φ+) называют нильтреугольной.
Известно, что изоморфизм аддитивной группы поля K в группу ав-

томорфизмов Aut LΦ(K) для любого корня r дает отображение

t→ xr(t) := exp (t · ad er) (t ∈ K).

Алгебра Шевалле LΦ(K) и группа Шевалле, как подгруппа группы
Aut LΦ(K), определяются над любым ассоциативно коммутативным
кольцом K с единицей. (Элементарную) группу Шевалле Φ(K) порож-
дают корневые подгруппы Xr = xr(K). Её унипотентную подгруппу
UΦ(K) порождают корневые подгруппы Xr (r ∈ Φ+), [26].

Группы Шевалле четырех типов An, Bn, Cn и Dn из девяти типов си-
стем корней соответствуют классическим линейным группам. Для Φ ти-
па An−1 группу UΦ(K) представляет унитреугольная группа UT (n,K).

Алгебра Ли NΦ(K) типа An−1 представляется алгеброй Ли, ассоции-
рованной сNT (n,K). Поэтому для типа An−1 вопросы (А) и (Б) решены
ранее [14], [16], [17]. Решению вопросов (А) и (Б) для оставшихся типов
Bn, Cn и Dn посвящены § 1.3 и глава 2.

Пусть K и S – произвольные ассоциативно коммутативные кольца с
единицами. Основной теоремой об изоморфизмах является

Теорема 1.3.1. Пусть NΦ(K) – кольцо Ли классического типа Dn

(n ≥ 4), Bn или Cn (n > 4). Кольцо Ли NΦ′(S) изоморфно NΦ(K) тогда
и только тогда, когда S ' K, а системы корней Φ′ и Φ эквивалентны.

Напомним, что биективное отображение τ : Φ → Φ′ систем корней
называют их эквивалентностью, если существует вещественное число
λ > 0 такое, что

(τ(r), τ(s)) = λ · (r, s) (r, s ∈ Φ).

В доказательстве теоремы 1.3.1 используются леммы. В частности,
Лемма 2.3.1. Пусть кольца Ли NΦ(K) и NΦ′(S) изоморфны, Φ

ранга > 1, причем 2K = K для типа F4 и 6K = K для типа G2. Тогда
системы корней Φ и Φ′ эквивалентны.

Ясно что любая эквивалентность τ : Φ → Φ′ систем корней индуци-
рует изоморфизм τ алгебры Ли NΦ(K) по правилу

τ̄ : NΦ(K)→ NΦ′(K), er → eτ(r) (r ∈ Φ+).
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Описание изоморфизмов использует известное специальное представ-
ление нильтреугольных алгебр NΦ(K) классических типов (§ 2.1).

Аналогично алгебрам NT (n,K) алгебры Ли NΦ(K) типа Bn, Cn иDn

заданы в [27, Лемма 2] в базе из "матричных единиц" er = eiv (r ∈ Φ+

для соответствующей нумерации корней r = riv) с ограничениями

−i < v < i ≤ n, −i ≤ v < i ≤ n, v 6= 0, 1 ≤ |v| < i ≤ n,

соответственно. Любой элемент из NΦ(K) представляется суммой∑
aiveiv и Φ+-матрицей ||aiv|| над K соответствующего типа.
К суммам двух корней, являющихся корнем, помимо сумм rij + rjv =

riv (аналогично типу An) здесь относятся еще rkv + rm,−v = rk,−m при
k > m > |v|, а для типа Cn также при k = m > |v|. Структурные
константы в выбранном базисе выписаны в лемме 2.1.1.

В этой терминологии описания верхнего и нижнего центральных ря-
дов колец Ли NΦ(K) и Aut NΦ(K) известны, см. лемму 2.2.2 и теорему
2.2.3 в § 2.2. Выявленные характеристические идеалы позволяют завер-
шить описание изоморфизмов.

Кольцевой изоморфизм θ : K → S всегда индуцирует изоморфизм

θ : NΦ(K)→ NΦ(S)

колец Ли по правилу θ(xer) = θ(x)er (x ∈ K, r ∈ Φ+). В § 2.3 доказана

Лемма 2.3.2. Всякий изоморфизм ϕ : NΦ(S) → NΦ(K) колец Ли
классического типа ранга n > 3 над ассоциативно коммутативными
кольцами S и K с единицами есть произведение ϕ = ηθ для подходя-
щего изоморфизма θ : S → K и η ∈ Aut NΦ(S).

Произвольный изоморфизм кольца Ли NΦ(K) на NΦ′(S), учитывая
леммы 2.3.1 и 2.3.2, всегда допускает разложение в произведение τ̄ θη.
Тем самым, завершается описание изоморфизмов колец Ли NΦ(K). За-
вершается и доказательство теоремы 1.3.1.

Леммы 2.3.1, 2.3.2 и доказанная теорема устанавливают перечисление
изоморфизмов NΦ(K)→ NΦ′(S) и решение вопроса (Б).

В § 2.4 решение вопроса (А) о соответствии Мальцева для колец Ли
NΦ(K) (классических типов) завершает

Теорема 1.3.2. Кольца Ли NΦ′(S) и NΦ(K) элементарно эквива-
лентны в том и только в том случае, когда K ≡ S, а системы корней
Φ и Φ′ эквивалентны.

9



В ее доказательстве, основываясь на теореме Кейслера-Шелаха, мы
опираемся на доказанную теорему 1.3.1 и на лемму 2.4.1 о связи уль-
трастепеней алгебраической системы с алгебраической системой над уль-
трастепенями.

Основные теоремы 1.3.1, 1.3.2 и леммы 2.3.1, 2.3.2 глав 1 и 2 аппроби-
ровались на конференциях [37]-[40] и опубликованы в совместной работе
[32] (соавтор – В.М. Левчук). Перечисленные основные результаты и их
доказательства принадлежат диссертанту. Идеи и методы доказательств
разрабатывали совместно диссертант и В.М. Левчук; ему же принадле-
жит постановка задач.

Глава 3 посвящена локальным автоморфизмам алгебры NΦ(K). Мы
используем следующее определение.

Определение 3.1.2. Локальным автоморфизмом произвольной K-
алгебры A называют автоморфизм K-модуля A, действующий на каж-
дый элемент α ∈ A как некоторый автоморфизм алгебры A, вообще
говоря, зависящий от выбора α.

В § 3.1 приводятся необходимые определения. Показана также за-
мкнутость локальных автоморфизмов по композиции. Более точно,

Предложение 3.1.3. Локальные автоморфизмы всякой алгебры
(аналогично кольца) A образуют по умножению группу.

(Обозначение: Laut A.) Предложение 3.1.3 вначале автором анонси-
ровалось [34], а с доказательством опубликовано в [31, Лемма 4].

В § 3.2 рассматривается финитарное обобщение алгебр NT (n,K).
Пусть Γ есть произвольное линейно упорядоченное множество (или крат-
ко, цепь) с отношением порядка <. Все Γ-матрицы α = ‖auv‖u,v∈Γ над
K с конечным числом ненулевых элементов (их называют финитарны-
ми) образуют алгебру с обычными линейными операциями, матричным
умножением и матричными единицами eij (i, j ∈ Γ).

Подалгебру с базой eij (i, j ∈ Γ, i > j) называем нильтреугольной
и обозначаем через NT (Γ, K). Очевидно, NT (Γ, K) есть ниль-алгебра.
Мы выявляем примеры нетривиальных локальных автоморфизмов ал-
гебр NT (Γ, K) (в частности, алгебр NT (n,K)).

Первый элемент цепи Γ (если он существует) обозначаем через p, а
последний элемент – через q. Множество {u ∈ Γ | i ≤ u ≤ j} при i ≤ j
из Γ называем отрезком в Γ и обозначаем через [i, j]. Отображение

1+ϕkm,t : α = ‖aij‖ → α+takmeqp, (α ∈ NT (Γ, K)) (1)
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очевидно, является модульным автоморфизмом алгебры NT (Γ, K) при
любых t ∈ K и k,m ∈ Γ, k > m. Следующая, основная в § 3.2 теорема
рассматривает отображение (1) только при условии p < k −m < q.

Теорема 3.2.1. Если (1) есть локальный автоморфизм алгебры R
для t 6= 0 из K, то либо a) m = p и |[p,k]|=3, либо b) k = q и |[m,q]|=3.
Если Kt – единственный минимальный ненулевой идеал кольца K, то
(1) является нетривиальным локальным автоморфизмом алгебры R.

Соответствующие примеры в § 3.2 показывают, что к новым нетриви-
альным локальным автоморфизмам мы приходим, когда K есть кольцо
вычетов целых чисел по примарному модулю или любое поле.

Известно, что всякая конечная цепь Γ порядка n изометрична цепи
{1, 2, ..., n} и, поэтому NT (Γ, K) ' NT (n,K). Этот случай теоремы 3.2.1
исследовался диссертантом ранее в совместной статье [31] в нераздель-
ном соавторстве. Полностью теорема представлена на 14-й международ-
ной летней школе-конференции "Пограничные вопросы теории моделей
и универсальной алгебры" в Эрлаголе (НГТУ – ИМ СО РАН, 2021).

В § 3.3 разрабатывается редукционный метод исследования локаль-
ных автоморфизмов алгебр Ли NΦ(K) классических типов.

Для типов An и Dn редукция ведется к тривиальным автоморфизмам
по модулю идеалов Li стандартного центрального ряда. Для алгебр R(−)

приR = NT (n,K) (то есть для типаAn−1) А.П. Елисова [29] разработала
редукцию по модулю L2. Однако, для типов Bn и Cn идеалы Li, вообще
говоря, не образуют нижний центральный ряд. В § 3.3 доказана

Теорема 3.3.1. В алгебре Ли NΦ(K) классического типа ранга > 4
идеал L2 является (Laut NΦ(K))-инвариантным, а всякий локальный
автоморфизм действует по модулю L2 как её подходящий автомор-
физм.

Замечание. Наряду с финитарной алгеброй NT (Γ, K) из § 3.2 всех
Γ-матриц над K с произвольной цепью Γ индексов, рассматривают и
алгебру R нефинитарных Γ-матриц над K, которая определена лишь
для бесконечных цепей Γ = N, Z или Z \ N, например, [30]. Аналог
редукционной теоремы 3.3.1 выполняется для указанных нефинитар-
ных алгебр R, как анонсировано на "Мальцевские чтения – 2020" (ИМ
СО РАН) и на 14-й международной летней школе-конференции "Погра-
ничные вопросы теории моделей и универсальной алгебры" в Эрлаголе
(НГТУ – ИМ СО РАН, 2021).

Теорема 3.3.1 опубликована автором в [33].
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