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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Òåìà äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé àëãåáðå. Ïðåäìåòîì èñ-

ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññû èíúåêòèâíûõ è ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ.

Ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííîãî àðñåíàëà òåîðèè ìîäåëåé, âêëþ÷àþùåãî òåîðèþ êà-

òåãîðè÷íîñòè, ðàçëè÷íûå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå êîíñòðóêöèè, èçó÷àþòñÿ òàêèå

ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ, êàê àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, ïîëíîòà, ìîäåëüíàÿ ïîëíîòà,

ñòàáèëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü è ïðèìèòèâíàÿ ñâÿçíîñòü.

Ïîä ëåâûì S -ïîëèãîíîì SA íàä ìîíîèäîì S , èëè ïðîñòî ïîëèãîíîì, ïî-

íèìàåòñÿ ìíîæåñòâî A , íà êîòîðîì S äåéñòâóåò ñëåâà, ïðè÷¼ì åäèíèöà S äåé-

ñòâóåò òîæäåñòâåííî. Ïîíÿòèå ïîëèãîíà íàä ìîíîèäîì îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåí-

òàëüíûì ïîíÿòèÿì â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì è äð. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî òåîðèè ïîëèãîíîâ ïîñâÿùåíî

ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëèãîíîâ, à èìåííî, õàðàêòåðèçàöèè ìîíîè-

äîâ ñ ïîìîùüþ êàòåãîðíûõ ñâîéñòâ ïîëèãîíîâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ïðîåêòèâ-

íîñòü, èíúåêòèâíîñòü, ïëîñêîñòíîñòü. Ýòî ðàáîòû Ë.À. Ñêîðíÿêîâà1, M. Kilp2,

U. Knauer, À.Â. Ìèõàë¼âà3 è äð. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâîì ðåãóëÿðíî-

ñòè ïîëèãîíîâ, ðàññìîòðåíû òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, êàê M. Kilp, U. Knauer4,

À.Â. Ìèõàë¼â5, L.H. Tran6 è äð.

Ïîëèãîí íàä ìîíîèäîì îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìîäóëþ íàä êîëüöîì. Ïî-

ýòîìó òåîðèÿ ïîëèãîíîâ ðàçâèâàåòñÿ ïîä áîëüøèì âëèÿíèåì òåîðèè ìîäóëåé.

Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíúåêòèâíîãî

ïîëèãîíà. Èíúåêòèâíûå ïîëèãîíû âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû P. Berthiaume7.

Â òåîðèè ìîäóëåé óñëîâèå èíúåêòèâíîñòè ïðàâîãî R -ìîäóëÿ M ýêâèâàëåíòíî

1Ñêîðíÿêîâ, Ë. À. Î ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ìîíîèäîâ // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 10(5). � 1969. �

Ñ. 1139�1143.
2Êèëüï, Ì. Ê ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ìîíîèäîâ // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 13(3). � 1972. � Ñ.

578�586.
3Kilp, M. Monoids, acts and categories / M. Kilp, U. Knauer, A. V. Mikhalev // De Gruyter. � 2000.
4Kilp, M. Characterization of monoids by properties of regular acts / M. Kilp, U. Knauer // J. of Pure and

Applied Algebra. � 35(2). � 1987. � P. 193�201.
5Kilp, M. Wreath products of acts over monoids: I. regular and inverse acts / M. Kilp, U. Knauer, A. V. Mikhalev

// J. of Pure and Applied Algebra. � 51. � 1988. � P. 251�260.
6Tran, L. H. Characterization of monoid by regular acts // Period. Math. Hungar. � 16. � 1985. � P. 273�279.
7Berthiaume, P. The injective envelope of S -sets // Bull. Amer. Math. Soc. � 10. � 1967. � P. 261�273.
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ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (?) : äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî èäåàëà I ⊆ R ëþáîé ãîìîìîð-

ôèçì ϕ : IR → MR ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ϕ : RR → MR (êðèòåðèé

Áýðà8). Äëÿ ïîëèãîíîâ àíàëîã êðèòåðèÿ Áýðà íå èìååò ìåñòà. Ïîëèãîíû, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã óñëîâèÿ (?) , íàçûâàþòñÿ ñëàáî èíúåêòèâíûìè.

V. Gould9 ðàññìàòðèâàåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ¾èíúåê-

òèâíîñòåé¿, à èìåííî, äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëà α > 1 ïîëèãîí SA íàä ìîíîèäîì

S íàçûâàåòñÿ α -èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã óñëîâèÿ (?) ,

â êîòîðîì ïðàâûå èäåàëû çàìåíÿþòñÿ íà ïðàâûå èäåàëû, ìîùíîñòü ïîðîæäàþ-

ùåãî ìíîæåñòâà êîòîðûõ ìåíüøå α . Ãëàâíî ñëàáî èíúåêòèâíûå ïîëèãîíû (äëÿ

êîòîðûõ α = 2 ) è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûå ïîëèãîíû (äëÿ êî-

òîðûõ α = ω ) âïåðâûå ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå J. Luedeman, F. McMorris,

S.�K. Sim10. Ïîíÿòèå ãëàâíî ñëàáî èíúåêòèâíîãî (êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî

èíúåêòèâíîãî) ïîëèãîíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîíÿòèÿ p -èíúåêòèâíîãî (êîíå÷íî

èíúåêòèâíîãî) ìîäóëÿ.

Îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ òåîðèè ìîäåëåé ïîëèãîíîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

îïèñàíèÿ ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè íåêîòîðûé êëàññ ïîëèãîíîâ îáëàäàë áû ñâîé-

ñòâîì P , ãäå ïîä P ïîíèìàåòñÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, ïîëíîòà, ñòàáèëüíîñòü,

ïðèìèòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ ñâÿçíîñòü è äð.

Âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè, ïîëíîòû, ìîäåëüíîé ïîëíîòû, êàòåãîðè÷íî-

ñòè äëÿ êëàññà ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Å.Â. Îâ÷èííèêî-

âîé11, À.À. Ñòåïàíîâîé12. Äëÿ êëàññîâ ïëîñêèõ, ïðîåêòèâíûõ è ñâîáîäíûõ ïî-

ëèãîíîâ òàêîå îïèñàíèå ïîëó÷åíî S. Bulman�Fleming, V. Gould13, À.À. Ñòåïàíî-

âîé14. À.À. Ñòåïàíîâîé15 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñ÷¼òíîãî ìîíîèäà

8Êàø, Ô. Ìîäóëè è êîëüöà // Ìèð. � 1981.
9Gould, V. Axiomatisability problems for S -systems // J. London Math. Soc. � 35. � 1987. � P. 193�201.
10Luedeman, J. Semigroups for which every totally irreducible S -system is injective / J. Luedeman, F. McMorris,

S.-K. Sim // Comment. Math. Univ. Carolinae � 19. � 1978. � P. 27�35.
11Îâ÷èííèêîâà, Å. Â. Ïîëíûå êëàññû ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èäåìïîòåíòîâ // Ñèá.

ìàòåì. æóðí. � 36(2). � 1995. � Ñ. 381�384.
12Ñòåïàíîâà, À. À. Àêñèîìàòèçèðóåìîñòü è ìîäåëüíàÿ ïîëíîòà êëàññà ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ // Ñèá. ìà-

òåì. æóðí. � 35(1). � 1994. � Ñ. 181�193.
13Bulman-Fleming, S. Axiomatisability of weakly �at, �at and projective acts / S. Bulman-Fleming, V. Gould

// Communications in Algebra. � 30. �2002. � P. 5575�5593.
14Ñòåïàíîâà, À. À. Àêñèîìàòèçèðóåìîñòü è ïîëíîòà íåêîòîðûõ êëàññîâ S -ïîëèãîíîâ // Àëãåáðà è ëîãèêà

� 30(5). � 1991. � Ñ. 583�594.
15Ñòåïàíîâà, À. À. Àêñèîìàòèçèðóåìîñòü è ïîëíîòà êëàññà èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä êîììóòàòèâíûì
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èëè ñ÷¼òíîé ãðóïïû S àêñèîìàòèçèðóåìîñòü êëàññà èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ

íàä S ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè S . Â ýòîé æå ðàáîòå ïîêàçà-

íî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà èëè ãðóïïû,

êëàññ èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä êîòîðûì ïîëîí, ìîäåëüíî ïîëîí èëè êàòåãî-

ðè÷åí÷. Â äèññåðòàöèè ïðîäîëæàþòñÿ óïîìÿíóòûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ êëàññîâ

ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ.

Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ

ñòàáèëüíîñòè, â îñíîâó êîòîðîé ëåãëè èäåè, ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîòû

M. Morley16. Ïîíÿòèå ñòàáèëüíîé òåîðèè áûëî ââåäåíî S. Shelah â 1969 ã.17 Âî-

ïðîñû ñòàáèëüíîñòè, ñóïåðñòàáèëüíîñòè è ω -ñòàáèëüíîñòè òåîðèè ïîëèãîíîâ

ðàññìîòðåíû Ò.Ã. Ìóñòàôèíûì18 , 19 , B. Poizat19, À.À. Ñòåïàíîâîé20. Â ÷àñò-

íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ ëþáîãî ïîëèãîíà íàä S ñòàáèëüíà (ñóïåðñòàáèëü-

íà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä (âïîëíå

óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä). À.À. Ñòåïàíîâîé ðàññìàòðèâàëèñü ñòàáèëüíûå, ñóïåð-

ñòàáèëüíûå è ω -ñòàáèëüíûå êëàññû ðåãóëÿðíûõ21 , 22 è ïëîñêèõ23 ïîëèãîíîâ. Â

äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñòàáèëüíîñòè è ñóïåðñòàáèëüíîñòè äëÿ êëàññîâ

èíúåêòèâíûõ è ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ.

Â 1983 ã. A. Pillay24 ââ¼ë ïîíÿòèå íîðìàëüíîé òåîðèè. Îäíàêî â áîëåå ðàííåé

ðàáîòå Å.À. Ïàëþòèíà25 ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçîâàëîñü â íåÿâíîì âèäå, à èìåííî,

áûëà äîêàçàíà íîðìàëüíîñòü ëþáîé ñòàáèëüíîé ïîëíîé õîðíîâîé òåîðèè. Ïî-

ìîíîèäîì è íàä ãðóïïîé // Ñèá. ìàòåì. æóð. � 56(3). � 2015. � Ñ. 650�662.
16Morley, M. Categoricity in power // Trans. Amer. Math. Soc. � 114(2). � 1965. � P. 514�538.
17Shelah, S. Stable theories // Isr. J. Math. � 7(3). � 1969. � P. 187�202.
18Ìóñòàôèí, Ò. Ã. Î ñòàáèëüíîñòíîé òåîðèè ïîëèãîíîâ // Òåîðèÿ ìîäåëåé è åå ïðèìåíåíèå. � 8. � 1988.

� Ñ. 92�108.
19Musta�n, T. G. Polygones / T. G. Musta�n, B. Poizat // Math. Log. Quart. � 41. � 1995. � P. 93�110.
20Ñòåïàíîâà, À. À. Ìîíîèäû, âñå ïîëèãîíû íàä êîòîðûìè ω -ñòàáèëüíû (äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ìóñòà-

ôèíà�Ïóàçà) // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 41(2). � 2002. � Ñ. 223�227
21Ñòåïàíîâà, À. À. Ìîíîèäû ñî ñòàáèëüíûìè òåîðèÿìè ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ // Àëãåáðà è ëîãèêà. �

40(4). � 2001. � Ñ. 430�457.
22Ñòåïàíîâà, À. À. Ñòàáèëüíîñòü êëàññà ðåãóëÿðíûõ ïîëèãîíîâ // Èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì. Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. Êàðàãàíäà � 1995. � Ñ. 95�102.
23Ñòåïàíîâà, À. À. Ìîíîèäû ñî ñòàáèëüíûìè ïëîñêèìè ïîëèãîíàìè // Âåñòíèê ÍÃÓ, ñåðèÿ: ìàòåìàòèêà,

èíôîðìàòèêà, ìåõàíèêà. � 2. � 2002. � Ñ. 64�77.
24Pillay, A. Countable models of stable theories // Proc. Amer. Math. Soc. � 89(4). � 1983. � P. 666�672.
25Ïàëþòèí, Å. À. Êàòåãîðè÷íûå õîðíîâû êëàññû. I // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 19(5). � 1980. � Ñ. 582�614.
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íÿòèå ñëàáîé íîðìàëüíîñòè òåîðèè, ââåä¼ííîå A. Pillay26, ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðî-

êèì, ÷åì ïîíÿòèå íîðìàëüíîñòè, íî áîëåå óçêèì, ÷åì ñòàáèëüíîñòü. Ñ.Â. Ñóäî-

ïëàòîâûì27 ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëüíûõ êðèòåðèåâ äëÿ íîðìàëü-

íîñòè èëè ñëàáîé íîðìàëüíîñòè òåîðèé, ïîäîáíûõ ñòàáèëüíîñòè. Îñíîâíîé ïðè-

ìåð íîðìàëüíûõ òåîðèé � òåîðèÿ ëþáîãî ìîäóëÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðèìèòèâíî íîð-

ìàëüíîé òåîðèåé. Èñòîðèÿ ïîíÿòèÿ ïðèìèòèâíîé íîðìàëüíîñòè òåîðèè âîñõî-

äèò ê ïðèìåíåíèþ òåîðèè êëàññèôèêàöèè â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå28. Âîïðîñàì

ïðèìèòèâíîé íîðìàëüíîñòè êëàññîâ âñåõ ïîëèãîíîâ, ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ,

ñèëüíî ïëîñêèõ ïîëèãîíîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.À. Ñòåïàíîâîé29 , 30, Ä.Î. Ïòà-

õîâà31. À.À. Ñòåïàíîâîé òàêæå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïðèìèòèâíîé ñâÿçíîñòè

êëàññà âñåõ ïîëèãîíîâ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìîíîèäû ñ ïðèìèòèâíî íîð-

ìàëüíûìè è ïðèìèòèâíî ñâÿçíûìè êëàññàìè èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ.

Öåëè è çàäà÷è äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â èçó÷åíèè ñòðîåíèÿ ìîíîè-

äîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ ñâîéñòâ êëàññîâ èíúåêòèâíûõ è ñëàáî

èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä íèìè. Èññëåäóþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ,

êàê àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, ïîëíîòà, ìîäåëüíàÿ ïîëíîòà, êàòåãîðè÷íîñòü, ñòà-

áèëüíîñòü, ñóïåðñòàáèëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü, ïðèìèòèâíàÿ ñâÿç-

íîñòü.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåî-

ðèè ìîäåëåé, òàêèå êàê òåîðåìà êîìïàêòíîñòè, òåîðèÿ êàòåãîðè÷íîñòè, òåîðèÿ

ñòàáèëüíîñòè, ðàçëè÷íûå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, óëü-

òðàïðîèçâåäåíèÿ), à òàêæå ìåòîäû òåîðèè ïîëèãîíîâ.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè è íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

26Pillay, A. Stable theories, pseudoplanes and the number of countable models // Annals of Pure and Applied

Logic. � 43(2). � 1989. � P. 147�160.
27Ñóäîïëàòîâ, Ñ.Â. Áàçèðóåìîñòü ñòàáèëüíûõ òåîðèé è ñâîéñòâà ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ñ ìîùíûìè òèïàìè: äèñ.

... êàíä. ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê: 01.01.06. � Íîâîñèáèðñê. � 1990.
28Shelah, S. Classi�cation theory and the number of non-isomorphic models // Stud. Logic Found. Math. � 92.

� 1978.
29Ñòåïàíîâà, À. À. Ïîëèãîíû ñ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíûìè è àääèòèâíûìè òåîðèÿìè // Àëãåáðà è ëîãèêà.

� 47(4). � 2008. � Ñ. 491�508.
30Ñòåïàíîâà, À. À. Ïðèìèòèâíî ñâÿçíûå è àääèòèâíûå òåîðèè ïîëèãîíîâ // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 45(3). �

2006. � Ñ. 300�313.
31Ïòàõîâ, Ä. Î. Ïðèìèòèâíàÿ íîðìàëüíîñòü è àääèòèâíîñòü ñâîáîäíûõ, ïðîåêòèâíûõ è ñèëüíî ïëîñêèõ

ïîëèãîíîâ // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 53(5). � 2014. � Ñ. 614�624.
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â òåîðåòèêî-ìîäåëüíîé àëãåáðå, â òåîðèè ïîëèãîíîâ, ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî

òåîðèè ìîäåëåé, íàïèñàíèè ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ìîíîãðàôèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñ÷¼òíûõ ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè êëàññ ñëàáî èíúåê-

òèâíûõ (êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûõ, ãëàâíî ñëàáî èíúåêòèâíûõ)

ïîëèãîíîâ àêñèîìàòèçèðóåì. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìîíîèäîâ ñ àêñèîìàòèçèðó-

åìûìè è íå àêñèîìàòèçèðóåìûìè êëàññàìè ñëàáî èíúåêòèâíûõ (êîíå÷íî ïî-

ðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûõ, ãëàâíî ñëàáî èíúåêòèâíûõ) ïîëèãîíîâ íàä íèìè.

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [1].

2. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè êëàññ ãëàâíî ñëàáî èíúåê-

òèâíûõ ïîëèãîíîâ ïîëîí, ìîäåëüíî ïîëîí, êàòåãîðè÷åí, ñòàáèëåí è ñóïåðñòà-

áèëåí. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìîíîèäîâ S , äëÿ êîòîðûõ êëàññû èíúåêòèâíûõ,

ñëàáî èíúåêòèâíûõ, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ ïîë-

íû (ìîäåëüíî ïîëíû, êàòåãîðè÷íû) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà S òðèâèàëåí.

Äàíà õàðàêòåðèçàöèÿ êîíå÷íûõ ìîíîèäîâ ñî ñòàáèëüíûìè (ñóïåðñòàáèëüíûìè)

êëàññàìè èíúåêòèâíûõ, ñëàáî èíúåêòèâíûõ, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåê-

òèâíûõ ïîëèãîíîâ. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [2].

3. Äîêàçàíî, ÷òî êëàññ âñåõ èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî íîðìàëåí.

Äëÿ ðåâåðñèâíîãî ñïðàâà ìîíîèäà S ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ âñåõ èíúåêòèâíûõ

ïîëèãîíîâ íàä S ïðèìèòèâíî ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà.

Ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèìèòèâíîé ñâÿçíîñòè êëàññà èíúåêòèâíûõ

ïîëèãîíîâ. Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [3].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëàãàëèñü àâòîðîì íà ñåìè-

íàðàõ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê), Èí-

ñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ (ã. Âëàäèâîñòîê), Äàëüíåâîñòî÷íîãî

ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (ã. Âëàäèâîñòîê), à òàêæå íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-

ôåðåíöèÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2016�2018), Ðåãèîíàëüíûõ

íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì (ã. Âëàäèâîñòîê, 2016�2018).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1�8]. Ðàáîòû [1�3] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ

ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóá-

ëèêîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷¼íûõ ñòåïåíåé äîê-
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òîðà è êàíäèäàòà íàóê, à òàêæå èíäåêñèðóåìûõ â íàóêîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

(SCOPUS è ò.ä.). Ðàáîòà [1] íàïèñàíà â íåðàçðûâíîì ñîòðóäíè÷åñòâå ñî Ñòåïà-

íîâîé À.À.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Âñå óòâåðæäåíèÿ çàíóìåðîâàíû äâîé-

êàìè èíäåêñîâ, èç êîòîðûõ ïåðâûé ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì ãëàâû, âòîðîé � íîìåðîì

óòâåðæäåíèÿ â äàííîé ãëàâå. Êîìïüþòåðíûé íàáîð âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïàêåòà LATEX. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè 75 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò

â ñåáÿ 46 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü

òåìû èññëåäîâàíèÿ, äà¼òñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäóåìûì ïðîáëåìàì è

êðàòêî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ïîëèãîíîâ, òåîðèè ìîäå-

ëåé è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, à òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ ôàêòû, èñïîëüçóåìûå

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèé

áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

S -Inj � êëàññ âñåõ èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì S ,

S -WInj � êëàññ âñåõ ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì S ,

S -FGWInj � êëàññ âñåõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãî-

íîâ íàä ìîíîèäîì S ,

S -WInj � êëàññ âñåõ ãëàâíî ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì

S .

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìîíîèäîâ, íàä êîòîðûìè

êëàññû ñëàáî èíúåêòèâíûõ, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííî ñëàáî èíúåêòèâíûõ è ãëàâíî

ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ àêñèîìàòèçèðóåìû.

×åðåç θs̄ , ãäå s̄ = 〈s1, . . . sn〉 ∈ S (n ∈ ω ), îáîçíà÷èì êîíãðóýíöèþ{
〈tk, rm〉 | tsk = rsm, k,m ∈ {1, . . . , n}

}
ïîëèãîíà SS

(n) =
n⊔

i=1
SSi , ãäå SSi � êî-

ïèÿ ïîëèãîíà SS , r
i ∈ Si � êîïèÿ ýëåìåíòà r ∈ S ( i ∈ {1, . . . , n} ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � ñ÷åòíûé ìîíîèä. Êëàññ S -FGWInj àêñèîìàòèçè-

ðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ ω è äëÿ ëþáîãî s̄ ∈ Sn

êîíãðóýíöèÿ θs̄ ïîëèãîíà SS
(n) êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êëàññ ñëàáî èíúåêòèâíûõ

ïîëèãîíîâ àêñèîìàòèçèðóåì, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ ω è äëÿ ëþáîãî s̄ ∈ Sn êîí-

ãðóýíöèÿ θs̄ ïîëèãîíà SS
(n) êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ò.å. èìååò ìåñòî

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü S � ñ÷åòíûé ìîíîèä. Åñëè êëàññ S -WInj àêñèîìàòè-

çèðóåì, òî êëàññ S -FGWInj àêñèîìàòèçèðóåì.

Ïóñòü s ∈ S . Êîíãðóýíöèþ θs ïîëèãîíà SS
(1) = SS ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ

ìíîæåñòâîì
{
〈t, r〉 ∈ S2 | ts = rs

}
. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ ïîë-

íîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, åñëè ïîëîæèòü n = 1 .
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü S � ñ÷åòíûé ìîíîèä. Êëàññ S -PWInj àêñèîìàòèçè-

ðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî s ∈ S êîíãðóýíöèÿ θs ïîëèãîíà

SS êîíå÷íî ïîðîæäåíà.

Èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü S � ñ÷åòíûé ìîíîèä. Åñëè êëàññ S -FGWInj àêñèî-

ìàòèçèðóåì, òî êëàññ S -PWInj àêñèîìàòèçèðóåì.

Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ S ñóùåñòâóåò t ∈ S
òàêîé, ÷òî s = sts .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè S � ðåãóëÿðíûé ìîíîèä, òî êëàññ S -PWInj àêñèîìàòè-

çèðóåì.

Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ íåòåðîâûì ñëåâà, åñëè âñå åãî ëåâûå èäåàëû êîíå÷-

íî ïîðîæäåíû. Äëÿ êëàññà ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � ñ÷åòíûé ìîíîèä. Êëàññ S -WInj àêñèîìàòèçèðóåì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ ω è äëÿ ëþáîãî s̄ ∈ Sn êîíãðó-

ýíöèÿ θs̄ ïîëèãîíà SS
(n) êîíå÷íî ïîðîæäåíà è S � í¼òåðîâ ñëåâà ìîíîèä.

Ãëàâà çàâåðøàåòñÿ ïðèìåðàìè ìîíîèäîâ ñ àêñèîìàòèçèðóåìûìè è íå àêñè-

îìàòèçèðóåìûìè êëàññàìè ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä íèìè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîíîèäû, íàä êîòîðûìè êëàññû èíúåê-

òèâíûõ è ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ ïîëíû, ìîäåëüíî ïîëíû, êàòåãîðè÷íû.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ìîíîèäà S èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè:

S -PWInj ïîëîí (ìîäåëüíî ïîëîí, êàòåãîðè÷åí)

⇓
S -FGWInj ïîëîí (ìîäåëüíî ïîëîí, êàòåãîðè÷åí)

⇓
S -WInj ïîëîí (ìîäåëüíî ïîëîí, êàòåãîðè÷åí)

⇓
S -Inj ïîëîí (ìîäåëüíî ïîëîí, êàòåãîðè÷åí)
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êëàññ S -PWInj ïîëîí;

(2) êëàññ S -PWInj ìîäåëüíî ïîëîí;

(3) êëàññ S -PWInj êàòåãîðè÷åí â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè;

(4) S = {1} .

Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ ðåâåðñèâíûì ñïðàâà, åñëè Ss ∩ St 6= ∅ äëÿ ëþáûõ

s, t ∈ S .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü S � ðåâåðñèâíûé ñïðàâà ìîíîèä. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòû:

(1) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) ïîëîí;

(2) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) ìîäåëüíî ïîëîí;

(3) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) êàòåãîðè÷åí â íåêîòîðîé áåñêî-

íå÷íîé ìîùíîñòè;

(4) S = {1} .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòû:

(1) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) ïîëîí;

(2) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) ìîäåëüíî ïîëîí;

(3) êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj) êàòåãîðè÷åí â íåêîòîðîé áåñêî-

íå÷íîé ìîùíîñòè;

(4) S = {1} .

Äëÿ ìîíîèäà S ÷åðåç T îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {s ∈ S | Ss = S} .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü êëàññ S -WInj ïîëîí è äëÿ ëþáîãî s ∈ S \ T ñóùåñòâóåò

r ∈ S òàêîé, ÷òî r 6= 1 è rs = s . Òîãäà S = {1} .

Èç òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè S � ðåãóëÿðíûé ìîíîèä, T � ãðóïïà è êëàññ S -WInj

ïîëîí, òî |S| = 1 .

Òåîðåìà 6. Åñëè S � êîíå÷íûé ìîíîèä è êëàññ S -Inj (S -WInj, S -FGWInj)

ïîëîí, òî |S| = 1 .
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Â ýòîé æå ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñòàáèëüíîñòè è ñóïåðñòàáèëüíîñòè

êëàññîâ èíúåêòèâíûõ è ñëàáî èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ.

Ïîëèãîí SA íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè ìíîæåñòâî

{Sa | a ∈ A} ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Ìîíîèä S íàçû-

âàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, åñëè SS � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ïîëèãîí.

Ïóñòü K � êëàññ ïîëèãîíîâ. Ìîíîèä S íàçûâàåòñÿ K -ñòàáèëèçàòîðîì

(K -ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì), åñëè Th( SA ) ñòàáèëüíà (ñóïåðñòàáèëüíà) äëÿ ëþ-

áîãî ïîëèãîíà SA ∈ K . Åñëè K � êëàññ âñåõ ïîëèãîíîâ íàä ìîíîèäîì S , òî

K -ñòàáèëèçàòîð (K -ñóïåðñòàáèëèçàòîð) S íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì (ñó-

ïåðñòàáèëèçàòîðîì).

Òåîðåìà 7. Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) S � ñòàáèëèçàòîð;

(2) S � S -PWInj-ñòàáèëèçàòîð;

(3) S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü S � ìîíîèä, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìàëüíûé (ñðåäè

ëåâûõ íåãëàâíûõ èäåàëîâ) ëåâûé íåãëàâíûé èäåàë R ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí,

ìíîæåñòâî {s ∈ S t {θ} |
∧
r∈R

rs = r} êîíå÷íî, ãäå ïîä SS t {θ} ïîíèìàåòñÿ

èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà ïîëèãîíà S(S t {θ}) . Òîãäà ìîíîèä S íå ÿâëÿåòñÿ S -

Inj- (S -WInj-, S -FGWInj-) ñòàáèëèçàòîðîì.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè S � êîíå÷íûé ìîíîèä, ÿâëÿþùèéñÿ S -Inj- (S -WInj-,

S -FGWInj-) ñòàáèëèçàòîðîì, òî S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü S � êîíå÷íûé ìîíîèä. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(1) S � ñòàáèëèçàòîð;

(2) S � S -Inj- (S -WInj-, S -FGWInj-) ñòàáèëèçàòîð;

(3) S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ìîíîèä S ÿâëÿåòñÿ S -Inj- (S -WInj-, S -FGWInj-)

ñòàáèëèçàòîðîì, òî â S íåò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ëåâûõ

èäåàëîâ.
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü S � êîíå÷íûé ìîíîèä. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(1) S � ñóïåðñòàáèëèçàòîð;

(2) S � S -Inj- (S -WInj-, S -FGWInj-) ñóïåðñòàáèëèçàòîð;

(3) S � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèãîí SA óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòà-

þùåé öåïè ïîäïîëèãîíîâ, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäïîëèãîíîâ SAi ( i ∈ ω ) òàêèõ,

÷òî

A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ,

ñóùåñòâóåò òàêîé k ∈ ω , ÷òî

Ak = Ak+1 = . . . .

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü K0 � êëàññ ïîëèãîíîâ, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: äëÿ ëþáîãî ïîëèãîíà SA ñóùåñòâóåò ïîëèãîí SB ∈ K0 òàêîé, ÷òî

SA ⊆ SB . Ïóñòü S � K0 -ñóïåðñòàáèëèçàòîð, SA � ïîëèãîí, a ∈ A . Òîãäà

ïîëèãîí SSa óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùåé öåïè öèêëè÷åñêèõ

ïîäïîëèãîíîâ. Ïóñòü S � K0 -ñóïåðñòàáèëèçàòîð, SA � ïîëèãîí, a ∈ A .

Òîãäà ïîëèãîí SSa óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùåé öåïè öèê-

ëè÷åñêèõ ïîäïîëèãîíîâ.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè ìîíîèä S ÿâëÿåòñÿ S -Inj- (S -WInj-, S -FGWInj-) ñó-

ïåðñòàáèëèçàòîðîì, òî S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà âîçðàñòàþùåé öå-

ïè ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè ìîíîèä S ÿâëÿåòñÿ S -PWInj-ñóïåðñòàáèëèçàòîðîì, òî

S � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.

Òåîðåìà 10. Äëÿ ìîíîèäà S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) S � ñóïåðñòàáèëèçàòîð;

(2) S � S -PWInj-ñóïåðñòàáèëèçàòîð;

(3) S � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä.
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Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé (1) è (3) â òåîðåìàõ 7�10 áûëè äî-

êàçàíû Ò.Ã. Ìóñòàôèíûì32.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ìîíîèäû, íàä êîòîðûìè êëàññ âñåõ èíú-

åêòèâíûõ ïîëèãîíîâ ïðèìèòèâíî íîðìàëåí è ïðèìèòèâíî ñâÿçåí. Ïóñòü T �

ïîëíàÿ òåîðèÿ ÿçûêà L . Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ è äîñòà-

òî÷íî íàñûùåííóþ ìîäåëü M = 〈M ;L〉 òåîðèè T .

Åñëè Φ(x̄, ȳ) � ôîðìóëà ÿçûêà L , ā ∈ M , l(ā) = l(ȳ) , òî ÷åðåç Φ(M, ā)

áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
{
b̄ ∈M |M � Φ(b̄, ā)

}
.

Ôîðìóëà ∃x̄(Φ0 ∧ . . . ∧ Φk) , ãäå Φi ( i 6 k ) � àòîìàðíûå ôîðìóëû ÿçûêà

L , íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé. Ïóñòü Φ(x̄, ȳ) � ïðèìèòèâíàÿ ôîðìóëà ÿçûêà

L , ā ∈ M , l(ā) = l(ȳ) . Ìíîæåñòâî âèäà Φ(M, ā) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Åñëè b̄ ∈ M è l(b̄) = l(ȳ) , òî ìíîæåñòâà Φ(M, ā) è Φ(M, b̄) íàçûâàþòñÿ

ïðèìèòèâíûìè êîïèÿìè.

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíîé, åñëè X = Y èëè X∩Y = ∅
äëÿ ëþáûõ ïðèìèòèâíûõ êîïèé X è Y . Êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçû-

êà L íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî íîðìàëüíûì, åñëè òåîðèÿ Th(B ) ïðèìèòèâíî

íîðìàëüíà äëÿ ëþáîé B ∈ K .

Òåîðåìà 11. Êëàññ S -Inj ïðèìèòèâíî íîðìàëåí.

Ýêâèâàëåíòíîñòü α íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X n -îê ýëåìåíòîâ èç M ,

îïðåäåë¼ííàÿ â M c ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðèìèòèâíîé ôîðìóëû Φ(x̄, ȳ) , íà-

çûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X òàêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè α îïðåäåëÿåòñÿ â M ïðèìèòèâíîé ôîðìóëîé Φ(x̄, x̄) è îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç domα . Åñëè a ∈ X , òî ÷åðåç a/α áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè α ñ ïðåäñòàâèòåëåì a .

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ∆ -ïðèìèòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåé-

ñòâî P ïðèìèòèâíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî

X =
⋂
{Y | Y ∈ P}.

Ýêâèâàëåíòíîñòü α íàçûâàåòñÿ ∆ -ïðèìèòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíî-

32Ìóñòàôèí, Ò. Ã. Î ñòàáèëüíîñòíîé òåîðèè ïîëèãîíîâ // Òåîðèÿ ìîäåëåé è åå ïðèìåíåíèå. � 8. � 1988.

� Ñ. 92�108.
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æåñòâî E ïðèìèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, ÷òî

α =
⋂
{β | β ∈ E}.

Êëàññû X è Y îäíîé ∆ -ïðèìèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè α íàçûâàþòñÿ ∆ -

ïðèìèòèâíûìè êîïèÿìè. Ìíîæåñòâî âèäà X = X∗/α = {a/α | a ∈ X∗} , ãäå
X∗ � ∆ -ïðèìèòèâíîå ìíîæåñòâî, α � ïðèìèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è âûïîë-

íåíî X∗ ⊆ dom(α) , íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî ïðèìèòèâíûì ìíîæåñòâîì (î.ï.

ìíîæåñòâîì). Ïðè ýòîì X∗ íàçûâàåòñÿ îñíîâîé, à α � îáðàçóþùåé ýêâè-

âàëåíòíîñòüþ î.ï. ìíîæåñòâà X . Îòîæäåñòâëÿÿ îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

{a} ñ ýëåìåíòîì a , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ -ïðèìèòèâíîå è ïðèìèòèâíîå ìíîæå-

ñòâà ÿâëÿþòñÿ î.ï. ìíîæåñòâàìè. Î.ï. ìíîæåñòâà X, Y íàçûâàþòñÿ î.ï. êîïè-

ÿìè, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ îáðàçóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, à èõ îñíîâû X∗, Y ∗

ÿâëÿþòñÿ ∆ -ïðèìèòèâíûìè êîïèÿìè.

Ôîðìóëà Φ(x̄, ȳ, z̄) , l(x̄) = l(ȳ) , íàçûâàåòñÿ (x̄, ȳ) -ðåôëåêñèâíîé, åñëè

T ` ∀x̄∀ȳ∀z̄(Φ(x̄, ȳ, z̄)→ (∃z̄Φ(x̄, x̄, z̄) ∧ ∃z̄Φ(ȳ, ȳ, z̄))).

Ïóñòü î.ï. ìíîæåñòâà X0 è X1 ÿâëÿþòñÿ î.ï. êîïèÿìè è α � èõ îáðàçóþùàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü. Ãîâîðÿò, ÷òî X0 ïðèìèòèâíî ñâÿçàíî ñ X1 , åñëè ñóùåñòâóåò

ïðèìèòèâíàÿ (x̄, ȳ) -ðåôëåêñèâíàÿ ôîðìóëà Φ(x̄, ȳ, c̄) (ñ ïàðàìåòðàìè c̄ ) òàêàÿ,

÷òî

(à) äëÿ ëþáûõ ā0 ∈ X∗0 è b̄0 ∈ X∗1 ñóùåñòâóþò òàêèå ā1 ∈ X∗0 è b̄1 ∈ X∗1 ,
÷òî â M èñòèííû Φ(ā0, b̄1, c̄) è Φ(ā1, b̄0, c̄) ;

(á) äëÿ ëþáîãî ā ∈ X∗0 ìíîæåñòâî Φ(ā,M, c̄) íå ñîäåðæèò X∗1 è b̄/α ⊆
Φ(ā,M, c̄) äëÿ ëþáîãî b̄ ∈ Φ(ā, ā, c̄) ;

(â) äëÿ ëþáîãî b̄ ∈ X∗1 ìíîæåñòâî Φ(M, b̄, c̄) íå ñîäåðæèò X∗0 è ā/α ⊆
Φ(M, b̄, c̄) äëÿ ëþáîãî ā ∈ Φ(M, b̄, c̄) .

Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ñâÿçíîé, åñëè îíà ïðèìèòèâíî íîðìàëü-

íà è ëþáûå î.ï. êîïèè ëèáî ïðèìèòèâíî ñâÿçàíû, ëèáî îáå îäíîýëåìåíòíû.

Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì K ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ñâÿçíûì,

åñëè òåîðèÿ Th(B) ïðèìèòèâíî ñâÿçíà äëÿ ëþáîé B ∈ K .

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, â êîòîðûõ îïèñàíû ìîíîèäû ñ ïðèìè-

òèâíî ñâÿçíûì êëàññîì èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä íèìè.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü S � ðåâåðñèâíûé ñïðàâà ìîíîèä. Êëàññ S -Inj ÿâëÿåòñÿ
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ïðèìèòèâíî ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè S � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä, òî êëàññ S -Inj ïðèìè-

òèâíî ñâÿçíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � àáåëåâà ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè S ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò, òî êëàññ S -Inj ïðèìè-

òèâíî ñâÿçíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � îäíîýëåìåíòíûé ìîíîèä.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè S � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä, òî êëàññ S -Inj

ïðèìèòèâíî ñâÿçíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà.

Òåîðåìà 13. Åñëè êëàññ S -Inj � ïðèìèòèâíî ñâÿçíûé êëàññ, òî ëèáî S �

ãðóïïà, ëèáî ìàêñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ ñîáñòâåííûé ïîäïîëè-

ãîí ïîëèãîíà SS íå êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

Ñëåäñòâèå 11. Åñëè S � êîíå÷íûé ìîíîèä, òî êëàññ S -Inj ïðèìèòèâíî

ñâÿçíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,

ä.ô.-ì.í., äîöåíòó Ñòåïàíîâîé Àë¼íå Àíäðååâíå çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðà-

áîòå.
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