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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè.

Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-

íîñòåéMg áûëî çàëîæåíî â ðàáîòàõ Ìàìôîðäà 1960õ ãîäîâ. Â 1965 ãîäó

âûøëà êíèãà [30], â êîòîðîé âïåðâûå áûëà îïèñàíà êîíñòðóêöèÿMg êàê

àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîé êîíñòðóêöèè áûëè ïî-

ñòðîåíû ìíîãèå äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî

ìîäóëåé ñïèíîðíûõ êðèâûõ Sg èëè ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé àáåëåâûõ, è,

áîëåå îáùî, k-äèôôåðåíöèàëîâ (ñì. [3]). Èíòåðåñ ê òàêèì ïðîñòðàíñòâàì

ïðèõîäèò èç ïîïûòîê ëó÷øå ïîíÿòü ãåîìåòðèþ ñàìèõ ïðîñòðàíñòâ ìî-

äóëåé, à òàêæå èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, â êîòî-

ðûõ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò (ñì., íàïðè-

ìåð, [12], [22], [20]).

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìî-

äóëåé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãðóïï Ïèêàðà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â êà÷åñòâå

ïðè÷èíû îòäåëüíîãî èíòåðåñà ê ýòîìó áèðàöèîíàëüíîìó èíâàðèàíòó ìîæ-

íî ïðèâåñòè çíàìåíèòóþ ðàáîòó Õàððèñà è Ìàìôîðäà [18], â êîòîðîé ïî-

êàçàíî, ÷òî êîìïàêòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéMg èìååò îá-

ùèé òèï ïðè g ≥ 24, òî åñòü êàíîíè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îáè-

ëåí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, àâòîðû ïðåäñòàâëÿþò êàíîíè÷åñêèé

êëàññ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ

íà Mg è êëàññà Õîäæà, îáèëüíîñòü êîòîðîãî èçâåñòíà. Ýòî ñòàíîâèòñÿ

âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ äèâèçîðà ñ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì

íàêëîíîì íà Mg, ïîñòðîåííîìó àâòîðàìè â ÿâíîì âèäå. Áëàãîäàðÿ ñõî-

æåé òåõíèêå ïîçæå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé íå÷åò-

íûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ Sodd

g èìååò îáùèé òèï ïðè g ≥ 12 (ñì. [15]), à

ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ Seven

g èìååò îáùèé òèï

ïðè g ≥ 9 (ñì. [14]).

Øèðîêèé èíòåðåñ ê ïðîñòðàíñòâàì ìîäóëåé ïðèâåë ê âîçíèêíîâå-

íèþ áîëüøîãî ñïåêòðà ìåòîäîâ èõ èçó÷åíèÿ, êàê àëãåáðàè÷åñêèõ, òàê

è àíàëèòè÷åñêèõ. Êàê ïðàâèëî, äëÿ âû÷èñëåíèé â ãðóïïàõ Ïèêàðà ïðî-

ñòðàíñòâ ìîäóëåé ïðèìåíÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, òàêèå, êàê òåî-

ðèÿ ïåðåñå÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [18], [1], [15]) èëè æå ôîðìóëû Ïîð-

òåóñà è Ãðîòåíäèêà�Ðèìàíà�Ðîõà. Îäíàêî, â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿ-
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òè ëåò Çîãðàô, Êîðîòêèí è ñîàâòîðû ïðåäñòàâèëè ñåðèþ ðàáîò, â êî-

òîðûõ ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïàõ Ïèêàðà âûâîäÿòñÿ èç àñèìï-

òîòèê òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà (ñì. [23], [26], [27], [25], [28]). Êëþ÷åâîé

èäååé ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå, ÷òî ìîäóëÿðíûå ñâîéñòâà òàó-

ôóíêöèè Áåðãìàíà, ïîñòðîåííîé êàê ÷àñòü ãîëîìîðôíîé ôàêòîðèçàöèè

äçåòà-ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà [22], ïîçâîëÿþò èíòåðïðåòè-

ðîâàòü åå êàê ñå÷åíèå íåêîòîðîãî åñòåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íà

ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé.

Ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â âûøåóïîìÿíóòîé ñåðèè ðàáîò, áûëè ðàíåå

íåèçâåñòíû è ïîòîìó âûçâàëè ê ñåáå èíòåðåñ ñî ñòîðîíû àëãåáðàè÷åñêèõ

ãåîìåòðîâ. Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ áûëè ïåðåäîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì

÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [16] è [6].

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþò ñîáîé ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèÿ â

âûøåîïèñàííîì íàïðàâëåíèè.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Â äàííîé ðàáîòå ðåøåíî íåñêîëüêî çà-

äà÷. Âî-ïåðâûõ, ìû ïîêàçûâàåì, êàê, èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàí-

íûå Çîãðàôîì è Êîðîòêèíûì, ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå äîêà-

çàòåëüñòâî ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ Ôàðêàøåì äëÿ êëàññîâ äèâèçîðà òýòà-

õàðàêòåðèñòèê ñ âûðîæäåííûìè íóëÿìè [15] è äèâèçîðà òýòà-íóëü â ðà-

öèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà Sg [14]. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ðàíåå íå áûëî
èçâåñòíî è ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ.

Âî-âòîðûõ, ìû ââîäèì â ðàññìîòðåíèå íîâûå äèâèçîðû íà ïðîñòðàí-

ñòâå ìîäóëåé íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ Sodd

g : äèâèçîð êàóñòèêè è äè-

âèçîð áàçîâûõ òî÷åê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü èõ ñòðóêòóðó, ìû

èññëåäóåì äâå ñåðèè ëîêóñîâ âûðîæäåíèé íàä ïðîñòðàíñòâîì Sodd

g . Ìû

îïèñûâàåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ýòèì ëîêóñàì âî âíóòðåííèõ òåð-

ìèíàõ, à òàêæå âûâîäèì íåêîòîðûå äðóãèå èõ ëîêàëüíûå ñâîéñòâà. Â

çàâåðøåíèå ìû àíîíñèðóåì ðàçëîæåíèÿ äèâèçîðîâ êàóñòèêè è áàçîâûõ

òî÷åê ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå Pic(Sodd

g )⊗Q.

Â òðåòüèõ, ìû èññëåäóåì ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â [28], èñïîëüçóÿ

àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Â ðåçóëüòàòå ìû íå òîëüêî ïðåäëàãàåì

÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñîîòíîøåíèé, íî ïîëó÷àåì íî-

âûå ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ ïðåäûäóùèå íåìåäëåííî ñëåäóþò.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ áèðàöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, äëÿ ïîëó÷åíèÿ

íîâûõ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïàõ Ïèêàðà è äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ

ãåîìåòðèè ðàçëè÷íûõ ëîêóñîâ âûðîæäåíèé. Òàêæå ìàòåðèàëû äèññåðòà-

öèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âûâîäà

ôîðìóë Ôàðêàøà ìû àíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà íà

ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ ñ íóëÿìè ÷åòíîé êðàò-

íîñòè. Òàêæå ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñå÷åíèé òýòà-

õàðàêòåðèñòèê êàê íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ îò òýòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñ ñî-

îòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêîé. Àíàëèçèðóÿ àñèìïòîòèêè ýòèõ îáúåê-

òîâ, ìû ïîëó÷àåì çàÿâëåííûå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ îïèñàíèÿ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ñõåìàì âûðîæäåíèé ìû

èñïîëüçóåì îòîáðàæåíèå Ãàóññà�Âàëÿ. Èçíà÷àëüíî ýòà èäåÿ áûëà ìîòè-

âèðîâàíà íåêîòîðûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè íåïðèâåäåííûõ êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìûõ

ñõåì âûðîæäåíèé ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ëåì-

ìû, äîêàçàííûå àâòîðîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé êîìïîíåíòîâ äèâèçîðà

óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ðàöèî-

íàëüíîé ãðóïïû Ïèêàðà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñïåêòðàëüíûõ íàêðûòèé

Õèò÷èíà ìû àíàëèçèðóåì äèñêðèìèíàíò ïðîèçâîëüíîãî ìîíè÷åñêîãî ìíî-

ãî÷ëåíà. Ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå äëÿ ýòîãî äèñêðèìèíàíòà

è, èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèå, ìû ïðåäñòàâëÿåì êàæäóþ èç ðàññìàòðèâàå-

ìûõ êîìïîíåíò êàê ëîêóñ íóëåé íåêîòîðîãî ìîðôèçìà ðàññëîåíèé. Çàòåì

ìû âû÷èñëÿåì êëàññû ýòèõ ðàññëîåíèé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ôàêòîâ

èç òåîðèè ïåðåñå÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâÿ-

çàòü äâà êëàññà Õîäæà íà âûøåóêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé, ìû ïðî-

äåëûâàåì íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ôîðìóëó Ãðîòåíäèêà�

Ðèìàíà�Ðîõà.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ îñíîâàíà

íà ñëåäóþùèõ òðåõ ðåçóëüòàòàõ:

� Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä ñîîòíîøåíèé Ôàðêàøà. Ïðè ïîìîùè àíàëè-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êëàññîâ [Υg] è [Θnull]

â Pic(Sodd

g )⊗Q è Pic(Seven

g )⊗Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå

âûâîäèòñÿ èç ñâîéñòâ òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà, âòîðîå ñîîòíîøåíèå

âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî àíàëèçà òýòà-ôóíêöèè.

� Ëîêóñû âûðîæäåíèé íà ïðîñòðàíñòâå Sodd
g . Ðàññìàòðèâàþòñÿ

ñëåäóþùèå ëîêóñû íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé íå÷åòíûõ òýòà-

õàðàêòåðèñòèê ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè:

Xi = {(C, η, p) ∈ Sodd
g,1 | h0(C, η) = 1, h0(C, η(−ip)) = 1}

Y1 = {(C, η, p, q) ∈ Sodd
g,2 | h0(C, η) = 1,

(C, η, p) ∈ X1, h0(C, η(p− q)) = 2},

Yi = {(C, η, p, q) ∈ Sodd
g,2 | h0(C, η) = 1,

(C, η, p) ∈ X1, h0(C, η(p− iq)) = 1}, i ≥ 2.

Îïèñûâàåòñÿ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ýòèì ëîêóñàì â îáùåé

òî÷êå, òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü äèàãîíàëüíûõ

êîìïîíåíò Yi ïðè i ≥ 2.

� Êëàññ óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà íà ïðîñòðàíñòâå ñïåêòðàëü-

íûõ íàêðûòèé Õèò÷èíà. Êëàññû êîìïîíåíò óíèâåðñàëüíîãî äèñ-

êðèìèíàíòà â ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà ïðîñòðàíñòâà ìîäó-

ëåé GL(n) ñïåêòðàëüíûõ íàêðûòèé Õèò÷èíà ðàñêëàäûâàþòñÿ ÷åðåç

ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóïïû Ïèêàðà. Òàêæå âûâîäèòñÿ ôîðìó-

ëà, ñâÿçûâàþùàÿ äâà êëàññà Õîäæà â ýòîé ãðóïïå Ïèêàðà.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [5], [6], [7] çà

àâòîðñòâîì ñîèñêàòåëÿ. Êàæäàÿ èç ïóáëèêàöèé íàïå÷àòàíà â æóðíàëå,

âõîäÿùåì â ñïèñîê ÂÀÊ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèñ-

ñåðòàöèè.

Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä ñîîòíîøåíèé Ôàðêàøà

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà, ìû ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå

äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé Ã. Ôàðêàøåì è À. Âåððà

(ñì. [15, Òåîðåìà 0.5]):

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé äèâèçîð íà Sodd

g :

Υg = {(C, η) ∈ Sodd
g | η = OC(2x1 + x2 + · · ·+ xg−2)}.

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â Pic(Sodd

g )⊗Q:

[Υg] = (g + 8)λ− g + 2

4
α0 − 2β0 −

[g/2]∑
j=1

2(g − j)αj −
[g/2]∑
j=1

2jβj .

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ìû ïðåäëàãàåì àíàëèòè÷åñêîå

äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé Ã. Ôàðêàøåì (ñì. [14,

Òåîðåìà 0.2]):

Òåîðåìà 2. Îïðåäåëèì äèâèçîð Θnull ⊂ S
even

g êàê

Θnull = {(C,L) ∈ Seven
g | dim H0(C,L) > 0}.

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â Pic(Seven

g )⊗Q:

[Θnull] =
1

4
λ− 1

16
α+

0 −
1

2

[g/2]∑
j=1

β+
j . (1)

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [5].

Ëîêóñû âûðîæäåíèé íà ïðîñòðàíñòâå Sodd
g

Ðåçóëüòàò ñîñòîèò â îïèñàíèè ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ íåêîòîðûõ ñõåì âûðîæ-

äåíèé â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Sodd
g , îïðåäåëÿåìûõ â òåðìèíàõ íóëåé òýòà-

õàðàêòåðèñòèê. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [7].



9

Íàïîìíèì, ÷òî Sodd
g,k îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé íå÷åòíûõ ñïè-

íîðíûõ êðèâûõ ñ k îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî i ≥ 0 îïðå-

äåëèì ëîêóñ Xi ⊂ Sodd
g,1 êàê

Xi = {(C, η, p) | h0(C, η) = 1, h0(C, η(−ip)) > 0}, (2)

ò.å. (C, η, p) ∈ Xi, åñëè η èìååò íîëü ïîðÿäêà íå ìåíåå i â îòìå÷åííîé òî÷êå

p. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå îáùåé êðèâîé h0(C, η) = 1, îæèäàåìàÿ êîðàçìåð-

íîñòü ëîêóñà Xi â Sodd
g,1 ðàâíà i. Íàïðèìåð, ëîêóñ X2 ïðîåöèðóåòñÿ íà äè-

âèçîð Υg ⊂ Sodd
g , ïàðàìåòðèçóþùèé íåïðèâåäåííûå òýòà-õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (C, η, p) ∈ X1 è h0(C, η) = 1, òîãäà h0(C, η(p)) = 2

ïî ôîðìóëå Ðèìàíà�Ðîõà, òàê, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |η + p| îäíîìåðíà.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íå èìååò áàçîâûõ òî÷åê è èìååò

òîëüêî ïðîñòûå âåòâëåíèÿ. Âòîðàÿ ñåðèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ëîêóñîâ

ïàðàìåòðèçèðóåò òî÷êè â Sodd
g,2 , â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ýòî ïîâåäåíèå |η+

p|: äëÿ ëþáîãî i > 0 ìû îïðåäåëÿåì ëîêóñ Yi ⊂ Sodd
g,2 êàê

Y1 = {(C, η, p, q) ∈ Sodd
g,2 | h0(C, η(−p)) = 1, h0(C, η(p− q)) ≥ 2},

Yi = {(C, η, p, q) ∈ Sodd
g,2 | h0(C, η(−p)) = 1, h0(C, η(p− iq)) > 0}, i ≥ 2.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ëîêóñ Yi ïàðàìåòðèçóåò òå (C, η, p, q) ∈ Sodd
g,2 ,

äëÿ êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü h0(C, η(p− iq)) áîëüøå îæèäàåìîé.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàä îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì Sodd

g , ñîîòâåò-

ñòâóþùèì (C, η) ñ h0(C, η) = 1, îïðåäåëåííûå âûøå ìíîæåñòâà Xi è Yi

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñõåì âûðîæäåíèé íåêîòîðûõ

ìîðôèçìîâ ìåæäó ðàññëîåíèÿìè; ýòî èíäóöèðóåò íà Xi, Yi åñòåñòâåííóþ

ñõåìíóþ ñòðóêòóðó. Îïèñàòü ýòè ìîðôèçìû ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü (C, η) ∈ Sodd
g òàêîâà, ÷òî h0(C, η) = 1. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé

ìîðôèçì

H0(C, η)⊗OC → Ji−1(η),

ãäå Ji−1(η) � ïó÷îê (i − 1)-äæåòîâ η. Òîãäà íàä òî÷êîé (C, η) ëîêóñ Xi

ÿâëÿåòñÿ ëîêóñîì âûðîæäåíèé äëÿ ýòîãî ìîðôèçìà. Ïîâòîðèâ ýòî ðàñ-

ñóæäåíèå äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ ìû

ïîëó÷èì îïèñàíèå Xi êàê ñõåìû âûðîæäåíèé.

Òî÷íî òàê æå, çàôèêñèðóåì îòìå÷åííóþ íå÷åòíóþ ñïèíîðíóþ êðèâóþ

(C, η, p) ∈ X1, òàêóþ, ÷òî h0(C, η(−p)) > 0, è ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëü-
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íî, ÷òî h0(C, η) = 1. Íàä òî÷êîé (C, η, p) ëîêóñ Yi ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå

âûðîæäåíèé åñòåñòâåííîãî ìîðôèçìà

H0(C, η(p))⊗OC → Ji−1(η(p)),

ãäå Ji−1(η(p)) � ïó÷îê (i−1)-äæåòîâ η(p). Ïîâòîðèâ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ

óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà îòìå÷åííûõ íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ íàä

X1 ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå Yi êàê ñõåìû âûðîæäåíèé.

Ïóñòü V � ñõåìà, à F → V � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Ìîðôèçì Ãàóññà�

Âàëÿ (ñì. [32], [13])

dΛ : Λ2H0(V,F)→ H0(V,F⊗2 ⊗ ΩV )

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dΛ(σ1 ∧ σ2) = dσ1 ⊗ σ2 − σ1 ⊗ dσ2 = d

(
σ1

σ2

)
⊗ σ2 ⊗ σ2.

Åñëè V = C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ è F = η(d1p1 + · · · + dnpn) �

òýòà-õàðàêòåðèñòèêà, ïîäêðó÷åííàÿ íà äèâèçîð d1p1 + · · · + dnpn, òîãäà

dΛ(σ1 ∧ σ2) � ýòî ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå η(d1p1 + · · · + dnpn)⊗2 ⊗ ωC . Èñ-

ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî η⊗2 ∼= ωC ïî îïðåäåëåíèþ, ìû ìîæåì èäåíòèôè-

öèðîâàòü dΛ(σ1 ∧ σ2) ñ ñå÷åíèåì ω⊗2
C (2d1p1 + · · · + 2dnpn), êîòîðîå áóäåì

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìåðîìîðôíûé êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë íà C.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèå w ïó÷êà ω⊗2
C (2d1p1 + · · ·+ 2dnpn) èìååò ïðî-

ñòûå ïîëþñà, åñëè pi 6= pj è w ïðèõîäèò èç ñå÷åíèÿ ω⊗2
C (p1 + · · ·+ pn) ïðè

åñòåñòâåííîì âëîæåíèè

ω⊗2
C (p1 + · · ·+ pn) ↪→ ω⊗2

C (2d1p1 + · · ·+ 2dnpn).

Åñëè pi 6= pj , òî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ω⊗2
C (p1 + · · · + pn) îáðàçóþò êîêà-

ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Sodd
g,n â (C, η, p1, . . . , pn). Òàêèì îáðàçîì, åñëè

dΛ(σ1 ∧ σ2) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê êî-

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê Sodd
g,n â òî÷êå (C, η, p1, . . . , pn).

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãëàäêàÿ íå÷åòíàÿ ñïèíîðíàÿ êðèâàÿ (C, η) � �õîðîøàÿ�
åñëè

|Aut(C)| = 1, h0(C, η) = 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (C, η) õîðîøàÿ. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

1. åñëè h0(C, η(−ip)) > 0, òî h0(C, η(ip)) = i+ 1,

2. åñëè h0(C, η(p− iq)) > 0 è h0(C, η(−iq)) = 0, òî h0(C, η(iq − p)) = i,

3. åñëè h0(C, η(p− q)) = 2, òî h0(C, η(p+ q)) = 3;

ýòè ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ èç ñëåäóþùåé òåîðå-

ìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (C, η) ∈ Sodd
g � õîðîøàÿ íå÷åòíàÿ ñïèíîðíàÿ êðèâàÿ

ðîäà g ≥ 3. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

1. Ïóñòü (C, η, p) ∈ Xi è ïóñòü σ0 ∈ H0(C, η(ip)) � ñå÷åíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå íåíóëåâîìó ãëîáàëüíîìó ñå÷åíèþ η(−ip). Òîãäà äèô-
ôåðåíöèàëû èç dΛ(σ0 ∧H0(C, η(ip))) èìåþò ïðîñòûå ïîëþñû è èí-
äóöèðîâàííûé ìîðôèçì

σ0 ∧H0(C, η(ip))
dΛ−−−→

(
N∗Xi/Sodd

g,1

)
C,η,p

â êîíîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Xi â òî÷êå (C, η, p) � ýòî èçîìîð-
ôèçì. Â ÷àñòíîñòè, ñõåìà Xi � ãëàäêàÿ â òî÷êå (C, η, p) è èìååò
êîðàçìåðíîñòü i â ýòîé òî÷êå.

2. Ïóñòü i ≥ 2 è ïóñòü (C, η, p, q) ∈ Yi òàêîâà, ÷òî p 6= q è
h0(C, η(−iq)) = 0. Ïóñòü σ0 ∈ H0(C, η(p+ iq)) � ñå÷åíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ãëîáàëüíîìó íåíóëåâîìó ñå÷åíèþ η(p − iq). Òîãäà äèô-
ôåðåíöèàëû èç dΛ(σ0 ∧H0(C, η(p+ iq))) èìåþò ïðîñòûå ïîëþñû è
èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì

σ0 ⊗H0(C, η(iq − p)) ↪→ σ0 ∧H0(C, η(p+ iq))
dΛ−−−→

(
N∗Yi/Sodd

g,2

)
C,η,p,q

â êîíîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Yi ïðè (C, η, p, q) � ýòî èçîìîðôèçì.
Â ÷àñòíîñòè, Yi � ãëàäêàÿ è èìååò êîðàçìåðíîñòü i â òî÷êå
(C, η, p, q).

3. Åñëè (C, η, p, q) ∈ Y1, òî äèôôåðåíöèàëû èç dΛ(Λ2H0(C, η(p + q)))
èìåþò ïðîñòûå ïîëþñû è èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì

Λ2H0(C, η(p+ q))
dΛ−−−→

(
N∗Y1/Sodd

g,2

)
C,η,p,q

â êîíîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y1 ïðè (C, η, p, q) � ýòî èçîìîðôèçì.
Â ÷àñòíîñòè, Y1 � ãëàäêàÿ è èìååò êîðàçìåðíîñòü 3 â òî÷êå
(C, η, p, q).
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Â äîïîëíåíèå ê Òåîðåìå 3 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàò-

íîñòü ñõåìû Yi âäîëü ëþáîé �äèàãîíàëüíîé� êîìïîíåíòû ðàâíà i− 1 ïðè

âñåõ i ≥ 2:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ∆g ⊂ Sodd
g,2 îáîçíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî òî÷åê

âèäà (C, η, p, p). Ïóñòü i ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî è U � êîìïîíåíòà Y red
i ,

òàêàÿ, ÷òî U ⊂ ∆g. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü Y nice
i âäîëü U

ðàâíà i− 1.

Äàëåå ìû ïðåäëàãàåì îäíî ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 3, êîòîðîå ïîñëóæèëî

ìîòèâîì äëÿ ýòîé ðàáîòû. Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèè Y1 è Y3 íà Sodd
g ÿâëÿ-

þòñÿ äèâèçîðàìè íà Sodd
g , êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ èõ ðàçìåðíîñòåé,

ïðîäåëàííûå â Òåîðåìå 3. Îáðàç Y1 ìîæíî îïèñàòü êàê

Wg = {(C, η) ∈ Sodd
g | ∃p ∈ supp(η), q ∈ C èh0(C, η(p− q)) ≥ 2}, (3)

ãäå supp(η) � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê p ∈ C, òàêèõ, ÷òî h0(C, η(−p)) > 0.

Åñëè h0(C, η) = 1, òî h0(C, η(p − q)) ≥ 2 îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

|η+p| èìååò áàçîâóþ òî÷êó. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìû íàçûâàåì Wg �äèâèçîðîì

áàçîâûõ òî÷åê�.

Îáðàç Y3 ñîâïàäàåò ñ ëîêóñîì

{(C, η) ∈ Sodd
g | ∃p ∈ supp(η), q ∈ C èh0(C, η(p− 3q)) > 0}.

Åñëè ìû ïîäñòàâèì p = q, òî ïðèâåäåííîå âûøå óñëîâèå áóäåò îïðåäåëÿòü

äèâèçîð Υg:

Υg = {(C, η) ∈ Sodd
g | ∃p ∈ supp(η) èh0(C, η(−2p)) > 0}. (4)

Â ñëó÷àå p 6= q ìû ïîëó÷àåì åùå îäèí äèâèçîð

Caug = {(C, η) ∈ Sodd
g | ∃p ∈ supp(η), q 6= p èh0(C, η(p− 3q)) > 0}. (5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè h0(C, η) = 1, òî h0(C, η(p−3q)) > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåé-

íàÿ ñèñòåìà |η+ p| èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà 2 èëè áîëüøå. Ñëåäóÿ

òåðìèíîëîãèè èç [29], ðàçâèòîé â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ

Ãóðâèöà, ìû íàçûâàåì Caug �äèâèçîðîì êàóñòèêè�.

Ïóñòü Sodd

g îáîçíà÷àåò êîìïàêòèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé

(ñì. [9]) íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êðèâûõ, è ïóñòü Υg, Wg è Caug îáîçíà÷à-

þò çàìûêàíèÿ Υg, Wg è Caug â S
odd

g ñîîòâåòñòâåííî. Êàê èçâåñòíî, Sodd

g
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ÿâëÿåòñÿ Q-ôàêòîðèàëüíûì, òàê ÷òî ìû ìîæåì ãîâîðèòü î êëàññàõ Υg,

Caug è Wg â ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà Pic(Sodd

g ) ⊗ Q ïðîñòðàíñòâà

Sodd

g . Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [17, Ñëåäñòâèå 1.3]), ÷òî ïðè g ≥ 9

ãðóïïà Pic(Sodd

g ) ⊗ Q ïîðîæäàåòñÿ íàä Q êëàññîì Õîäæà λ è êëàññàìè

ãðàíè÷íûõ äèâèçîðîâ α0, β0, α1, . . . , αg−1 (íàøè îáîçíà÷åíèÿ íåìíîãî îò-

ëè÷àþòñÿ îò èñïîëüçóåìûõ â [15]: åñëè j > g/2, òî íàø êëàññ αj ðàâåí

êëàññó βg−j , ïåðâîíà÷àëüíî ââåäåííîìó Êîðíàëáîé). Åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé êëàññîâ

Υg, Caug è Wg ÷åðåç ýòè îáðàçóþùèå. Â ñëó÷àå Υg îòâåò áûë ïîëó÷åí Ã.

Ôàðêàøåì è À. Âåððà [15, Òåîðåìà 0.5], êàê ìû óæå óïîìèíàëè âûøå.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ïîðòåóñà, ìîæíî âû÷èñëèòü êëàññû çàìûêàíèé

ñõåì âûðîæäåíèé Y1 è Y3 â ãðóïïå ×æîó S
odd

g,2 . Òåîðåìà 3 âìåñòå ñ Ïðåä-

ëîæåíèåì 1 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ãåîìåòðè÷åñêèå êðàòíîñòè çàìûêàíèé

Y1 è Y3 â S
odd

g , ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì â

Pic(Sodd

g )⊗Q äëÿ ëþáîãî g ≥ 3:

2[Wg] =
g2 + 11g − 6

2
λ− g2 + 3g − 2

8
α0 − (2g − 2)β0−

−
g−1∑
j=1

(g − j)(g + 3j − 3)αj ,

[Caug] =
9g2 + 179g − 134

2
λ− 9g2 + 59g − 50

8
α0 − (24g − 22)β0−

−
g−1∑
j=1

(g − j)(9g + 27j − 19)αj .

Äåòàëè ýòîãî âû÷èñëåíèÿ åùå íå îïóáëèêîâàíû.

Êëàññ óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà íà ïðîñòðàíñòâå

ñïåêòðàëüíûõ íàêðûòèé Õèò÷èíà

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ðàçäåëå, îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [6].

Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû Õèò÷èíà âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå ðàçìåðíîé

ðåäóêöèè ñàìîäâîéñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëñà, ñì. [19], [20], [2]. Ãà-

ìèëüòîíèàíû ñèñòåìû Õèò÷èíà çàêîäèðîâàíû â òàê íàçûâàåìîì ñïåê-

òðàëüíîì íàêðûòèè Σ̂ (ñì. [10], [11]), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-

ëèñòíîå íàêðûòèå (ãëàäêîé èëè, áîëåå îáùî, ñòàáèëüíîé) êîìïëåêñíîé
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ïðîåêòèâíîé êðèâîé Σ, îïðåäåëÿåìîé êàê ïîäìíîãîîáðàçèå T ∗Σ:

Σ̂ = {(x, v) ∈ T ∗Σ | P (v, x) = 0}, (6)

ãäå

P (v, x) = vn + q1(x)vn−1 + · · ·+ qn(x), (7)

qj � ýòî j-äèôôåðåíöèàë íà Σ (ò.å. ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå K⊗jΣ ). Â òåð-

ìèíàõ ðàáîòû [10] óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå Σ̂, çàäàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì ìíîãî÷ëåíîì P (v, x) = det(Φ(x)− vI) òàê íàçûâàåìîãî ïîëÿ Õèããñà

Φ íà Σ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé PM
(n)

g ñïåêòðàëüíûõ íà-

êðûòèé Õèò÷èíà â ñëó÷àå GL(n,C) ñèñòåì Õèò÷èíà, â êîòîðîì âñå äèô-

ôåðåíöèàëû qj ñ÷èòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Òî÷êà èç PM
(n)

g ïàðàìåòðèçó-

åò ïàðó (Σ, [P ]), ãäå Σ � ýòî êðèâàÿ ðîäà g, à P � ìíîãî÷ëåí âèäà (7),

ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó ξ,

çàäàííîãî ïðàâèëîì (ξ ·P )(v, x) = ξnP (ξ−1v, x). Êàê ïðîñòðàíñòâî PM
(n)

g

� ýòî ðàññëîåíèå íàä êîìïàêòèôèêàöèåé Äåëèíÿ�Ìàìôîðäà Mg ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ðîäà g. Ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ èçîìîðôíû

âçâåøåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n = 1, òî PM
(n)

g ñîâïàäàåò ñ òîòàëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ïðîåêòèâèçèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ Õîäæà íàä Mg, êîòîðîå

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé àáåëåâûõ

äèôôåðåíöèàëîâ (ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé

êîíñòàíòû) íà ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ ðîäà g. À. Êîêîòîâ è Ä.

Êîðîòêèí [22] ïîñòðîèëè òàó-ôóíêöèþ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé,

íàçâàííóþ òàó-ôóíêöèåé Áåðãìàíà. Â äàëüíåéøåì êîíñòðóêöèÿ òàó-

ôóíêöèè Áåðãìàíà áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé n-

äèôôåðåíöèàëîâ (ñì.[27] äëÿ n = 2 è [25] äëÿ n > 2). Ýòî îáîáùåíèå

ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà

PM
(n)

g äëÿ ëþáîãî n [28] ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ ïðîîáðàçà òàó-ôóíêöèè

Áåðãìàíà íà PM
(n)

g ïðè äèñêðèìèíàíòíîì îòîáðàæåíèè; à èìåííî, èññëå-

äîâàíèå ñâîéñòâ òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà íà PM
(n)

g ïîçâîëèëî âûðàçèòü

êëàññ ïîëíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî ëîêóñà â ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà

PM
(n)

g ÷åðåç íàáîð ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ (ñì. Òåîðåìó 4). Èñïîëü-

çóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìû óòî÷íÿåì ýòîò
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ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü Σ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g, à P � ìíîãî÷ëåí âèäà (7). Òîãäà

äèñêðèìèíàíò W (x) = Discr(P (·, x)) ÿâëÿåòñÿ n(n − 1)-äèôôåðåíöèàëîì

íà Σ, à äèâèçîð W ðàâåí äèâèçîðó âåòâëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî íàêðûòèÿ

Σ̂ → Σ, àññîöèèðîâàííîãî ñ P . Ïðè îáùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ âñå íó-

ëè W îêàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî Σ̂ ãëàäêàÿ, à íàêðûòèå

Σ̂ → Σ èìååò ëèøü ïðîñòûå âåòâëåíèÿ. Êîãäà äâà íóëÿ W ñêëåèâàþòñÿ,

ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ Σ̂ → Σ èçìåíÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþ-

ùèõ òðåõ ñïîñîáîâ (ìû ñëåäóåì òåðìèíîëîãèè [28] â ýòîì îïèñàíèè):

1) Íîäàëüíàÿ îñîáåííîñòü (íîðìàëüíîå ñàìîïåðåñå÷åíèå Σ̂) âîçíèêàåò

â òî÷êå âåòâëåíèÿ Σ̂ → Σ íàä äâîéíûì íóëåì W . Ëîêóñ, ïàðàìåòðèçóþ-

ùèé òàêèå íàêðûòèÿ, ìû íàçûâàåì �ãðàíè÷íûì ëîêóñîì� .

2) Äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ Σ̂ → Σ âîçíèêàþò â ïðîîáðàçå

äâîéíîãî íóëÿ W . Ìû íàçûâàåì ëîêóñ òàêèõ íàêðûòèé �ñòðàòîì Ìàêñ-

âåëëà� .

3) Äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ Σ̂ → Σ ñêëåèâàþòñÿ, îáðàçóÿ òî÷êó âåòâëå-

íèÿ ïîðÿäêà 3 íàä íóëåì W êðàòíîñòè äâà. Ìû íàçûâàåì ëîêóñ òàêèõ

íàêðûòèé �êàóñòèêîé� .

Ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ �ñòðàò Ìàêñâåëëà� è �êàóñòèêà� â ñî-

îòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé, òðàäèöèîííîé äëÿ øêîëû Â. Àðíîëüäà, ñì.,

íàïðèìåð, [29].

Ñîîòâåòñòâèå P 7→ Discr(P ) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå PM
(n)

g â ïðî-

ñòðàíñòâî ìîäóëåé ïàð (Σ,W ), ãäå W � n(n − 1)-äèôôåðåíöèàë íà Σ,

ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó.

Ïóñòü PDW îáîçíà÷àåò ïðîîáðàç äèâèçîðà, ñîñòîÿùåãî èç òåõ W , ó êî-

òîðûõ åñòü õîòÿ áû îäèí êðàòíûé íîëü. Íîñèòåëü PDW ñîñòîèò èç îáú-

åäèíåíèÿ òðåõ êîìïîíåíò PD
(b)

W ∪ PD
(m)

W ∪ PD(c)

W â ñîîòâåòñòâèè ñ òðå-

ìÿ âîçìîæíîñòÿìè, îïèñàííûìè âûøå. Ìû íàçûâàåì äèâèçîð PDW ïîë-

íûì äèñêðèìèíàíòíûì ëîêóñîì. Êëàññ äèâèçîðà PDW â ðàöèîíàëüíîé

ãðóïïå Ïèêàðà PM
(n)

g íàçûâàåòñÿ êëàññîì óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàí-

òà Õèò÷èíà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [28, Òåîðåìà 3.2]:

Òåîðåìà 4. Äèâèçîð PDW óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

PDW = PD
(b)

W + 2PD
(m)

W + 3PD
(c)

W ,

à êëàññ PDW â Pic(PM
(n)

g )⊗Q âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îáðàçó-
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þùèå Pic(PM
(n)

g )⊗Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[PDW ] = n(n− 1)
(

(n2 − n+ 1)(12λ− δ)− 2(g − 1)(2n2 − 2n+ 1)φ
)
.

Çäåñü δ =
∑[g/2]
j=0 δj � ýòî ïðîîáðàç êëàññà ãðàíèöû Äåëèíÿ�Ìàìôîðäà

Mg, êëàññ φ � ýòî òàâòîëîãè÷åñêèé êëàññ, ñâÿçàííûé ñ åñòåñòâåííûì äåé-

ñòâèåì C∗ íà M
(n)

g , à λ � ýòî ïðîîáðàç êëàññà Õîäæà ñ Mg. Íàïîìíèì,

÷òî åñëè ν :Mg,1 →Mg � óíèâåðñàëüíàÿ êðèâàÿ, òî êëàññ Õîäæà îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê c1(ν∗ων), ãäå ων � îòíîñèòåëüíûé äóàëèçèðóþùèé ïó÷îê.

Ìû îáîáùàåì ýòîò ðåçóëüòàò, âûðàæàÿ êëàññ êàæäîé èç òðåõ êîì-

ïîíåíò ïîëíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî äèâèçîðà ÷åðåç íàáîð îáðàçóþùèõ

Pic(PM
(n)

g )⊗Q:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ≥ 3 è g ≥ 1. Â Pic(PM
(n)

g ) ⊗ Q èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[PD
(b)

W ] = n(n− 1)
(

(n+ 1)(12λ− δ)− 2(g − 1)(2n+ 1)φ
)
,

[PD
(m)

W ] =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2

(
12λ− δ − 4(g − 1)φ

)
,

[PD
(c)

W ] = n(n− 1)(n− 2)
(

12λ− δ − 4(g − 1)φ
)
.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ðåçóëüòàòà ìû âûâîäèì ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþ-

ùåå äâà êëàññà Õîäæà íà PM
(n)

g . Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ñòåïåíü íà-

êðûòèÿ Σ̂→ Σ ðàâíà n, à ñòåïåíü äèâèçîðà âåòâëåíèÿ ðàâíà deg div(W ) =

2n(n−1)(g−1), ðîä Σ̂ ðàâåí ĝ = g(Σ̂) = n2(g−1)+1. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ

åñòü äâà ìîðôèçìà PM
(n)

g → Mg è PM
(n)

g → Mĝ, ãäå ïåðâûé ìîðôèçì

ñîïîñòàâëÿåò (Σ, [P ]) ìîäóëè êðèâîé Σ, à âòîðîé ñîïîñòàâëÿåò (Σ, [P ]) ìî-

äóëè Σ̂. Ïîäíèìàÿ êëàññ Õîäæà âäîëü âòîðîãî ìîðôèçìà, ìû ïîëó÷àåì

âòîðîé êëàññ Õîäæà λ̂ íà PM
(n)

g .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ≥ 3 è g ≥ 1. Â Pic(PM
(n)

g ) ⊗ Q âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

λ̂ = n(2n2 − 1)λ− n(n− 1)(4n+ 1)(g − 1)

6
φ− n(n2 − 1)

6
δ.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì åùå ðàç îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-

òàöèè, è êðàòêî îáñóäèì âîçìîæíûå ïóòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä ñîîòíîøåíèé Ôàðêàøà. Â êà÷åñòâå ïåð-

âîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðåäñòàâëåí àíàëèòè÷åñêèé âûâîä ñîîòíîøå-

íèé äëÿ êëàññîâ [Υg] è [Θnull] â Pic(Sodd

g ) ⊗ Q è Pic(Seven

g ) ⊗ Q ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíî-

ãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè òýòà-ôóíêöèé, ïåðâîå æå ñîîòíîøåíèå âûâîäèò-

ñÿ èç ñâîéñòâ òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà. Èäåÿ èñïîëüçîâàòü òàó-ôóíêöèþ

äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé â ãðóïïàõ Ïèêàðà ïðèíàäëåæèò Çîãðàôó è Êî-

ðîòêèíó; ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ìåòîäà áûëî ïîëó÷åíî íåìàëî ðàçëè÷-

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Çàìåòèì, ÷òî òàó-ôóíêöèÿ Áåðãìàíà ñòðîèòñÿ àíàëè-

òè÷åñêè, êàê ðåøåíèå íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, õîòÿ

ñå÷åíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç òàó-ôóíêöèè, àëãåáðàè÷åñêîå. Âîçíèêà-

åò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, íåëüçÿ ëè íàéòè àëüòåðíàòèâíîå àëãåáðàè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà. Ýòî, ñðåäè ïðî÷åãî, ìîòèâèðóåò èçó-

÷àòü òàó-ôóíêöèþ Áåðãìàíà êàê ñå÷åíèå äåòåðìèíàíòíîãî ðàññëîåíèÿ

� âîçìîæíî, òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ôîðìàëèçì [21]. Êàê

ìèíèìóì, àâòîð óâåðåí, ÷òî èíòåðïðåòàöèè òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà, êàê

ñå÷åíèÿ äåòåðìèíàíòíîãî ðàññëîåíèÿ Ñåãàëà�Âèëñîíà, ìîæíî ïðèäàòü

ñòðîãèé ñìûñë, åñëè ïðàâèëüíî ïåðåäåëàòü àðãóìåíòàöèþ Ïàëìåðà [31].

Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîìó â ÷àñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ýâðèñòèêè, ïðåäñòàâëåí-

íûå àâòîðîì, íåêîòîðûé àíàëîã êîòîðûõ ðàáîòàåò äëÿ èçîìîíîäðîìíîé

òàó-ôóíêöèè.

Ëîêóñû âûðîæäåíèé íà ïðîñòðàíñòâå Sodd
g . Êàê óæå óïîìèíàëîñü,

îïèñàíèå ëîêàëüíîé ãåîìåòðèè ëîêóñîâ Xi è Yi ìîòèâèðîâàíî èçó÷åíèåì

äèâèçîðîâ êàóñòèêè è áàçîâûõ òî÷åê. Îòìåòèì, ÷òî ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷-

êè çðåíèÿ ëîêóñû Xi è Yi, i ≥ 2, ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ñòðàòàì â ïðî-

ñòðàíñòâàõ ìîäóëåé ãîëîìîðôíûõ è ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ ñîîò-

âåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ, ââåäåííûõ â îñíîâíîì òåêñòå äèññåðòàöèè, ëîêóñ

Xi ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì îáðàçà Hodd
g (2i, 2, . . . , 2)→ Sodd

g , à ëîêóñ Yi �

ñ çàìûêàíèåì îáðàçà Hodd
g (2(i− 1), 2 . . . , 2)∪Hodd

g (−2, 2i, 2, . . . , 2)→ Sodd
g .
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Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ, íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî äèâèçîð êàóñòèêè íåïðè-

âîäèì � äåéñòâèòåëüíî, âñå óïîìÿíóòûå âûøå ñòðàòû ñâÿçíû, êàê ìû

çíàåì áëàãîäàðÿ ðàáîòàì [8], [24], òàê ÷òî íåïðèâîäèìîñòü ñëåäóåò èç

Òåîðåìû 3. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìû íå ìîæåì íè÷åãî ñêàçàòü ïðî äèâèçîð

áàçîâûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó Y1 íå èìååò òàêîé èíòåðïðåòàöèè, êàê âûøå.

Îäíàêî, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî åãî íåïðèâîäèìîñòü òîæå ìîæíî äîêàçàòü,

èñïîëüçóÿ òåîðèþ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé è ÿâíîå îïèñàíèå êîíîðìàëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííîå àâòîðîì.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î êîðàçìåðíîñòÿõ ëîêóñîâ Srg âñå åùå îñòà-
åòñÿ îòêðûòûì.

Êëàññ óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà íà ïðîñòðàíñòâå ñïåê-

òðàëüíûõ íàêðûòèé Õèò÷èíà. Íàêîíåö, ìû âûâîäèì ñîîòíîøåíèÿ

â ðàöèîíàëüíîé ãðóïïå Ïèêàðà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñïåêòðàëüíûõ íà-

êðûòèé Õèò÷èíà äëÿ êîìïîíåíò óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Ýòî äå-

ëàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè; äî ýòîãî ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëíîãî

êëàññà óíèâåðñàëüíîãî äèâèçîðà áûëî ïîëó÷åíî Çîãðàôîì è Êîðîòêè-

íûì [28] ñ ïîìîùüþ òàó-ôóíêöèè Áåðãìàíà. Îòìåòèì, ÷òî âñå âûøå-

óïîìÿíóòûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû â ñëó÷àå GL(n) ñïåêòðàëüíûõ íàêðû-

òèé. Òàêæå, ðåçóëüòàòû Êîðîòêèíà è Çîãðàôà áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé

Sp(2n) â ðàáîòå [4]; ìû íå ñîìíåâàåìñÿ, ÷òî è ðåçóëüòàòû ñîèñêàòåëÿ òîæå

ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà ýòîò ñëó÷àé. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äàëü-

íåéøåå îáîáùåíèå ýòèõ ôîðìóë íà ñëó÷àé äðóãèõ ëèíåéíûõ ãðóïï. Îò-

ìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå äàæå ñàìà êëàññèôèêàöèÿ êîìïîíåíò

êëàññà óíèâåðñàëüíîãî äèñêðèìèíàíòà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ.
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