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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы. 

В различных приложениях возникают задачи, описываемые уравнениями в 

частных производных на графах (сетях, деревьях). В качестве примера можно 

указать глобальные модели дыхательной и кровеносной систем человека, ин-

тенсивного уличного движения в мегаполисе, динамики стержневых конструк-

ций и каркасных сооружений, переходных процессов в электроэнергетических 

системах, интенсивных информационных потоков в компьютерных и телеком-

муникационных сетях, распространения мелкодисперсных примесей в вентиля-

ционных сетях и др. 

Сетевые вычислительные модели (уравнения в частных производных) на 

графах используют различные численные методы и оригинальные математиче-

ские алгоритмы, в том числе алгоритм построения систем уравнений в узлах 

графа. Особенность этих алгоритмов заключается в том, что они должны обес-

печивать непрерывную связь моделируемых величин вдоль всего графа, путем 

задания корректных граничных условий для всех его ветвей входящих и выхо-

дящих в каждый из его узлов.  

Проблема задания корректных граничных условий при численном модели-

ровании гиперболических систем уравнений возникла довольно давно, практи-

чески одновременно с появлением первых ЭВМ и численных методов. С тех 

пор много что изменилось: на порядки выросло быстродействие вычислитель-

ных систем, появились весьма сложные и высокоточные методы численного 

расчета и вычислительные пакеты их использующие, но проблема корректного 

задания граничных условий никуда не ушла. И дело здесь не в том, что её в 

принципе невозможно решить, а в том, что каждый раз её приходиться решать 

снова, как только возникает новая постановка задачи или усложняется исполь-

зованная ранее. 

Именно эта проблема является первостепенной в данной работе. Принци-

пиальная новизна заключается в том, что нам приходится её решать в узле гра-

фа. В типичный узел входит и выходит из него несколько ветвей, вдоль каждой 

из которых используется своя одномерная система уравнений. При этом сам 

узел, как правило, имеет сложную структуру со своей собственной двумерной 

или трехмерной системой уравнений, заданной внутри него. Поэтому задача 

корректного сопряжения граничных условий для одномерных и многомерных 

систем уравнений внутри и снаружи узла выходит на первый план. 

Задача корректного сопряжения граничных условий для систем уравнений 

различной размерности весьма интересна и перспективна для вычислительной 

науки. В первую очередь потому, что понижение размерности моделируемой 

задачи приводит к уменьшению вычислительных операций и упрощению чис-

ленных алгоритмов, используемых при её решении. Это, в свою очередь, по-

вышает их надежность. И не стоит надеяться, что повышение производительно-

сти ЭВМ автоматически решит эти проблемы, поскольку вместе с ростом коли-
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чества операций, производимых в единицу времени, возрастает и сложность 

решаемых задач. 

Хорошей аналогией для сравнения здесь может быть использование адап-

тивных иерархических сеток в численном моделировании. Это научное направ-

ление давно и плодотворно развивается, и рост производительности ЭВМ не 

уменьшает его актуальности. 

С этой точки зрения использование разной размерности задачи в различ-

ных частях одной области интегрирования, по своей сути близко к идее исполь-

зования адаптивных сеток и является в некотором смысле дальнейшим её раз-

витием. Но для ее реализации необходимо научится корректно решать задачу 

сопряжения граничных условий для систем уравнений различной размерности. 

Именно этой цели и посвящена настоящая работа. 

Цели и задачи диссертационной работы 

Разработать вычислительную модель решения краевых задач для нелиней-

ных уравнений в частных производных гиперболического типа на графах (се-

тях, деревьях). 

Для нелинейных уравнений в частных производных гиперболического ти-

па разработать алгоритм построения монотонных при произвольном виде ис-

комого решения схем высокого порядка аппроксимации на основе их анализа в 

пространстве неопределённых коэффициентов. 

С использованием разработанной вычислительной модели в рамках обще-

го подхода решить три различные по своей физической постановке сетевые за-

дачи: 

− моделирование дорожного движения (трафика) в городских транспортных 

сетях; 

− моделирование интенсивных потоков данных в компьютерных сетях; 

− моделирование распространения газовых примесей в вентиляционных се-

тях зданий и сооружений. 

Провести вычислительные эксперименты по решению трех указанных за-

дач на основе разработанных программных комплексов. 

Научная новизна работы 

Построена оригинальная вычислительная модель решения краевых задач 

для нелинейных уравнений в частных производных гиперболического типа на 

графах (сетях, деревьях). В качестве исследуемых приложений для применения 

данной модели были выбраны три различные по своей физической постановке 

задачи. 

Первая - моделирование дорожного движения (трафика) в городской 

транспортной сети. При решении данной задачи использовался макроскопиче-

ский подход, в котором транспортный поток описывается нелинейной системой 

гиперболических уравнений второго порядка. Проведенные расчеты и полу-

ченные результаты показали, что разработанная в рамках предложенного под-

хода оригинальная модель хорошо воспроизводит реальную ситуацию на раз-
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личных участках городских транспортных сетей, а также может быть использо-

вана для выбора оптимальной стратегии организации движения трафика в го-

роде.  

Вторая - моделирование интенсивных потоков данных в компьютерных 

сетях. В этой задаче потоки данных различных соединений в пакетной сети пе-

редачи данных моделировались в виде несмешивающихся потоков сплошной 

среды. Предложены новые концептуальная и математическая модели сети. 

Проведено численное моделирование в сравнении с системой имитационного 

моделирования сети NS-2 [http://www.isi.edu/nsnam/ns]. 

Третья - моделирование распространения газовых примесей в вентиляци-

онных сетях. Была разработана оригинальная вычислительная математическая 

модель распространения мелкодисперсных или газовых примесей в вентиляци-

онных сетях c использованием уравнений газовой динамики путем численного 

сопряжения областей разной размерности. Использование алгоритма сопряже-

ния областей разной размерности является ключевым элементом разработанной 

модели, поскольку его использование уменьшает математическую сложность и 

одновременно повышает её вычислительную эффективность. Проведенные 

расчеты показали, что модель с хорошей точностью позволяет определять рас-

пределение газодинамических параметров в трубопроводной сети и решать за-

дачи динамического управления вентиляцией. 

Для численного решения нелинейных уравнений в частных производных 

гиперболического типа, используемых в разработанной вычислительной моде-

ли, был реализован оригинальный алгоритм построения монотонных (при про-

извольном виде искомого решения) схем высокого порядка аппроксимации на 

основе их анализа в пространстве неопределённых коэффициентов. 

Теоретическая и практическая значимость работы 

В настоящей работе построена вычислительная модель решения краевых 

задач для нелинейных уравнений в частных производных гиперболического ти-

па на графах (сетях, деревьях). В качестве практических приложений были вы-

браны три различные по физической постановке задачи, решаемые в рамках 

общего подхода сетевых вычислительных моделей.  

Первая — это моделирование движения трафика в городской транспортной 

сети. Проведенные расчеты и полученные результаты показали, что разрабо-

танная в рамках предложенного подхода модель хорошо воспроизводит реаль-

ную ситуацию на различных участках транспортной сети Москвы на значи-

тельных временных интервалах, а также может быть использована для выбора 

оптимальной стратегии организации дорожного движения в городе. 

Вторая — моделирование интенсивных потоков данных в компьютерных 

сетях. Проведено численное моделирование сложных конфигураций компью-

терных сетей в сравнении с системой имитационного моделирования сети NS-2. 

Полученные результаты показали, что в сравнении с пакетной моделью NS-2, 

разработанная нами потоковая модель демонстрирует значительную экономию 

вычислительных ресурсов, обеспечивая при этом хорошую степень подобия. 
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Позволяет моделировать поведение сложных глобально распределенных IP – 

сетей передачи данных.  

Третья — моделирование распространения газовых примесей в вентиляци-

онных сетях. Были выполнены расчеты нестационарных процессов вентиляции 

в модельной сети выработок угольной шахты. В частности, был проведен рас-

чет проветривания тупиковой выработки вентилятором местного проветрива-

ния. 

Проведенные расчеты показали, что модель с хорошей точностью позволя-

ет определять распределение концентрации примесей метана в шахтенной сети 

выработок и решать задачи динамического управления вентиляцией.  

Методология и методы исследования  

В диссертации в качестве основного метода исследования нелинейных 

волновых процессов на графах использовался вычислительный эксперимент на 

базе численных методов, разработанных для нелинейных уравнений и систем 

гиперболического типа. При разработке численных методов использовался 

универсальный робастный алгоритм построения монотонных (при произволь-

ном виде искомого решения) схем высокого порядка аппроксимации на основе 

их анализа в пространстве неопределённых коэффициентов. В качестве матема-

тической модели использовалась оригинальная вычислительная модель, осно-

ванная на решении краевых задач для нелинейных уравнений в частных произ-

водных гиперболического типа на графах. Для программной реализации ис-

пользовался язык программирования С. 

Основные результаты работы, выносимые на защиту 

1. Разработана оригинальная вычислительная модель решения краевых задач 

для нелинейных уравнений в частных производных гиперболического типа 

на графах (сетях, деревьях). 

2. Для нелинейных уравнений в частных производных гиперболического ти-

па разработан универсальный робастный алгоритм построения монотон-

ных при произвольном виде искомого решения схем высокого порядка ап-

проксимации на основе их анализа в пространстве неопределённых коэф-

фициентов. 

3. С использованием разработанной вычислительной модели в рамках пред-

лагаемого подхода получено численное решение трех различных по своей 

физической постановке сетевых задач: 

3.1 Моделирование дорожного движения (трафика) в городских транс-

портных сетях; 

3.2 Моделирование интенсивных потоков данных в компьютерных сетях; 

3.3 Моделирование распространения газовых примесей в вентиляцион-

ных сетях зданий и сооружений. 
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4. Проведены сложные вычислительные эксперименты по решению трех ука-

занных задач на основе разработанных программных комплексов. 

Достоверность полученных результатов 

Достоверность результатов диссертации и выносимых на защиту положе-

ний обеспечивается следующим. При разработке математических моделей и 

методов автор применяет обоснованные теоретические выводы и строгий мате-

матический аппарат. Выполнен ряд верификационных расчётов, произведено 

сравнение с экспериментом. 

Разработанные в диссертационной работе методы исследования нелиней-

ных волновых процессов на графах проходили тщательную верификацию на 

каждом этапе их разработки. Верификация проводилась путем сопоставления 

результатов расчетов с известными аналитическими и эталонными решениями 

тестовых задач, с расчетами других авторов, а также с экспериментальными 

данными.  

Апробация работы 

Результаты работы представлены в рецензируемых научных изданиях, 

входящих в перечень ВАК РФ и в том числе международные системы научного 

цитирования WOS и Scopus, а также доложены на 37 международных и россий-

ских научных конференциях. Получено 4 свидетельства о государственной ре-

гистрации программ для ЭВМ. 

Публикации автора по теме работы 

По теме диссертации опубликована 31 работа [1-31] в печатных изданиях, 

рекомендованных ВАК для опубликования научных результатов докторских 

диссертаций, включая в том числе 17 журнальных публикаций, входящих в ре-

феративные базы Scopus и Web of Science. 

Автор выражает искреннюю благодарность всем соавторам и коллегам за 

сотрудничество. 

Структура и объем работы 

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения и списка литера-

туры. Объем составляет 242 машинописных страниц, текст содержит 95 рисун-

ков и 2 таблицы. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Глава 1.Equation Chapter (Next) Section 1 

В первой главе сформулирован общий математический подход к модели-

рованию задач, описываемых уравнениями в частных производных на графах 

(сетях, деревьях). Для исследования данных проблем была построена обобщен-

ная вычислительная математическая модель решения соответствующих крае-

вых задач для нелинейных уравнений в частных производных гиперболическо-

го типа. 
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Пусть на каждом ребре k направленного графа (сети, дерева) необходимо 

найти решение одномерной системы уравнений гиперболического типа  

 𝑣𝑡 + 𝐴𝑣𝑥𝑘 = 𝑓𝑘 ,   𝑡 ≥ 0,   0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑋𝑘 ,   𝑘 = 1, . . . , 𝐾.  (1.1) 

Здесь 𝑣 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝐼} вектор искомых параметров, 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗},   𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝐼, 

матрица, которая может быть разной на каждой из ветвей, I - размерность си-

стемы уравнений (1.1), K - число ветвей (ребер) графа. Эта система может быть 

линейной или нелинейной, дивергентной или нет, иметь ненулевую правую 

часть 𝑓𝑘  и т.д., что не принципиально для последующего изложения. 

Из предположения о гиперболичности (1.1) следует, что матрица 𝐴 имеет 

только действительные собственные значения (возможно и кратные) 𝛬 =
{𝜆𝑖},  𝑖 = 1, . . . , 𝐼. Они определяются как корни уравнения 

 𝑃𝐼(𝜆) = 𝐷𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 (1.2) 

(E - единичная матрица) и существует базис 

 𝛺 = {𝜔𝑖},   𝐷𝑒𝑡𝛺 ≠ 0 (1.3) 

из левых собственных векторов 𝜔𝑖 ,  𝑖 = 1, . . . , 𝐼 (являющихся строками матрицы 

𝛺), для каждого 𝜆𝑖 с точностью до длины определяемых из однородных систем 

линейных уравнений 

 𝜔𝑖(𝐴 − 𝜆𝑖𝐸) = 0,   𝑖 = 1, . . . , 𝐼. (1.4) 

Тогда 𝐴 ≡ 𝛺−1𝛬𝛺, (где 𝛺−1 обратная к 𝛺 матрица) и систему (1.1) можно 

привести к эквивалентному виду 

 𝛺𝑣𝑡 + 𝛺𝐴𝑣𝑥𝑘 = 𝛺𝑣𝑡 + 𝛬𝛺𝑣𝑥𝑘 = 0 (1.5) 

(взяв I соответствующих линейных комбинаций исходных уравнений (1.1)). 

Каждое из условий совместности (1.5) 

 𝜔𝑖
𝑇 𝑑𝑣

𝑑𝑡𝑖
= 𝜔𝑖

𝑇 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑘
) = 0,    𝑖 = 1, . . . , 𝐼  (1.6) 

является по сути обыкновенным дифференциальным уравнением вдоль i -й ха-

рактеристики системы (1.1). 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖 ,   𝑖 = 1, . . . , 𝐼. (1.7) 

Такая характеристическая форма уравнений (1.1) (или ее модификации с 

использованием инвариантов Римана, если удается найти соответствующее 

точное решение (1.6)), часто используется для построения эффективных раз-

ностных схем для решения (1.1). В граничных точках она необходима для за-

мыкания краевых условий. 

Как известно, корректная постановка задачи для (1.1) заключается в зада-

нии начальных условий 

 𝑣(0, 𝑥𝑘) = 𝑣
0(𝑥𝑘),   𝑘 = 1, . . . , 𝐾  (1.8) 

и граничных условий при 𝑥𝑘 = 0 и 𝑥𝑘 = 𝑋𝑘 в узлах графа 𝑙 = 1, . . . , 𝐿, 𝐿 +
1, . . . , 𝐿 + 𝐿∘, 𝐿 + 𝐿∘ + 1, . . . , 𝐿 + 𝐿∘ + 𝐿•. Здесь L число внутренних узлов графа (с 

которыми связано более одной ветви), 𝐿∘ - число узлов - входов графа (из кото-

рых исходит только одна ветвь графа), 𝐿• - число узлов - выходов графа (в ко-

торые входит только одна ветвь графа). 
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На свободных концах ветвей (ребер) графа (в узлах 𝑙 = 𝐿 + 1, . . . , 𝐿 +
𝐿∘ - входах графа, для которых 𝑥𝑘 = 0 и в узлах 𝑙 = 𝐿 + 𝐿∘ + 1, . . . , 𝐿 + 𝐿∘ +
𝐿• - выходах графа для которых 𝑥𝑘 = 𝑋𝑘) постановка краевых условий ничем не 

отличается от обычной постановки краевых условий одномерной гиперболиче-

ской системы, а именно, в каждый момент времени число граничных условий 

(𝑟𝑘
∘ - для входов, 𝑟𝑘

•- для выходов) должно быть равно числу уходящих за об-

ласть интегрирования характеристик (1.7) и вместе с условиями совместности 

(1.6) вдоль идущих внутрь области интегрирования характеристик. В каждый 

момент времени они должны составлять линейно-независимую дифференци-

ально-алгебраическую систему. Например, для входов: 

 𝜑𝑘𝑖
∘ (𝑡, 𝑣(𝑡, 0)) = 0,   𝑖 = 1, . . . , 𝑟𝑘

∘ (1.9) 

для выходов: 

 𝜑𝑘𝑖
• (𝑡, 𝑣(𝑡, 𝑋𝑘)) = 0,   𝑖 = 𝐼 − 𝑟𝑘

• + 1, . . . , 𝐼. (1.10) 

Тогда при расчете таких граничных точек можно использовать 𝑟𝑘
∘ гранич-

ных условий (1.9) или 𝑟𝑘
• условий (1.10) вместе с 𝐼 − 𝑟∘ (для 𝑖 = 𝑟𝑘

∘ + 1, . . . , 𝐼) 
или 𝐼 − 𝑟𝑘

• (для 𝑖 = 1, . . . , 𝐼 − 𝑟𝑘
•) условий совместности (1.6). Матрицы: 

 𝛺∘ =

(

 
 
 

𝜔1
∘

⋮
𝜔𝑟𝑘

∘
∘

𝜔𝑟𝑘
∘+1

⋮
𝜔𝐼 )

 
 
 

,   𝛺• =

(

 
 
 
 

𝜔1
:
𝜔𝐼−𝑟𝑘

•

𝜔𝐼−𝑟𝑘
•+1

•

:
𝜔𝐼
• )

 
 
 
 

 (1.11) 

(соответственно для входов и выходов) должны быть неособенными: 𝐷𝑒𝑡𝛺∘ ≠
0, 𝐷𝑒𝑡𝛺• ≠ 0. Здесь 𝜔𝑖 − левые собственные векторы матрицы A из (1.4), век-

торы 𝜔𝑖
∘, 𝜔𝑖

• получаем, дифференцируя (1.9) и (1.10): 

𝑑𝜑𝑘𝑖
∘

𝑑𝑡
=

𝜕𝜑𝑘𝑖
∘

𝜕𝑡
+ ∑

𝜕𝜑𝑘𝑖
∘

𝜕𝑣𝑗

𝑑𝑣𝑗

𝑑𝑡

𝐼
𝑗=1 =

𝜕𝜑𝑘𝑖
∘

𝜕𝑡
+ 𝜔𝑖

∘ 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 0, 𝜔𝑖

∘ = {
𝜕𝜑𝑘𝑖

∘

𝜕𝑣1
, . . . ,

𝜕𝜑𝑘𝑖
∘

𝜕𝑣𝐼
},  

𝑑𝜑𝑘𝑖
∘

𝑑𝑡
=

𝜕𝜑𝑘𝑖
•

𝜕𝑡
+ ∑

𝜕𝜑𝑘𝑖
•

𝜕𝑣𝑗

𝑑𝑣𝑗

𝑑𝑡

𝐼
𝑗=1 =

𝜕𝜑𝑘𝑖
•

𝜕𝑡
+ 𝜔𝑖

• 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 0, 𝜔𝑖

• = {
𝜕𝜑𝑘𝑖

•

𝜕𝑣1
, . . . ,

𝜕𝜑𝑘𝑖
•

𝜕𝑣𝐼
}.  

В точках ветвления графа 𝑙 = 1, . . . , 𝐿, обозначая через M число входящих в 

узел l и выходящих из него ветвей, а через 𝑚 = 𝑘1, . . . , 𝑘𝑀 их номера, будем 

считать искомыми величинами (помимо значений векторов 𝑣𝑙1, . . . , 𝑣𝑙𝑀 в окон-

чаниях входящих в узел l и выходящих из него ветвей) также вектор 𝑤𝑙(𝑡) =
{𝑤𝑙1, . . . , 𝑤𝑙𝐽𝑙} с размерностью 𝐽𝑙, для определения которых имеется некоторое 

количество дифференциальных или алгебраических уравнений, например 

 𝜓𝑙𝑟(𝑡, 𝑤𝑙 , 𝑣𝑙1, . . . , 𝑣𝑙𝑀) = 0,   𝑟 = 1, . . . , 𝑟𝑙 . (1.12) 

Для расчета таких узлов графа, помимо граничных условий (1.12), необхо-

димо использовать условия совместности (1.6), выбирая их аналогично (1.9)-

(1.10). 

Если в некоторый момент времени 𝑡 число положительных собственных 

чисел 𝜆𝑖(𝑡, 0) матрицы 𝐴 в прилегающей к узлу 𝑙 точке выходящей из этого узла 
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ветви 𝑚∘ равно 𝑟𝑙𝑚∘
∘ , а число отрицательных собственных чисел 𝜆𝑖(𝑡, 𝑋𝑚) мат-

рицы 𝐴 в прилегающей к узлу 𝑙 точке входящей в этот узел ветви 𝑚• равно 𝑟𝑙𝑚•
• , 

то необходимо выполнения условия: 

 𝑟𝑙 = 𝐼𝑀 + 𝐽𝑙 − ∑ 𝑟𝑙𝑚∘
∘

𝑚∘ − ∑ 𝑟𝑙𝑚•
•

𝑚•  (1.13) 

Кроме того, для обеспечения линейной независимости используемых 

уравнений (1.12), (1.6) необходимо, чтобы 

 𝐷𝑒𝑡𝛺̃ =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜔𝑎1 0 0 0 0 0
⋮ 0 0 0 0 0
𝜔𝑏1 0 0 0 0 0
0 ⋱ 0 0 0 0
0 0 𝜔𝑎𝑚 0 0 0
0 0 ⋮ 0 0 0
0 0 𝜔𝑏𝑚 0 0 0
0 0 0 ⋱ 0 0
0 0 0 0 𝜔𝑎𝑀 0
0 0 0 0 ⋮ 0
0 0 0 0 𝜔𝑏𝑀 0
𝜔̃𝑙11 ⋯ 𝜔̃𝑙1𝑚 ⋯ 𝜔̃𝑙1𝑀 𝜔̃𝑙1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝜔̃𝑙𝑟𝑙1 ⋯ 𝜔̃𝑙𝑟𝑙𝑚 ⋯ 𝜔̃𝑙𝑟𝑙𝑀 𝜔̃𝑙𝑟𝑙}
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

≠ 0,  (1.14) 

𝜔̃𝑙𝑟 = {
𝜕𝜓𝑙𝑟

𝜕𝑤𝑙1
, . . . ,

𝜕𝜓𝑙𝑟

𝜕𝑤𝑙𝐽𝑙
},   𝜔̃𝑙𝑟𝑚 = {

𝜕𝜓𝑙𝑟

𝜕𝑣𝑙𝑚1
, . . . ,

𝜕𝜓𝑙𝑟

𝜕𝑣𝑙𝑚𝐼
} и 𝜔𝑎𝑚, . . . , 𝜔𝑏𝑚 – собственные 

векторы матрицы A, для каждой из ветвей 𝑚 = 1, . . . , 𝑀, соответствующие 

условиям совместности (1.6) узла l. Для выходящей из узла ветви с номером 

𝑚∘:   𝑎 = 1,   𝑏 = 𝑟𝑙𝑚∘
∘ , для входящей в узел ветви с номером 𝑚•:   𝑎 = 𝐼 −

𝑟𝑙𝑚•
• + 1,   𝑏 = 𝐼. В соответствии с (1.13) размерность матрицы 𝛺̃ должна быть 

равна 𝐼𝑀 + 𝐽𝑙 = 𝑟𝑙 + ∑ 𝑟𝑙𝑚∘
∘

𝑚∘ + ∑ 𝑟𝑙𝑚•
•

𝑚• . 

Глава 2.Equation Section 2 

Во второй главе на основе характеристического критерия монотонности 

разработан универсальный алгоритм построения монотонных при произволь-

ном виде искомого решения схем высокого порядка аппроксимации на основе 

их анализа в пространстве неопределённых коэффициентов. Приводятся ре-

зультаты тестирования построенных разностных схем высокого порядка ап-

проксимации для нелинейных систем уравнений гиперболического типа в раз-

личных модельных постановках. 

Для системы уравнений (1.1), все возможное семейство разностных схем с 

использованием диагонального разложения матрицы 𝐴 ≡ 𝛺−1𝛬𝛺 и равномер-

ной разностной сетки: 𝑡𝑛 = 𝑛𝛥𝑡, 𝑛 = 0,1,2, . . ., 𝑥𝑚 = 𝑚𝛥𝑥, 𝑚 = 0,±1,±2, . . ., с 

пространственным шагом Δ𝑥 и временным шагом Δ𝑡, можно представить в 

следующем общем виде: 
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1 1

,

n n

m mv v 
 

 

+ − +

+=     (2.1) 

где 𝛢𝜇
𝜈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝛼𝑖,𝜇

𝜈 (𝜎𝑖)} – диагональные матрицы (∑ 𝛢𝜇
𝜈 = 𝐸𝜇,𝜈 ), на главной диа-

гонали которых находятся схемные коэффициенты: 𝛼𝑖,𝜇
𝜈 (𝜎𝑖), 𝜎𝑖 = 𝜆𝑖𝛥𝑡/𝛥𝑥,  𝑖 =

1,2, . . . , 𝐼. 
Вид разностной схемы (2.1) определяется заданием схемных коэффициен-

тов, выбор которых является определяющим для получения требуемых свойств 

схемы (2.1), более подробно алгоритм выбора схемных коэффициентов 𝛼𝑖,𝜇
𝜈 (𝜎𝑖) 

изложен в тексте диссертации. 

Для замыкания разностной системы уравнений (2.1) в граничных точках, 

необходимо численно интегрировать условия совместности: {𝜔𝑖 ⋅ (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜆𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)} ,   𝑖 = 1,2, . . . , 𝐼 вдоль идущих из области интегрирования на границу ха-

рактеристик. 

В случае наличия вектора правой части в системе уравнений (1.1): 

 ( ), , ,t xv Av f v t x+ =  (2.2) 

учет его влияния на решение (2.2) может быть реализован посредством числен-

ного интегрирования: ∫ 𝑓(𝑣𝑚, 𝑥𝑚, 𝑡
𝑛)𝑑𝑡

𝛥𝑡

0
 в (2.2), при этом выбор точности ме-

тода можно соотнести с точностью разностной схемы (2.1): 

 
( )

1

,

1

0

,

, , .

n
m m

t
n n
m m m m

v v

v v f v x t dt

−  +
 +

 


+

 =   



 = +






 (2.3) 

В точках ветвления графа для вектора искомых величин 𝑤(𝑡) =
{𝑤1, . . . , 𝑤𝐽} с размерностью J, для определения которых, например, может ис-

пользоваться трехмерная система гиперболических уравнений в частных про-

изводных: 

( )
1 2 31 2 3 , , , 0, 0 , 1,2,3.t x x x k k kw A w A w A w f w t x t x X k+ + + =    =  (2.4) 

Расщепление по пространственным переменным 𝑥1,  𝑥2, 𝑥3 можно выпол-

нить простым образом. Для этого многомерная нелинейная система уравнений 

гиперболического типа в левой части (2.4) представляется в виде суммы трех 

одномерных операторов (заключены в скобки): 

( )
1 2 3

3
31 2

1 2 3
1 2 3 1

3

1

, , ,

0 1,   1.

t x t x t x k k
k

k k
k

AA A
w w w w w w f w t x

=

=

      
 + +  + +  + =       

          



    =





 (2.5) 
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Каждое из слагаемых в скобках системы (2.5): 

 ( ), , ,   1,2,3
k

k
t x k

k

A
w w f w t x k+ = =


  (2.6) 

является одномерной системой уравнений в векторной форме вида (2.2), поэто-

му при численном решении любой из систем уравнений в (2.6) мы можем ис-

пользовать любую из разностных схем (2.3). 

Стандартный алгоритм расчета многомерных систем типа (2.5) на каждом 

временном шаге, состоит либо в последовательном решении одномерных урав-

нений при 𝛾𝑘 ≡ 1, при этом общий шаг интегрирования по времени Δ𝑡 выбира-

ется из условия 𝑚𝑎𝑥
𝑖,𝑘

|
𝜏 𝜆𝑖,𝑘

ℎ𝑘
| < 1,  𝑖 = 1, . . . , 𝐼,  𝑘 = 1,2,3, либо в их параллельном 

решении с нахождением свободных параметров 𝛾𝑘, 𝑘 = 1,2,3 и временного ша-

га Δ𝑡 из следующей системы уравнений: 

 

3

1

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1,   max{| |}, 1,...,

 

k k
k j

jk

j J

t t t

x x x

=


 =  =  =



     

= = = 
     



  (2.7) 

Окончательные значения вектора 𝑤𝑚
𝑛+1 на следующем временном слое 𝑛 +

1 в каждой рассчитываемой точке получаем следующим образом: 

𝑤𝑚
𝑛+1 =∑𝛾𝑘𝑤𝑚,𝑘

𝑛+1

3

𝑘=1

. 

Для проверки работоспособности предложенного подхода в многомерном 

нелинейном случае воспользуемся гиперболической системой уравнений трех-

мерной газовой динамики, со следующими начальными условиями при 𝑡 = 0: 

     

   

0 0 0

0

0 0 0

, , , , ,   0 , , 0.4 & 0.6 , , 1
.

, , , , ,  0.4 , , 0.6

T

out out out

T

in in in

V u v w x y z x y z
V

V u v w x y z

 

 

 =    
= 

=  
 (2.8) 

Граничные условия были периодические. Шаги по координатным осям за-

даны равномерными: ℎ =
1

(𝑀−1)
, 𝑀 = 101 – число сеточных узлов на каждой ко-

ординатной оси, шагΔ𝑡 на каждом временном слое 𝑡𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 выбирался из 

условия (2.7). В (2.8) начальные значения плотности и внутренней энергии вы-

бирались таким образом, чтобы образовались контактные разрывы в виде пря-

моугольного параллелепипеда, двигающейся со скоростью √𝑢0
2 + 𝑣0

2 +𝑤0
2. 

Этого можно достичь, если будет выполняться простое начальное условие: 

𝜌𝑜𝑢𝑡𝜀𝑜𝑢𝑡 = 𝜌𝑖𝑛𝜀𝑖𝑛. Периодические граничные условия обеспечивают возвраще-

ние возмущения назад в расчетную область после того, как оно выходит через 

её границы. Форма начального распределения плотности и внутренней энергии 
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должна сохраняться при движении возмущения в области интегрирования, что 

позволяет сравнивать с ним полученное численное решение. 

В расчетах, представленных на Рис. 2.1, задавались следующие начальные 

значения переменных: 𝑉𝑜𝑢𝑡 = {𝜌𝑜𝑢𝑡 = 2, 𝑢0 =   1, 𝑣0 =   1, 𝑤0 =  1, 𝜀𝑜𝑢𝑡 =
2}𝑇, 𝑉𝑖𝑛 = {𝜌𝑖𝑛 = 0.5, 𝑢0 =  1, 𝑣0 =  1, 𝑤0 =  1, 𝜀𝑖𝑛 = 8}

𝑇. Расчеты проводи-

лись до момента времени 𝑇 ≈ 8, число сеточных узлов на осях {𝑥, 𝑦, 𝑧}:  𝑀 =
101, число Куранта 𝜎 = 0.5, общее число шагов численного интегрирования по 

времени 𝑁 = 5000. 

 
Рис. 2.1. Расчет движения контактных разрывов в виде прямоугольного параллелепипеда, 

двигающегося по диагонали области интегрирования 0 ≤ {𝑥, 𝑦, 𝑧} ≤ 1 со скоростью: 

√𝑢0
2 + 𝑣0

2 + 𝑤0
2 = √3. Слева показано распределения внутренней энергии (сверху) и плотно-

сти (снизу), справа только внутренней энергии. Верху показано исходное распределение в 
начальный момент времени 𝑡 = 0. Посередине показаны результаты расчетов по монотонной 
комбинации схем 2-3 порядка аппроксимации. Внизу показаны результаты расчетов по мо-
нотонной схеме Годунова. 
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Глава 3. Equation Section 3 

В третей главе исследовалась задача моделирования движения трафика в 

городской транспортной сети. При решении данной задачи использовался мак-

роскопический подход, при котором транспортный поток описывается нели-

нейной системой гиперболических уравнений второго порядка. Проведенные 

расчеты и полученные результаты показали, что разработанная в рамках пред-

ложенного подхода оригинальная макроскопическая модель второго порядка 

хорошо воспроизводит реальную ситуацию на различных участках городских 

транспортных сетей, а также может быть использована для выбора оптималь-

ной стратегии организации движения трафика в городе. 

В современных макроскопических моделях второго порядка транспортный 

поток описывается нелинейной системой гиперболических уравнений в раз-

личных постановках, в которых по-разному учитывается зависимость интен-

сивности или скорости потока от его плотности. В диссертационной работе бы-

ла получена новая макроскопическая модель второго порядка для плотности и 

скорости транспортного потока: 

 

0

0

.

Q v
v f

t x t x x

v v v v
v f

t x

  



 

    
+ = + + =     


     + + = 

     

 (3.1) 

Здесь 𝜌(𝑡,  𝑥) - обозначает число АТС (автотранспортных средств) на 

единицу длины дороги в момент времени 𝑡 в окрестности точки трассы с коор-

динатой 𝑥. Аналогично, 𝑣(𝑡,  𝑥) - скорость АТС в момент времени 𝑡 в окрестно-

сти точки трассы с координатой 𝑥, 𝑄 = 𝜌𝑣 - интенсивность потока АТС (коли-

чество АТС, проходящих в единицу времени через заданное сечение). Если у 

нас есть въезжающие или съезжающие с дороги или полосы машины, то правая 

часть 𝑓0 первого уравнения в (3.1) будет представлять собой количество машин 

прибывающих (знак плюс) или убывающих (знак минус) в единицу времени. И 

глядя на правую часть второго уравнения в (3.1) мы видим, как учитывается 

этот вклад в изменение скорости транспортного потока. 

Было показано, что полученная математическая модель обеспечивает ани-

зотропию транспортного потока на решениях системы уравнений (3.1), по-

скольку для её собственных значений 𝜆1 = 𝑣,  𝜆2 = 𝑣 + 𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝜌
 на всем диапазоне 

значений плотности транспортного потока выполняется условие: 𝜆1,2 ≤ 𝑣(𝜌). 
Число граничных условий на въездах-выездах автодороги зависит от знака 

собственных чисел системы (3.1): 𝜆1 = 𝑣,  𝜆2 = 𝑣 + 𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝜌
. Поскольку 𝜆1 = 𝑣 

всегда ≥ 0 нам необходимо учитывать знак второго собственного значения 𝜆2 =

𝑣 + 𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝜌
. Поэтому на въезде их количество либо равно двум при положитель-

ном 𝜆2 > 0 либо одному при 𝜆2 ≤ 0. На выездах – наоборот: ноль при 𝜆2 > 0 
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или также одно при 𝜆2 ≤ 0. В соответствии с этим, на въездах-выездах в каче-

стве граничных условий могут быть заданы как функции времени - значения 

интенсивности потока автомобилей 𝑄(𝑡) и величина скорости потока 𝑣(𝑡). По-

мимо граничных условий, для системы (3.1) необходимо задать также некото-

рые начальные условия: 

 0 0( ,0) ( ), ( ,0) ( )x x v x v x = =  (3.2) 

Принципиальное отличие предложенной нами модели (3.1) от известных 

ранее макроскопических моделей второго порядка заключается в том, что в 

нашей модели не обязательно требуется построение и использование фунда-

ментальной диаграммы в виде зависимости 𝑄(𝜌) = 𝜌𝑉(𝜌) или желаемой (рав-

новесной) скорости 𝑉(𝜌) =
𝑄(𝜌)

𝜌
, которая в других моделях обычно входит в 

выражение относительной скорости распространения возмущений 𝑐(𝜌) =

𝜌
𝜕𝑉(𝜌)

𝜕𝜌
 в уравнение изменения импульса.  

Для получения эмпирической зависимости 𝑉(𝜌) необходимы статистиче-

ские данные наблюдений значений плотности и скорости трафика за длитель-

ный момент времени с детекторов транспорта, которые не всегда доступны. 

Вместо производной эмпирической функции 𝑉(𝜌) мы аппроксимируем значе-

ние относительной скорости распространения возмущений 𝑐(𝜌) = 𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝜌
, исполь-

зуя данные наблюдений для плотности и скорости трафика в текущий момент 

времени с детекторов транспорта, установленных на заданном участке дороги: 

 ( ) .
2

in out out in

out in

v v
c

 


 

 + −
=  

− 
 (3.3) 

В (3.3) 𝜌𝑖𝑛, 𝑣𝑖𝑛 и 𝜌𝑜𝑢𝑡 , 𝑣𝑜𝑢𝑡 измеренные значения плотностей и скоростей 

транспортного потока в текущий момент времени на въезде и выезде заданного 

участка дороги. Если в один из моментов времени окажется, что 𝜌𝑜𝑢𝑡 = 𝜌𝑖𝑛, мы 

можем использовать значение относительной скорости распространения воз-

мущений в предыдущий момент времени, чтобы избежать деления на ноль в 

(3.3). 

Автомобильное движение на регулируемом перекрестке произвольной 

конфигурации в отличие от системы уравнений (3.1), в силу использования 

двух направлений движения, следует рассматривать в двумерной постановке с 

двумя компонентами скорости: 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦.  

 

{
 
 

 
 
∂𝜌

∂𝑡
+
∂(𝜌𝑣𝑥)

∂𝑥
+
∂(𝜌𝑣𝑦)

∂𝑦
= 0,

∂𝑣𝑥

∂𝑡
+ (𝑣𝑥 + 𝑐𝑥)

∂𝑣𝑥

∂𝑥
+ (𝑣𝑦 + 𝑐𝑦)

∂𝑣𝑥

∂𝑦
= 0,

∂𝑣𝑦

∂𝑡
+ (𝑣𝑥 + 𝑐𝑥)

∂𝑣𝑦

∂𝑥
+ (𝑣𝑦 + 𝑐𝑦)

∂𝑣𝑦

∂𝑦
= 0.

 (3.4) 

В (3.4) 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 теперь уже компоненты скорости транспортного потока в 
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рассчитываемой точке на перекрестке в направлении осей 𝑥 и 𝑦. Правые части в 

системе (3.4) берем нулевыми поскольку считаем, что все АТС, въезжающие на 

перекресток, должные с него выехать в силу выполнения закона сохранения по-

тока. Систему уравнений (3.4) можно переписать в упрощённом виде с учетом 

того, что 𝑄𝑥 = 𝜌𝑣𝑥 и 𝑄𝑦 = 𝜌𝑣𝑦 есть компоненты интенсивности транспортного 

потока по двум направлениям движения и 
𝜕𝑣𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑥
= 0, поскольку водители, 

как правило, не меняют полосу движения при пересечении перекрестка: 

 

{
 
 

 
 
∂𝜌

∂𝑡
+
∂𝑄𝑥

∂𝑥
+
∂𝑄𝑦

∂𝑦
= 0,

∂𝑣𝑥

∂𝑡
+ (𝑣𝑥 + 𝑐𝑥)

∂𝑣𝑥

∂𝑥
= 0,

∂𝑣𝑦

∂𝑡
+ (𝑣𝑦 + 𝑐𝑦)

∂𝑣𝑦

∂𝑦
= 0.

 (3.5) 

Прежде чем перейти к построению модели расчета движения транспорта 

для перекрестка произвольной конфигурации, рассмотрим в качестве примера 

сектор перекрёстка, представленный на Рис. 3.1. 

 
Рис. 3.1. Пример одного из составных элементов регулируемого перекрестка – сектора. 

Разрешенные направления движения показаны стрелками, 1-5 номера узлов расчетной сетки, 

треугольниками показано возможное расположение детекторов транспорта. 

Вначале для наглядности, ограничимся двумя светофорными фазами, а 

именно, когда для одной дороги, например, идущей вдоль оси x на Рис. 3.1, го-

рит зеленый свет, а для другой, идущей вдоль оси y, горит красный и наоборот. 

Считаем, что значения скоростей и интенсивностей транспортных потоков на 

въездах и выездах сектора в точках (1,2,3,4) в любой момент времени нам из-

вестны из показаний датчиков, обозначенных на Рис. 3.1 треугольниками. Про-

порции АТС, поворачивающих внутри сектора, легко определяются из показа-

ний датчиков: направо 𝛼1,4 = 𝑄4 𝑄1⁄ ; налево 𝛼2,3 = 𝑄3 𝑄2⁄ . 

1

2

3 x

y

4

5
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Запишем разностную аппроксимацию системы уравнений (3.5), решаемой 

в секторе перекрестка, с учетом разрешенных направлений движения транспор-

та в секторе. Будем использовать следующие обозначения: Δ𝑡 — шаг численно-

го интегрирования по времени, Δ𝑥 и Δ𝑦 — пространственные размеры сектора. 

Учтем также перераспределения транспортных потоков внутри сектора, вы-

званных поворотами водителей при движении на перекрестке. Сделаем это при 

помощи известных нам коэффициентов 𝛼1,4 и 𝛼2,3, при этом надо не забывать, 

что потоки сохраняют свой знак и закон сохранения потока должен по-

прежнему выполняться внутри заданного сектора. В соответствии с этими пра-

вилами, на ребро 5,4 переносим часть потока 𝛼1,4𝑄1,5, повернувшего с ребра 1,5 

направо, и забираем часть потока 𝛼2,3𝑄2,5, повернувшего с ребра 2,5 налево, в 

результате получаем значение потока: 𝑄5,4 + 𝛼1,4𝑄1,5 − 𝛼2,3𝑄2,5. Тоже самое де-

лаем на ребре 5,3. Значения скоростей 𝑣5,4 и 𝑣5,3 на границах сектора оставляем 

прежними. Полученные значения потоков подставляем в разностную аппрок-

симацию (3.5): 

{
 
 

 
 
𝜌5
𝑛+1−𝜌5

𝑛

Δ𝑡
+
(𝑄5,3

𝑛 +𝛼2,3𝑄2,5
𝑛 −𝛼1,4𝑄1,5

𝑛 )−𝑄1,5
𝑛

Δ𝑥
+
(𝑄5,4

𝑛 +𝛼1,4𝑄1,5
𝑛 −𝛼2,3𝑄2,5

𝑛 )−𝑄2,5
𝑛

Δ𝑦
= 0

𝑣𝑥,5
𝑛+1−𝑣𝑥,5

𝑛

Δ𝑡
+ (𝑣𝑥,5

𝑛 + 𝜌5
𝑛 𝑣3

𝑛−𝑣1
𝑣

𝜌3
𝑛−𝜌1

𝑛)
𝑣5,3
𝑛 −𝑣1,5

𝑛

Δ𝑥
= 0

𝑣𝑦,5
𝑛+1−𝑣𝑦,5

𝑛

Δ𝑡
+ (𝑣𝑦,5

𝑛 + 𝜌5
𝑛 𝑣4

𝑛−𝑣2
𝑣

𝜌4
𝑛−𝜌2

𝑛)
𝑣5,4
𝑛 −𝑣2,5

𝑛

Δ𝑦
= 0

(3.6) 

Осталось теперь только определить, как будут вычисляться промежуточ-

ные значения переменных 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 ,  𝑄𝑖,𝑗

𝑛 , которые находятся на границах сектора 

между точками: 1,5; 2,5; 5,3 и 5,4. Начнем их вычисление с очевидных оценок, а 

именно, если у нас горит красный сигнал светофора для дороги, идущей вдоль 

оси y, то значения 𝑣2,5
𝑛 , 𝑄2,5

𝑛  будут равны нулю. Если светофор красный для до-

роги, идущей вдоль оси x, то равны нулю будут значения 𝑣1,5
𝑛 ,  𝑄1,5

𝑛 .  

Для того чтобы вычислить значения 𝑣𝑖,𝑗
𝑛 , 𝑄𝑖,𝑗

𝑛  на границах сектора не пере-

крытых красным сигналом светофора мы воспользуемся интерполяционными 

выражениями для 𝑣𝑚+1/2
𝑛  и 𝑄𝑚+1/2

𝑛 = 𝜌𝑚+1/2
𝑛 𝑣𝑚+1/2

𝑛  сеточно-

характеристического метода первого порядка аппроксимации: 

{
 
 

 
 𝜌𝑚+1/2

𝑛 =
1

2
(𝜌𝑚

𝑛 + 𝜌𝑚+1
𝑛 ) +

1

2
sign (

𝑄𝑚
𝑛 − 𝑄𝑚+1

𝑛

𝜌𝑚
𝑛 − 𝜌𝑚+1

𝑛 ) (𝜌𝑚
𝑛 − 𝜌𝑚+1

𝑛 )

𝑣𝑚+1/2
𝑛 =

1

2
(𝑣𝑚

𝑛 + 𝑣𝑚+1
𝑛 ) +

1

2
sign (

𝑣𝑚
𝑛 + 𝑣𝑚+1

𝑛

2
+
𝜌𝑚
𝑛 + 𝜌𝑚+1

𝑛

2

𝑣𝑚
𝑛 − 𝑣𝑚+1

𝑛

𝜌𝑚
𝑛 − 𝜌𝑚+1

𝑛 ) (𝑣𝑚
𝑛 − 𝑣𝑚+1

𝑛 )

 

Эту же разностную аппроксимацию уравнений (3.6) можно одновременно 

применить ко всем секторам перекрестка, с учетом разрешенных направлений 

движения транспорта в секторе. Стоит отдельно отметить, что значения пере-

менных на границах между сектором перекрестка и примыкающими к нему до-
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рогами следует использовать в разностной аппроксимации системы уравнений 

(3.1) в точках (1,2,3,4), примыкающих к перекрестку дорог. Эти точки являются 

граничными и значения переменных в них, найденные нами, представляют со-

бой граничные условия для системы уравнений (3.1), которые обеспечивают 

нам связь моделируемых величин на всем графе транспортной сети. 

Для того, чтобы оценить качество работы разработанной модели не на от-

дельных дорогах и перекрестках, а на едином участке транспортной сети, было 

выполнено моделирование трафика в округе Монтгомери, США (см. Рис. 3.4). 

Моделируемый участок транспортной сети включает в себя шесть перекрест-

ков, показанных на рисунке, для которых известны данные с транспортных де-

текторов. 

 
Рис. 3.4. Исследуемый участок транспортной сети в округе Монтгомери, США, включаю-

щий в себя шесть перекрестков для которых известны данные с транспортных детекторов. 

Данная дорожная сеть была создана в открытом программном пакете 

SUMO NetEdit [http://sumo.sourceforge.net]. Для проведения сравнительного мо-

делирования был выбрано 20.11.2017, поскольку в этот день все детекторы бы-

ли исправны. В качестве входных значений мы задавали данные об интенсив-

ности транспортных потоков на въездах в транспортную сеть в зависимости от 

времени, а затем запускался расчет. Для сравнения полученных результатов 

также проводилось аналогичное моделирование с использованием микромоде-

ли, реализованной в программном пакете SUMO. 

Прежде всего, необходимо было убедиться в том, что никакие АТС не бы-

ли потеряны при расчетах внутри транспортной сети. Для этого сравнивалось 

количество всех автомобилей на выездах из данной сети в зависимости от вре-

мени. На Рис. 3.5 показаны результаты данного расчета, как для микромодели, 

так и для тестируемой макромодели, которые немного отличаются от реальных 

данных. С учетом того факта, что реальные данные суммарно на въезде и на 

выезде тоже немного отличаются друг от друга (шум и неточность датчиков), 

небольшие отклонения вполне допустимы. В случае значительных отклонений 

(до 30-40 АТС в 5 минутный временной интервал) недостаток автомобилей при 

моделировании – может быть обусловлен не учётом АТС, выезжающих или 

въезжающих с боковых дорог, где отсутствуют данные с детекторов. В целом 

результаты численного моделирования соответствуют реальным данным. 
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Рис. 3.5. Сравнение количества АТС, измеренного на всех выездах из транспортной сети в 

зависимости от времени (синий цвет). Показаны результаты моделирования, как для микро-

модели, реализованной в программном пакете SUMO NetEdit (красный цвет), так для тести-

руемой макромодели (зеленый цвет). 

Для глобальной оценки точности расчётов мы сравнили количество АТС 

по всем учитываемым дорогам для всех средних по временным интервалам аб-

солютных отклонений микро и макромодели. Для микромодели, реализованной 

в программном пакете SUMO NetEdit, мы получили абсолютное отклонение в 

34.88 АТС, а для тестируемой макромодели в 33.47. Это показывает, что тести-

руемая макромодель показывает весьма правдоподобные результаты на всех 

дорогах моделируемой транспортной сети (их 8) со средним абсолютным от-

клонение порядка 15% за сутки. Это неплохой результат с учетом того, что 

мгновенная ошибка измерений транспортного детектора может доходить до 

20%. 

Рассмотрим теперь, как работает в самом простом случае алгоритм управ-

ления дорожным движением на отдельной дороге. Для этого достаточно по-

смотреть на модельную фундаментальную диаграмму представленную на 

Рис. 3.6. На ней хорошо видно, что одному значению интенсивности 𝑄(𝜌) соот-

ветствуют два различных состояния трафика № 1 и № 2 с разными скоростями 

и плотностями транспортного потока 𝑄(𝜌) = 𝜌1𝑣1 = 𝜌2𝑣2. При этом первое 

значение является предпочтительным в силу того, что его скорость выше 𝑣1 >
𝑣2, а плотность 𝜌1 < 𝜌2 ниже второго. В простейшем случае задача адаптивного 

управления сводится к тому, чтобы удерживать транспортный поток в докрити-

ческом состоянии с плотностью меньше критической 𝜌 < 𝜌𝑐𝑟𝑡 (точка перегиба 

на фундаментальной диаграмме) и не позволять ему уйти в заторное состояние. 

Для отдельной дороги эта задача решается аналитически, для всей городской 

транспортной сети она может вовсе не иметь решения или оно будет не един-

ственным. 
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Рис. 3.6. Модельная фундаментальная диаграмма, в которой одному значению интенсивно-

сти транспортного потока 𝑄(𝜌) соответствуют два различных состояния трафика 1 и 2 с раз-

ными скоростями и плотностями: 𝑄(𝜌) = 𝜌1𝑣1 = 𝜌2𝑣2. При этом первое является предпочти-

тельным в силу того, что его скорость выше 𝑣1 > 𝑣2, а плотность 𝜌1 < 𝜌2 ниже второго. 

Начнем с алгоритма решения для отдельной дороги. Воспользуемся разра-

ботанной нами макроскопической моделью транспортного потока (3.1). Нам 

нужно контролировать значение плотности транспортного потока так, чтобы 

оно не превышало критическое 𝜌 < 𝜌𝑐𝑟𝑡. Соответственно нам нужно использо-

вать первое уравнение в системе (3.1) для решения этой задачи. 

Сформулируем задачу Коши для этого уравнения, считая дорогу бесконеч-

ной (что справедливо в случае использования прозрачных граничных условий 

или кольцевой формы дороги) и задавая в правой части изменение плотности в 

местах въезда и выезда с дороги с координатами 𝑥 = 𝑥𝑘 в виде локальных ис-

точников или стоков транспортного потока 𝑓0(𝑥𝑘, 𝑡): 

  {
𝜌𝑡 + 𝑄𝜌𝜌𝑥 = 𝑓0(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑓0(𝑥𝑘, 𝑡),𝑘

𝜌(𝑥, 0) = 𝜌0(𝑥).
 (3.7) 

Аналитическое решение задачи (3.7) известно и имеет следующий вид: 

𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝜌0(𝑥 − 𝑄𝜌𝑡) + ∑ ∫ 𝑓0(𝑥𝑘, 𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏𝑘 .  Его вид означает, что плотность 

транспортного потока сохраняется вдоль характеристики 𝜉 = 𝑥 − 𝑄𝜌𝑡 и меняет-

ся только в точках въезда или выезда с дороги на величину ∫ 𝑓0(𝑥𝑘, 𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏, кото-

рая берется с положительным знаком в случае въезда и с отрицательным в слу-

чае выезда. Таким образом, зная решение (3.7) мы можем контролировать 

плотность транспортного потока на дороге, перекрывая его в точках въезда 𝑥𝑘 

на заданные интервалы времени 𝜏𝑘 так, чтобы в любой момент времени в каж-

дой точке дороги плотность потока не превышала критическое значение: 

𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝜌0(𝑥 − 𝑄𝜌𝑡) + ∑ 𝜏𝑘𝑓𝑘(𝑥𝑘)𝑘 < 𝜌𝑐𝑟𝑡. 

В итоге алгоритм адаптивного управления въездами работает следующим 

образом: 
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− делается текущий краткосрочный прогноз на время 𝛥𝑡 = 𝑚𝑖𝑛
𝑘

𝑥𝑘+1−𝑥𝑘

2|𝑄𝜌(𝜌𝑘+1/2)|
, 

поскольку, в течение этого времени мы можем исключить взаимное влия-

ние транспортных потоков, поступающих с соседних въездов; 

− если прогноз показывает, что в какой-либо из точек дороги плотность 

транспортного потока начинает превышать или приближаться к критиче-

ской 𝜌𝑘(𝛥𝑡) ≥ 𝜌𝑐𝑟𝑡, то мы, опуская характеристику из этой точки дороги на 

текущий временной слой, определяем ближайший въезд с номером k, вы-

звавший затор и с помощью светофорного регулирования уменьшаем 

плотность въезжающих АТС на нем на значение 𝑓0,𝑘𝛥𝑡 = 𝜌𝑘(𝛥𝑡) − 𝜌𝑐𝑟𝑡. 
На практике невозможно непрерывным образом регулировать количество 

въезжающих АТС, поэтому для ограничения въезда используется изменение 

соотношения 𝑡𝑜𝑛 разрешающей (зелёной) и 𝑡𝑜𝑓𝑓 запрещающей (красной) фаз 

светофора, с постоянным периодом 𝑇 = 𝑡𝑜𝑛 + 𝑡𝑜𝑓𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, установленного на 

данном въезде, с учётом заданной минимальной длительности зеленой фазы 

𝑡𝑚𝑖𝑛: 
𝑡𝑚𝑖𝑛

𝑡𝑜𝑛+𝑡𝑜𝑓𝑓
≤

𝑡𝑜𝑛

𝑡𝑜𝑛+𝑡𝑜𝑓𝑓
=

𝑡𝑜𝑛

𝑇
≤ 1. Нам нужно определить, насколько уменьшить 

зеленую фазу горения светофора 𝑡on на k-ом въезде чтобы понизить плотность 

транспортного потока ниже критического уровня. Мы полагаем, что значение 

𝑓0,𝑘(𝑥𝑘, 𝑡) не меняется за время 𝛥𝑡. Следовательно, за это время плотность 

транспортного потока через въезд с номером k увеличилась на величину рав-

ную 
𝑡𝑜𝑛

𝑇
𝑓0,𝑘𝛥𝑡 и нам необходимо ее уменьшить на 𝜌𝑘(𝛥𝑡) − 𝜌𝑐𝑟𝑡. В итоге полу-

чаем соотношение для длительностей горения старой 𝑡𝑜𝑛 и новой 𝑡̃𝑜𝑛 зеленых 

фаз светофора: 
𝑡̃𝑜𝑛

𝑇
𝑓0,𝑘𝛥𝑡 =

𝑡𝑜𝑛

𝑇
𝑓0,𝑘𝛥𝑡 − (𝜌𝑘(𝛥𝑡) − 𝜌𝑐𝑟𝑡), откуда следует, что 

𝑡𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑡̃𝑜𝑛 = (𝑡𝑜𝑛 −
(𝜌𝑘(𝛥𝑡)−𝜌𝑐𝑟𝑡)𝑇

𝑓0,𝑘𝛥𝑡
) ≤ 𝑇. 

Для проверки работы алгоритма адаптивного светофорного регулирования 

АТС на автомобильной многополосной дороге был поставлен вычислительный 

эксперимент на суточных данных внешнего кольца МКАД за сутки, 3 февраля 

2012 года. Всего при расчетах учитывалось 36 крупных развязок на МКАД. 

Данные об интенсивности въездных и выездных потоков АТС на развязках бы-

ла получена от детекторов транспорта системы «Navigator» ЦОДД г. Москвы. 

Для оценки возможного эффекта влияния на дорожное движение адаптив-

ного светофорного регулирования на въездах МКАД были проведены расчеты 

развития дорожной ситуации в стандартном режиме – без регулирования, а 

также с тремя различными режимами адаптивного регулирования с максималь-

ной длительностью запрещающей фазы 𝑡off: 10, 20 и 30 секунд для 60-

секундного полного цикла 𝑇 = 𝑡on + 𝑡off. При красном сигнале светофора АТС, 

прибывая на въезды МКАД, образовывали очереди, которые затем разгружа-

лись на зелёной фазе светофорного регулирования. 

На Рис. 3.7 представлены полученные в результате численного моделиро-

вания пространственно-временные диаграммы для плотности и скорости транс-
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портного потока, как при отсутствии ограничений на въезд автомобилей на 

МКАД — ситуация с отсутствующей или нефункционирующей системой адап-

тивного управления (вверху слева), так и для ситуации, когда система адаптив-

ного управления работала на всех 36 въездах с длительностью запрещающей 

(красной) фазы регулирования не превышающей 10 (вверху справа), 20 (внизу 

слева) и 30 (внизу справа) секунд. По оси абсцисс отмечены километры в соот-

ветствие с их нумерацией на внешнем кольце МКАД. 

 
Рис. 3.7. Пространственно-временные диаграммы плотности АТС/км и средней скорости 

км/ч транспортного потока на МКАД за суточный период по результатам моделирования. 

Вверху слева: без светофорного регулирования. Вверху справа: с использованием адаптивно-

го светофорного управления, при ограничении длительности красной фазы до 10 секунд на 

цикл. Внизу слева: при ограничении длительности красной фазы до 20 секунд на цикл. Внизу 

справа: до 30 секунд на цикл. 

В отсутствие адаптивного светофорного регулирования въездов на МКАД 

образуются достаточно заметные заторы в районе 85-105 км. Использование 

слабого регулирования (красная фаза до 10 секунд) не позволяет избежать воз-

никновения пробок, но ускоряет их рассасывание. При этом незначительно уве-

личивая очереди на въездах до примерно 19 АТС. Увеличение длительности за-

прещающего сигнала до 20 секунд практически убирает заторы на МКАД, при 

увеличении очередей на въездах до 37 АТС максимум. Дальнейшее увеличение 

длительности запрещающей фазы приводит к полному исчезновению пробок на 
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МКАД, однако ценой этого является заметное увеличение очередей на въездах 

вплоть до 50 АТС. 

Глава 4. Equation Section 4 
В четвертой главе решалась задача моделирования интенсивных потоков 

данных в компьютерных сетях. В этой задаче потоки данных различных соеди-

нений в пакетной сети передачи данных моделировались в виде несмешиваю-

щихся потоков сплошной среды. В ходе решения были разработаны новые кон-

цептуальная и математическая модели сети. Проведено численное моделирова-

ние в сравнении с системой имитационного моделирования сети NS-2 

[http://www.isi.edu/nsnam/ns]. Полученные результаты показали, что в сравне-

нии с известной пакетной моделью NS-2, разработанная нами потоковая мо-

дель, за счет использования потоков данных вместо пакетов демонстрирует 

значительную экономию вычислительных ресурсов, обеспечивая при этом хо-

рошую степень подобия как пиковых, так и усредненных характеристик. Поз-

воляет моделировать поведение сложных глобально распределенных IP – сетей 

передачи данных. 

В настоящее время для моделирования сетей передачи данных применяют-

ся средства, использующие различные подходы. Наиболее детальный анализ 

для относительно небольшого количества элементов сети обеспечивают дис-

кретно-событийные модели пакетного уровня. В таких моделях отслеживается 

поведение каждого пакета данных в моделируемой сети. Пакетный подход 

обеспечивает хорошее соответствие моделей поведению реальных сетей. К 

наиболее популярным средствам пакетного моделирования с открытыми ис-

ходными кодами можно отнести NS-2. Доступны также промышленные сред-

ства дискретно-событийного моделирования. 

В настоящей работе разработана потоковая модель, исключающая рас-

смотрение отдельных пакетов, но различающая данные различных сессий как 

потоки несмешивающихся компонентов сплошной среды. Сеть передачи дан-

ных (см. Рис. 4.1) рассматривается как набор узлов, соединённых каналами свя-

зи. Функциональная специализация позволяет выделить два типа узлов. Узлы 

типа А перенаправляют потоки данных, создаваемые и/или терминируемые уз-

лами другого типа B. Топология сети позволяет предложить представление сети 

в виде направленного графа. Каждая вершина типа Pа, соотнесённая с узлом 

типа А, реализует правила маршрутизации. Каждая вершина типа Pb, соотне-

сённая с узлом типа B, реализует оконечные сетевые протоколы. Каждое ребро 

графа соотносится с очередью и следующим за ней однонаправленным сетевым 

каналом. 
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Рис. 4.1. Концептуальная модель IP-сети: A,B – узлы IP-сети, соединённые двунаправлен-

ным каналом; А – узел - маршрутизатор с вершиной типа Pa и выходными очередями ; B 

– оконечный узел с вершиной типа Pb. 

Необходимость передать через сеть данные от одной вершины типа Pb к 

другой вершине такого же типа создаёт один или более потоков данных. Каж-

дый такой поток данных назовём сессией и будем рассматривать как перенос 

некоторого модельного «вещества» или «жидкости», специфичной для данной 

сессии. 

В своём движении модельная жидкость последовательно минует все оче-

реди на пути своей сессии. Часть её может быть утрачена при сбросе части дан-

ных в результате активного управления очередями в IP-сетях. Размер пакетов 

моделируемой IP-сети соотносится с плотностью вещества ρ (количеством бит 

в пакете), а темп продвижения этих пакетов в очереди со скоростью вещества u 

(количеством пакетов, проходящих в единицу времени). 

Факты потери данных некоторой сессии и особенно моменты этих потерь в 

значительной мере могут определять последующее поведение протоколов дан-

ной сессии. Поскольку потоковая модель не отслеживает движение каждого па-

кета в отдельности, чтобы обеспечить модель, например, протокола TCP необ-

ходимой информацией, предлагается сопровождать движение по сети модель-

ной жидкости сопутствующим сохранением информации о потерях этой 

жидкости. Последняя характеризуется своей плотностью распределения вдоль 

очереди - d. Утрата модельного вещества в результате управления определён-

ной очередью отражается плотностью распределения этой утраты вдоль очере-

ди – ψ. 

Введённые переменные могут быть соотнесены с дискретным наполнени-

ем очереди q пакетами различных сессий следующим образом. Предположим, 
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что единичный интервал [𝑥𝑞 , 𝑥𝑞 + 1] очереди взаимно однозначно соответству-

ет пакету сессии s. Тогда ∫ 𝜌𝑠
𝑞𝑥𝑞+1

𝑥𝑞
𝑑х = 𝜌𝑠 есть количество бит в этом пакете, 

∫ 𝑑𝑠
𝑞𝑥𝑞+1

𝑥𝑞
𝑑х - количество пакетов сессии s, потеря которых должна быть учтена 

после приёма данного пакета, а ∫ 𝜓𝑠
𝑞𝑥𝑞+1

𝑥𝑞
𝑑х - вероятность сброса данного паке-

та. 

Таким образом, задача состоит в том, чтобы собрать и построить полную 

вычислительную модель, состоящую из модельных элементов. Модель прото-

кола ТСР также предполагает определенные соотношения для размера TCP ок-

на и скоростей входящего и исходящего потоков для различных режимов рабо-

ты протокола. 

Основу потоковой модели составляют уравнения переноса условных ве-

ществ и информации о потере этого вещества: 

 

( )

( )

,

.

q q q q q q
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q q q q q
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uu
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   



 
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 (4.1) 

Здесь 𝑞 ∈ {𝑞 = 1,… , 𝑄} – индекс очереди в совокупности всех очередей модели, 

а 𝑠 ∈ {𝑠 = 1,… , 𝑆} – индекс сессии в совокупности всех сессий модели. Про-

странственная координата 𝑥𝑞, имеет смысл положения пакета в очереди, изме-

ренного в единицах пакетов от головы очереди, примыкающей к исходящему. 

Скорость движения вещества 𝑢𝑞 =
𝐶𝑞

𝜌𝑞
 + ∑ ∫ 𝜓𝑠

𝑞
𝑑

𝑋𝑞

𝑥𝑞𝑠 𝑥𝑞 ,    𝑢𝑞 ≥ 0, считается 

одинаковой для всех сессий, проходящих через очередь 𝑞, для которой 𝐶𝑞 – 

номинальная пропускная способность интерфейса на выходе очереди 𝑞, 𝜌𝑞 =
∑ 𝜌𝑠

𝑞
|
𝑥𝑞=𝑋𝑞𝑠 , 𝑋𝑞 – длина очереди 𝑞, измеренная в единицах пакетов. В предлага-

емой модели скорость изменения длины очереди представляется в виде произ-

водной: 

 0 , 0,

q
qq q

s
s

dХ
u u X

dt
= −   (4.2) 

где 𝑢0
𝑞
= 𝑢

𝑞
|
𝑥𝑞=0

, а 𝑢𝑠
𝑞
 – скорость продвижения данных сессии 𝑠, поступающей 

на вход очереди 𝑞. 

Сходным образом определяются граничные условия для уравнений (4.1) на 

входной границе 𝑥𝑞 = 0: 𝜌𝑠
𝑞
|
𝑥𝑞=0

= 𝜌𝑠,0
𝑞
,   𝑑𝑠

𝑞
|
𝑥𝑞=0

= 𝑑𝑠,0
𝑞
. Здесь 𝜌𝑠,0

𝑞
 и 𝑑𝑠,0

𝑞
 отно-

сятся к сессии 𝑠, поступающей на вход очереди 𝑞. На выходной границе 𝑥𝑞 =
𝑋𝑞 граничные условия не требуются, а значения 𝜌𝑠

𝑞
(𝑡, 𝑋𝑞), 𝑑𝑠

𝑞
(𝑡, 𝑋

𝑞
) однознач-

но определяются из уравнений (4.1) благодаря условию (4.2). 

В данной работе в качестве политики активного управления очередью 

(AQM – active queue management) был выбран алгоритм случайного раннего 
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обнаружения (RED – Random Early Detection), при этом сброс происходит из 

хвоста очереди 
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Здесь 𝜉 – случайная величина с равномерным распределением на отрезке [0;1], 

а 𝑃
𝑞 (𝑡) – вероятность сброса пакета, которая в терминах RED AQM определя-

ется следующим образом 
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Здесь 𝑡𝑑𝑟𝑜𝑝
𝑞

 – момент последнего сброса данных в очереди 𝑞, а 𝑃̃
𝑞
(𝑡) зависит от 

𝑋̃
𝑞
(𝑡) – ожидаемой (прогнозируемой) длины очереди: 
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в (4.5) 𝑋𝑚𝑖𝑛
𝑞

, 𝑋𝑚𝑎𝑥
𝑞

, 𝑃𝑚𝑎𝑥
𝑞

 – постоянные параметры RED AQM. 

 ( )
ln

( ) ( ) .

q q
q q

q

dX
X t X t

dt




= −  (4.6) 

Последнее уравнение заменяет собой дискретное выражение для скользя-

щего среднего: 𝑋̃
𝑞
(𝑡 + 𝛿

𝑞
) = (1 − 𝛼

𝑞
)𝑋̃

𝑞
(𝑡) + 𝛼

𝑞
𝑋
𝑞
(𝑡). Безразмерный посто-

янный параметр 𝛼
𝑞
∈ [1,10] определяет степень зависимости ожидаемой дли-

ны очереди от кратковременных колебаний длины реальной очереди. Параметр 

𝛿
𝑞

 равен интервалу времени между замерами реальной длины очереди. 

Здесь мы пренебрегаем задержками и потерями в каналах связи в сравне-

нии с задержками и потерями в очередях, предшествующих этим каналам. Для 

представления одной сессии в терминах протокола ТСР потребуются две моде-

лирующие сессии: одна – прямая, передающая данные от источника к получа-

телю, и другая – возвратная, возвращающая подтверждающие квитанции от по-

лучателя к источнику. 
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Для исследования протокола ТСР ограничимся случаем, когда друг другу 

попарно взаимно-однозначно соответствуют источник, получатель, прямая и 

возвратная сессии. Постулируется, что каждой сессии соответствует один и 

только один вход графа, а также один и только один выход графа.  

Поведение компьютерной сети моделировалось с использованием версии 

NewReno протокола TCP [http://www.ietf.org/rfc/rfc2582.txt], с переменным раз-

мером окна – последовательности пакетов, которые могут быть отправлены без 

получения подтверждающей квитанции. В данной версии TCP размер окна уве-

личивается до тех пор, пока не произойдет потеря пакетов в сессии. Соответ-

ственно протокол TCP-Reno имеет несколько режимов изменения размера окна: 

избегания перегрузки, быстрого восстановления и медленного старта 
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В (4.7) 𝑊𝑠 – текущий размер окна данной сессии, 𝑊̃𝑠 – пороговый размер 

окна данной сессии, 𝜏𝑠 – задержка распространения данных и квитанций в дан-

ной сессии. Увеличение размера окна данной сессии 𝑊𝑠 определяется решением 

следующего дифференциального уравнения: 
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 (4.8) 

После инициализации данных выполняется численное моделирование сети во 

времени с определённым шагом. 

Для сравнения интегрального поведения модельной компьютерной сети в 

целом, по гистограммам усреднённой производительности и усреднённого вре-

мени оборота соединений, рассмотрен случай относительно сложной кольцевой 

конфигурация сети (Рис 4.2). Всего в рассматриваемом случае моделировалось 

1280 сессий, при этом имело место одна загруженная очередь на пути каждой 

сессии. Использовались следующие характеристики сети: пропускная способ-

ность магистрали – 20 Мбит/с; хорды подсети – 5 Мбит/с; размер пакетов – 8 

Кбит/пакет. Трафик намеренно был организован так, чтобы половина пакетов 

отправлялась по магистрали в соседнюю подсеть, а вторая половина по хорде 

подсети. Соответствующие усредненные результаты производительности сети 

и задержки в зависимости от сессии показаны на (Рис. 4.3) и (Рис 4.4) в сравне-

нии с пакетной моделью, реализованной в NS-2. Усреднение результатов вы-

полнялось за период времени в 200 сек. 
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Рис. 4.2. Сложная кольцевая конфигурация сети, моделировалось 1280 сессий, при этом 

имело место одна загруженная очередь на пути каждой сессии. Использовались следующие 

характеристики сети: пропускная способность магистрали – 20 Мбит/с; хорды подсети - 5 

Мбит/с; размер пакетов – 8 Кбит/пакет. Трафик организован так, чтобы половина пакетов 

отправлялась по магистрали в соседнюю подсеть, а вторая половина по хорде подсети. Обо-

значения: r – узел маршрутизатор; s – узел отправитель; d – узел получатель. 

 

Рис. 4.3. Усредненные результаты производительности сети в зависимости от номера сес-

сии для сложной кольцевой конфигурация сети (Рис. 4.2): синяя линия – пакетная модель 

NS-2; красная линяя – потоковая модель. 
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Рис. 4.4. Усредненные результаты временных задержек сети в зависимости от номера сес-

сии для сложной кольцевой конфигурация сети (Рис. 4.2): синяя линия – пакетная модель 

NS-2; красная линяя – потоковая модель. 

 
Рис. 4.5. Потребление вычислительных ресурсов в зависимости от количества моделируе-

мых подсетей (5-100, 64 сессии на подсеть, размер пакета 1 КБ): слева – время расчета; спра-

ва – количество используемой памяти; треугольники – пакетная модель NS-2; окружности – 

потоковая модель. 

Заметно, что большинство соединений демонстрируют сходные величины. 

Вместе с этим присутствует больший разброс значений производительности 
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но отличаются значения задержки (см. Рис 4.4). В части использования вычис-

лительных ресурсов потоковая модель обнаруживает значительную их эконо-

мию. В наибольшей степени экономится занимаемая вычислительная память и 

в меньшей степени время численного расчета (см. Рис 4.5). 

Глава 5. Equation Section 5 

Пятая глава посвящена моделированию распространения газовых приме-

сей в вентиляционных сетях. Разработана оригинальная вычислительная мате-

матическая модель распространения мелкодисперсных или газовых примесей в 

вентиляционных сетях c использованием уравнений газовой динамики путем 

численного сопряжения областей разной размерности. Использование алгорит-

ма сопряжения областей разной размерности является ключевым элементом 

разработанной модели, поскольку его использование уменьшает математиче-

скую сложность и одновременно повышает её вычислительную эффективность. 

Проведенные расчеты показали, что модель с хорошей точностью позволяет 

определять распределение газодинамических параметров в трубопроводной се-

ти и решать задачи динамического управления вентиляцией. 

В данной работе исследуется проблема построения математической моде-

ли распространения мелкодисперсных или газовых примесей в вентиляционных 

сетях на основе газодинамического подхода. Расчет распространения примесей 

в данной работе проводился на основе уравнений течения многокомпонентного 

газа, при этом используется модель односкоростной однотемпературной газо-

вой динамики. Нахождение скорости и давления несущей фазы считается экви-

валентно нахождению скорости и давления при трехмерном течении идеально-

го газа. Также предполагается, что движение частиц примесей происходит под 

действием давления несущей газовой фазы (т.е. парциальные давления фракций 

примеси совпадают с парциальным давлением несущей фазы) и вещество при-

меси не претерпевает фазовых переходов и химических превращений либо эф-

фектами этих процессов можно пренебречь, как и взаимодействием частиц 

примеси друг с другом. Такое приближение справедливо лишь при малых объ-

емных концентрациях примесей. 

В вентиляционной трубе использовалась одномерная система уравнений 

газовой динамики с примесями в односкоростной, однотемпературной поста-

новке с правой частью, описывающей пристеночное трение. В областях сочле-

нения труб и примыкающих объемах использовалась эта же система уравнений, 

но уже в трехмерной постановке с турбулентной вязкостью в правой части. Со-

пряжение граничных условий на границе областей разной размерности обеспе-

чивается через решение соответствующей задачи Римана вдоль нормальной 

компоненты скорости по отношению к этой границе. При этом в одномерных 

уравнениях поперечные компоненты скорости и соответственно импульса по-

лагаются равными нулю для корректного замыкания системы уравнений на 

разрыве. Использование алгоритма сопряжения областей разной размерности 

уменьшает математическую сложность модели и одновременно повышает её 

вычислительную эффективность. 
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В вентиляционной трубе использовалась одномерная система уравнений 

газовой динамики с примесями в односкоростной, однотемпературной поста-

новке с правой частью, учитывающей пристеночное трение и силу тяжести: 
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 (5.1) 

Использовалось следующее замыкание для гиперболической части уравнений 

(5.1): 𝜌 = ∑ 𝜌𝑠
𝑆
𝑠=1 ,  𝑝 = (𝛾 − 1)𝜌𝑒, 𝑓0 = ∑ 𝑓𝑠

0𝑆
𝑠=1 , 𝑒1 = 𝑐𝑉1𝑇,  𝑒 = 𝑇∑

𝜌𝑠

𝜌
𝑐𝑉𝑠

𝑆
𝑠=1 , 

𝑓0𝐻 = ∑ 𝑓𝑠
0𝐻𝑠.

𝑆
𝑠=1  В этих уравнениях: x − координата; t − время; 𝜌− плотность 

газа; 𝜌𝑠 − плотность s-ой компоненты примеси газа (парциальная плотность), 

s = 1 для несущей газовой компоненты; v − скорость газа; p − давление идеаль-

ного газа; 𝛾 − показатель адиабаты газа; T − температура газа; e − внутренняя 

энергия газа; 𝑓𝑠
0 − возможное изменение массы воздуха или его примесей, 𝐻𝑠 =

𝛾𝑠𝑒𝑠 − энтальпия этой массы воздуха или его примесей; 𝑓1 ≈ 4 × 10−4𝜌𝑣2 − си-

ла трения об стенки вентиляционной трубы; g − ускорение силы тяжести; 𝛽 − 

горизонтальный угол наклона вентиляционной трубы. 

Вводя в рассмотрение векторы: 𝑉 = {𝜌,𝑣,  𝑒}𝑇 ,   𝑈(𝑉) = {𝜌,  𝜌𝑣, 
𝜌𝑣2

2
+

𝜌𝑒}
𝑇
, 𝐹(𝑉) = {𝜌𝑣,  𝑝 + 𝜌𝑣2 ,  𝜌𝑣 (

𝑣2

2
+ 𝑒 +

𝑝

𝜌
)}
𝑇

, 𝑓 = {𝑓0 , 𝑓1 − 𝜌𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛽 , 𝑓0𝐻 −

𝜌𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑣}
𝑇
,систему уравнений (5.1) можно записать в векторно-дивергентной 

форме: 
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 (5.2) 

Число граничных условий, задаваемых на входах-выходах в вентиляцион-

ные трубы, зависит от знаков собственных чисел матрицы Якоби 𝐴 =
𝜕𝐹(𝑉)

𝜕𝑈(𝑉)
=

𝜕𝐹

𝜕𝑉
(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)
−1
= (𝛺−1𝛬𝛺). Их число определяется в зависимости от количества ха-

рактеристик, идущих из области интегрирования (трубы) на её границы. В со-

ответствии с этим, на входах-выходах в качестве граничных условий могут 

быть заданы как функции времени значение давления, температуры или скоро-

сти газа. Для замыкания системы уравнений на границе в качестве дополни-

тельных уравнений могут использоваться условия совместности: {𝜔𝑖 ⋅

(
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑥
)} вдоль идущих внутрь области интегрирования (трубы) характери-



32 

 

стик. Помимо граничных условий, для системы (5.1), (5.2) необходимо задавать 

также начальные условия: 𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0(𝑥),  𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥), 𝜌𝑆(𝑥, 0) = 𝜌𝑆0(𝑥). 
В областях сочленения труб и примыкающих комнатах используется трех-

мерная система уравнений газовой динамики с примесями в односкоростной и 

однотемпературной постановке с турбулентной вязкостью в правой части. Учет 

турбулентной вязкости производится согласно k-ε модели. При этом нетурбу-

лентной вязкостью мы пренебрегаем. В трехмерных областях уравнения при-

нимают вид: 
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 (5.3) 

𝜏𝑖𝑗 = 𝜇𝑡 ((
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

) −
2

3

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗) −
2𝜌𝑘

3
𝛿𝑖𝑗 ,   𝑖, 𝑗 = 1,2,3 . 

Система уравнений (5.3) аналогична (5.1) за исключением того, что здесь 

дополнительно учитывается турбулентная вязкость вместе с пристеночным 

трением, действующим на газ, что более корректно в трехмерной постановке. 

Скорость с силой тяжестью имеют три компоненты вдоль трех координатных 

осей: 1 2 3, ,x x x . В системе уравнений (5.3) появляются две новые переменные: 

𝑘– удельная турбулентная энергия и 𝜀 – скорость диссипации турбулентной 

энергии и используются следующие обозначения: 
2

0.09t

k
 =


 – коэффициент 

турбулентной вязкости; 𝜏𝑖𝑗  – тензор вязких напряжений. Для величин 𝑘 и 𝜀 за-

писываются два дополнительных уравнения, которые дополняют систему (5.3): 

 

( ) ( )

( ) ( )
1 2

,
2

,
2

ij ji t i
ij

i i k i j i

ij ji t i
ij

i i i j i

vk kv vk

t x x x x x

vv v
c c

t x x x k x x
 



          
+ =  + + −               


            
 + =  + + −                 

 (5.4) 

𝜎𝑘 = 1.0, 𝜎𝜀 = 1.3, 𝑐𝜀1 = 1.45, 𝑐𝜀2 = 1.92, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3. Граничные условия для 

этих величин на отражающих границах заданы, как 𝑘 = 0 и 𝜀 = 0. Начальные 

условия, для величин 𝑘, 𝜀 задаются в виде: 𝑘 =
0.038

𝑅𝑒0.25
𝑢2,  𝜀 =

𝑐𝜇
0.75𝑘1.5

ℓ
, ℓ =

0.07𝐿, где L − длина прямого участка моделируемой вентиляционной трубы. 
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Решение задачи Римана для многокомпонентного газа в одномерной по-

становке строится с помощью решения задачи Римана о распаде разрыва между 

однокомпонентными газами с различными показателями адиабаты. Примеси в 

нашей постановке переносятся со скоростью течения газа, поэтому разрыв 

между ними фактически эволюционирует как контактный разрыв. Таким обра-

зом, на границе ячеек задача сводится к решению задачи Римана вдоль нор-

мального направления скорости в трубе. 

Рассмотрим вентиляционную трубу в трехмерной постановке. Пусть на 

стенках трубы стоят отражающие граничные условия. Потоки на границе полу-

чаются из решения задачи Римана для одного и того же газа вдоль нормали к 

стенке трубы, но нормальная скорость газа снаружи стенки берется противопо-

ложной нормальной скорости газа внутри. Считаем, что газ, попадая в одно-

мерную трубу, теряет свой поперечный импульс практически мгновенно. Этого 

же эффекта можно добиться, не добавляя поперечный импульс в одномерные 

ячейки, то есть обнуляя соответствующие компоненты импульса поперек тру-

бы. Поскольку поперечная скорость газа в трубе теперь всегда будет равна ну-

лю, граничные условия на стенках трубы более не потребуются. 

Также на границе между трехмерными и одномерными вычислительными 

областями со стороны одномерной области, поперечные компоненты скорости 

вместе с удельной турбулентной энергий полагаются равными нулю. 
Для проверки корректности работы алгоритма численного сопряжения 

одномерных и трехмерных областей был поставлен модельный вычислитель-

ный эксперимент по расчету нестационарных процессов вентиляции в модель-

ной сети выработок угольной шахты. В частности, был проведен расчет про-

ветривания тупиковой выработки вентилятором местного проветривания. Рас-

четы проветривания тупика проводились для модельного участка сети, 

представленного на Рис. 5.6, и имеющего следующие размеры: длины верти-

кальных выработок 1−2, 6−7 – 100 м; длины горизонтальных выработок 2–3, 5-6 

– 400 м; длина тупиковой выработки 4-5 – 200 м; площадь сечений выработок 

была принята 10 м2. В тупиковой выработке по всей длине задавалась повы-

шенная концентрация метана 𝜌𝐶𝐻4 = 0.3 кг/м3. Квадратными сечениями на мо-

дельной сети выработок показаны границы расчетных зоны с трехмерной сет-

кой c размером ячейки – 0.33 × 0.33 × 0.33 м, на остальных участках сети ис-

пользовалась одномерная сетка с шагом – 0.66 м. 
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Рис. 5.6 Модельный участок сети, имеющий следующие размеры: длины вертикальных вы-

работок 1−2, 6−7 – 100 м; длины горизонтальных выработок 2–3, 5−6 – 400 м; длина тупико-

вой выработки 4−5 – 200 м; площадь сечений выработок была принята 10 м2, вентиляцион-

ной трубы 3−4 − 1 м2. Квадратными сечениями показаны границы расчетных зон с трехмер-

ной сеткой. 

В начальный момент времени на фоне стационарного режима проветрива-

ния сети задаваемого основным вентилятором (№ 1 на Рис. 5.1, скорость на вы-

ходе 2.1 м/с) в работу включается вентилятор местного проветривания, уста-

новленный в выработке на расстоянии – 10 м от сопряжения с тупиковой выра-

боткой 4-5 и подающий по специальному вентиляционному трубопроводу 3-4 

сечением 1 м2 поток воздуха к тупику выработки со скоростью 12 м/с (см. 

Рис. 5.1).  

После включения вентилятора местного проветривания из тупиковой вы-

работки 4−5 постепенно происходит вытеснение газа с повышенным содержа-

нием метана в выработку 5−6. В зоне сопряжения выработок происходит пере-

мешивание струи газа из тупика с газом, двигающимся к выходу из выработки 

5-6, в результате чего метан выдувается из выработки в атмосферу. Результаты 

расчетов распределения примеси метана в зоне сопряжения выработок в мо-

менты времени 5 c (вверху слева), 40 c (вверху справа), 130 c (внизу слева) и 

150 c (внизу справа) представлены на Рис. 5.2. 
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Рис. 5.2 Результаты расчетов распределения плотности примеси метана в зоне сопряжения 

выработок в моменты времени 5 c (вверху слева), 40 c (вверху справа), 130 c (внизу слева) и 

150 c (внизу справа). Сплошные линии на рисунках показывают изолинии течения газа. 

Использование трехмерных сеток в областях сочленения выработок позво-

ляет детально контролировать динамику течения газа и примесей. На Рис. 5.2 

мы можем частично наблюдать эффект обратного перетока метана из тупико-

вой выработки 4-5 в вентиляционную трубу 3-4 в случае задания высокой ско-

рости потока на вентиляторе местного проветривания, который хорошо заметен 

в момент времени 130 c. Тем не менее, мы видим, что метан в итоге доходит до 

вентиляционной трубы и со временем выдувается в атмосферу. Таким образом, 

разработанная математическая модель позволяет определять распределение га-

зодинамических параметров течения в трубопроводной сети и позволяет ре-

шать задачи динамического управления вентиляцией сети. 

В заключении сформулированы основные выводы диссертации. 
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