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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория абелевых групп дает яркий пример раз-
витой структурной теории. При этом важную роль в ней играют понятия
полной (делимой) и редуцированной группы. Напомним, что аддитивная абе-
лева группа 𝐺 называется полной, если для всякого натурального числа 𝑛 и
любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 уравнение 𝑛𝑥 = 𝑔 имеет в группе 𝐺 хотя бы одно
решение. Это эквивалентно следующему: для любого простого числа 𝑝 и лю-
бого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 уравнение 𝑝𝑥 = 𝑔 разрешимо в группе 𝐺. Группа, не
содержащая ненулевых полных подгрупп, называется редуцированной.

В работе [32] Л. М. Мартыновым было показано, что к определениям
этих понятий возможен другой подход, использующий теорию многообра-
зий групп. А именно, аддитивная абелева группа является полной тогда и
только тогда, когда она не имеет гомоморфизмов на ненулевые группы из
атомов решетки многообразий абелевых групп, которые исчерпываются се-
риями многообразий 𝒜𝑝 = 𝑣𝑎𝑟{𝑝𝑥 = 0} абелевых групп периода 𝑝 по всем
простым числам 𝑝. Это дало возможность Л.М. Мартынову определить в [32]
аналоги обозначенных понятий для произвольных (универсальных) алгебр.
Поскольку решетка 𝐿(𝒱) подмногообразий любого многообразия 𝒱 алгебр
является атомной, естественно назвать алгебру из 𝒱 (атомно) полной, ес-
ли у нее нет гомоморфизмов на нетривиальные алгебры из атомов решетки
𝐿(𝒱). Алгебра, не имеющая нетривиальных полных подалгебр, называется
(атомно) редуцированной.

Кроме понятий полноты и редуцированности, в [32] были определены
также естественные аналоги сервантности и слабой сервантности (чистоты)
и периодичности (в частности, примарности). Позднее Л. М. Мартыновым
в работе [11] была сформулирована обширная программа по их изучению
для произвольных алгебр. Исследование перечисленных понятий в последу-
ющие годы довольно интенсивно осуществлялось различными авторами как
в общей ситуации, так и для классических алгебр. Обзор этих результатов
содержится в работе [15]. Там же приведены основные факты о полных и ре-
дуцированных алгебрах; проблематика, обозначенная ранее в [11], дополне-
на новыми проблемами, естественно возникшими в свете новых результатов;
указаны возможные направления для дальнейших исследований.

Введенные Л. М. Мартыновым понятия полноты и редуцированности поз-
воляют указать следующий методологический подход к развитию структур-
ной теории алгебр, хорошо зарекомендовавший себя в теории абелевых групп.
Отправляясь от атомов решетки подмногообразий данного многообразия 𝒱
алгебр, которые зачастую определяются хорошими тождествами и их алгеб-
ры устроены довольно просто, с помощью расширений конструируются реду-
цированные алгебры с «блоками-факторами» из атомов. С другой стороны,
полные алгебры — это антиподы редуцированным, их нельзя «собрать» из
алгебр атомов, но иногда можно охарактеризовать исчерпывающим образом,
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как в случае абелевых групп (см., напр., [2, c. 88]) или унаров (см. [19]). По-
скольку во многих случаях алгебры из 𝒱 являются расширениями полных
алгебр с помощью редуцированных (см. [12]), изучение произвольных алгебр
из 𝒱 можно свести к изучению полных и редуцированных алгебр из 𝒱 и их
расширений.

В обзоре [15] отмечалось, что этот подход, будучи универсальным, не мо-
жет быть эффективно реализован для произвольных алгебр, и указывалось
на его возможную плодотворность, подтвержденную рядом проведенных ис-
следований, для тех видов алгебр, решетка подмногообразий которых имеет
«хорошие» атомы. В частности, этим качеством обладает многообразие всех
ассоциативных колец 𝐴𝑠𝑠(Z), атомы решетки 𝐿(𝐴𝑠𝑠(Z)) всех подмногооб-
разий которого исчерпываются (см. [35]) многообразиями 𝒵𝑝 = 𝑣𝑎𝑟{𝑝𝑥 =
0, 𝑥𝑦 = 0} и ℱ𝑝 = 𝑣𝑎𝑟{𝑝𝑥 = 0, 𝑥𝑝 = 𝑥} по всем простым числам 𝑝.

Приведем соответствующие определения для ассоциативных колец. Усло-
вимся далее под кольцом понимать ассоциативное кольцо (не обязательно со-
держащее единицу), а под идеалом кольца — его двусторонний идеал. Кольцо,
удовлетворяющее условию минимальности для левых идеалов, называется
артиновым слева. Далее под артиновым понимается артиново слева кольцо.

Пусть 𝒳 — некоторое подмногообразие многообразия 𝐴𝑠𝑠(Z). Кольцо
называется 𝒳 -полным, если оно не имеет гомоморфизмов на ненулевые коль-
ца из многообразия 𝒳 . Кольцо называется (атомно) полным, если оно не
имеет гомоморфизмов на ненулевые кольца из атомов 𝒵𝑝 и ℱ𝑝 решетки под-
многообразий 𝐿(𝐴𝑠𝑠(Z)), по всем простым 𝑝. Если кольцо не имеет ненулевых
атомно полных подколец, то оно называется (атомно) редуцированным. Да-
лее слово «атомно» будем опускать, а понятие «редуцированное кольцо» ис-
пользовать в обозначенном нами смысле (в отличие от, к примеру, [34, с. 201],
где под редуцированным кольцом понимается кольцо без ненулевых нильпо-
тентных элементов). Заметим, что нулевое кольцо является одновременно
полным и редуцированным.

В силу основного результата работы [12], в любом кольце 𝑅 существует
наибольшее полное подкольцо 𝐶(𝑅), которое является идеалом в 𝑅, а фак-
торкольцо 𝑅/𝐶(𝑅) является редуцированным. Кроме того, согласно утвер-
ждениям 1, 2 работы [11], класс ℛ всех полных колец является замкнутым
относительно гомоморфных образов и расширений, а согласно утверждению 5
той же работы, класс 𝒮 всех редуцированных колец замкнут относительно
взятия подколец, прямых произведений (в частности, прямых сумм) и расши-
рений. При этом идеал 𝐶(𝑅) содержит любое полное подкольцо кольца 𝑅. Это
означает, что в многообразии 𝐴𝑠𝑠(Z) определен строгий радикал (в смысле
Куроша и Амицура, [30, c. 22]), где ℛ — радикальный класс, а 𝒮 — полупро-
стой класс. Идеал 𝐶(𝑅) кольца 𝑅 называется полным радикалом кольца 𝑅.

Цели и задачи работы. Основной целью диссертации является иссле-
дование вопросов полноты и редуцированности для ассоциативных артино-
вых слева колец.
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Выбор артиновых колец, как объектов для изучения понятий полноты
и редуцированности, обусловлен рядом причин. Прежде всего, программа
по изучению обозначенных понятий работы [15] содержит ряд проблем, по-
ставленных для конечных алгебр, а класс артиновых колец включает в себя
класс конечных колец. Также, заметную роль при исследовании артиновых
колец играет структурная теория, в основе которой лежит радикал Джекоб-
сона. Наконец, важное значение имеет тот факт, что для аддитивной группы
артинова кольца известна точная структурная теорема (см., к примеру, тео-
рема 122.4 [28, c. 349]). Это дает возможность в полной мере использовать
предложенный Л. М. Мартыновым единый подход к определению понятий
полноты и редуцированности, который позволяет выражать свойства арти-
нова кольца через одноименные свойства его аддитивной группы, и наоборот.

Цель диссертационного исследования реализуется в следующих задачах:
1. Описание полных (в частности, минимально полных) ассоциатив-

ных артиновых слева колец. В программе исследования понятий полноты и
редуцированности работы [15] эта задача относится к проблемам 3.7 харак-
теризации конечных полных алгебр и 3.10 характеризации минимально пол-
ных алгебр для данного многообразия алгебр. Заметим, что в случае групп,
проблема 3.7 равносильна описанию конечных групп, совпадающих со своим
коммутантом.

Для произвольных алгебр, нетривиальная полная алгебра называется
минимально полной, если она не имеет собственных нетривиальных подал-
гебр. Хорошо известно, что любая полная абелева группа является прямой
суммой минимально полных абелевых групп, которые с точностью до изо-
морфизма исчерпываются аддитивной группой поля рациональных чисел Q
и квазициклическими группами 𝐶𝑝∞ по всем простым 𝑝. Кроме того, как и для
абелевых групп, в случае произвольных алгебр, понятие полноты оказывает-
ся тесно связанным с понятием чистоты. Например, любая полная алгебра
всегда является всюду чистой, любая минимально полная алгебра являет-
ся простой по чистоте алгеброй и т. д. (см. [15]). Все это делает актуальной
задачу описания полных и минимально полных ассоциативных колец.

Изучением проблемы 3.7 характеризации полных конечных алгебр зани-
мались многие авторы. Работы [7,24,26] посвящены изучению этой проблемы
в случае полугрупп; полные унары характеризуются в работе [19]; полные
решетки изучались в работе [22]. Изучение проблемы 3.10 характеризации
минимально полных алгебр, для модулей осуществлялось в работе [21]; для
минимально полных полугрупп — в работах [3–6, 25]; работа [18] содержит
исчерпывающее описание минимально полных унаров.

2. Описание редуцированных ассоциативных артиновых слева колец.
Эта задача относится к проблеме 3.8 работы [15] характеризации конечных
редуцированных алгебр для данного многообразия алгебр. Заметим, что в
случае групп указанным в проблеме 3.8 свойством обладают только разре-
шимые (в обычном смысле) конечные группы.
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Ясно, что кольцо, принадлежащее любому атому решетки 𝐿(𝐴𝑠𝑠(Z))
подмногообразий ассоциативных колец, является редуцированным. Заметим,
из предложения 4.2.5 работы [15] следует (как упоминалось выше), что ре-
дуцированные кольца как бы «собраны» из атомов 𝒵𝑝 и ℱ𝑝, так как облада-
ют рядом идеалов (конечным в случае артиновых колец), факторы которого
принадлежат атомам решетки 𝐿(𝐴𝑠𝑠(Z)). Актуальность изучения редуци-
рованных колец состоит в том, что всякое ассоциативное кольцо, как уже
упоминалось, есть расширение полного кольца с помощью редуцированного
(см. [12]). Этим, изучение произвольных колец из 𝐴𝑠𝑠(Z), можно свести к
изучению полных и редуцированных колец из 𝐴𝑠𝑠(Z) и их расширений.

Проблема 3.8 характеризации конечных редуцированных алгебр данного
многообразия алгебр исследовалась различными авторами: для модулей в
работе [20]; в работах [13,14,16,26] для полугрупп; для унаров в работе [23].

3. Изучение поведения полного радикала относительно некоторых коль-
цевых конструкций. Как упоминалось выше, класс всех полных колец за-
мкнут относительно гомоморфных образов, расширений и прямых произ-
ведений, а класс всех редуцированных колец замкнут относительно взятия
подколец, прямых произведений и расширений. Чтобы строить кольца, не
являющиеся полными или редуцированными, важно знать, какие еще коль-
цевые конструкции не выводят за пределы соответствующих классов полных
и редуцированных колец. В решении этой задачи остановимся на следующих
подзадачах:

3.1. Получение условий полноты для полугруппового кольца. Решением
этой задачи в некоторых частных случаях занимались также другие авторы.
В работе [37] дается описание полного радикала группового кольца над конеч-
ным простым полем и характеризуются редуцированные групповые кольца
конечных групп над конечными простыми полями. В работе [8] вычислен
полный радикал группового кольца над кольцом целых чисел. В работе [33]
изучается задача нахождения полного радикала моноидного кольца.

3.2. Описание полного радикала кольца всех квадратных матриц над
произвольным ассоциативным кольцом, является естественной задачей изу-
чения поведения полного радикала относительно известнейшей кольцевой
конструкции. Дополнительным аргументом здесь служит тот факт, что коль-
цо всех квадратных матриц над произвольным артиновым кольцом, также
артиново (см., напр., теорему 28.3, [31, c. 138]). Аналогичная задача харак-
теризации полного радикала для матричных алгебр Ли над любым кольцом
операторов была решена в работе [1]. Также широко известным является (см.,
например, [29], теорема 1.2.6, с. 22) поведение радикала Джекобсона при его
переходе от кольца 𝑅 к кольцу 𝑀𝑛(𝑅) всех матриц порядка 𝑛 над 𝑅. Соот-
ветствующий результат утверждает, что 𝐽(𝑀𝑛(𝑅)) = 𝑀𝑛(𝐽(𝑅)).

3.3. Описание расщепляемых ассоциативных артиновых слева колец.
Эту задачу можно отнести к проблеме 3.3 работы [15] характеризации нере-
дуцированных (сильно) расщепляемых многообразий алгебр. В соответствии
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с [15], кольцо 𝑅 называется расщепляемым, если полный радикал в нем от-
деляется прямым слагаемым. Если 𝑅 = 𝐶(𝑅) ⊕ 𝐴, где 𝐴 — идеал, то 𝐶(𝑅)
назовем отщепляемым полным радикалом, а идеал 𝐴 дополняющим идеалом.

Хорошо известно, что любая абелева группа является прямой суммой
своих полной и редуцированной подгрупп. Более того, в случае абелевых
групп любая полная подгруппа выделяется прямым слагаемым. Естествен-
ность аналогичной задачи для колец объясняется простотой и конструктив-
ностью построения расширений полных колец с помощью редуцированных.
Класс расщепляемых колец довольно широк — расщепляемыми являются
все полные и все редуцированные кольца, а также кольца с нулевым умноже-
нием. Расщепляемыми являются все артиновы полупростые по Джекобсону
кольца, так как такие кольца, согласно теореме Веддербёрна-Артина (см.,
например, [29], теоремы 1.4.4 и 2.1.6) представляют собой конечную прямую
сумму простых колец, каждое из которых изоморфно полному матричному
кольцу над некоторым телом, а любое простое кольцо является либо полным,
либо редуцированным.

В общем случае задача описания расщепляемых алгебр, в том числе ас-
социативных колец, является, по-видимому, весьма трудной (впрочем, как и
описание ассоциативных колец с отщепляемым радикалом Джекобсона). Си-
туация резко меняется, если ограничиться задачей описания многообразий
или псевдомногообразий конечных алгебр, все алгебры которых расщепляе-
мы. В работе [27] эта задача решена для псевдомногообразий конечных полу-
групп, а в [17] для сильно расщепляемых многообразий групп и полугрупп.
Другим ярким примером, подтверждающим сказанное, является известное
(см. [36]) описание многообразий ассоциативных колец с отщепляемым ради-
калом Джекобсона. В диссертации не ставилась задача описания расщепляе-
мых многообразий и псевдомногообразий конечных ассоциативных колец.

Методы исследования. Работа опирается на классические теоретико-
кольцевые методы, используемые при исследовании ассоциативных неком-
мутативных колец и частные приемы, определяемые спецификой артиновых
колец.

Научная новизна, теоретическая и практическая значимость.
Основные результаты диссертации являются новыми, носят теоретический
характер и могут использоваться в дальнейших исследованиях ассоциатив-
ных колец. Полученные результаты решают ряд естественных вопросов, вхо-
дящих в рамки проблематики работы [15], могут применяться при чтении
спецкурсов и написании монографий по теории колец.

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следую-
щие основные результаты диссертационного исследования.

1. Характеризация полных ассоциативных артиновых колец, в частно-
сти, полных конечных колец [40].

2. Характеризация редуцированных ассоциативных артиновых колец [42],
которые оказываются конечными [38].
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3. Описание с точностью до изоморфизма всех минимально полных ас-
социативных артиновых колец [38,48].

4. Критерий полноты полугруппового кольца, в частности, артинова
группового кольца [37].

5. Описание полного радикала полного матричного кольца над произ-
вольным ассоциативным кольцом, критерий полноты такого кольца над ас-
социативным артиновым кольцом [41].

6. Утверждение о расщепляемости ассоциативного коммутативного ар-
тинова кольца без квазициклических аддитивных подгрупп и критерий рас-
щепляемости ассоциативного артинова кольца с правой единицей [39].

Кроме того, в диссертации получены другие результаты, имеющие само-
стоятельное значение для всего класса артиновых колец. Например, предло-
жение 2.14 дает критерий конечности артинова кольца; предложение 3.8 есть
критерий существования правой единицы в артиновом слева кольце, который
обобщает известный аналогичный результат для конечных колец.

Апробация результатов работы. Результаты диссертации представ-
лялись на международной конференции по математике и механике, посвя-
щенной 125-летию ТГУ и 55-летию ММФ (Томск, 2003); международной кон-
ференции «Мальцевские чтения» (Новосибирск, 2015), посвященной 75-летию
Ю. Л. Ершова; всероссийской конференции по математике и механике (Томск,
2018), посвященной 140-летию ТГУ и 70-летию ММФ; докладывались на за-
седаниях алгебраического семинара ОмГПУ, Омского алгебраического семи-
нара ОФ ИМ СО РАН, научном семинаре по теории колец АлтГПУ.

Публикации. Результаты диссертации представлены в двенадцати пе-
чатных изданиях [37–48], из них восемь статей, три из которых опублико-
ваны в журналах, входящих в перечень рецензируемых научных изданий
ВАК [37–39], три в тезисах конференций [45–47]. Основной результат дис-
сертации, опубликованный в совместной работе [37], принадлежит автору.

Структура и содержание работы. Диссертация содержит 92 стра-
ницы и состоит из трех разделов, разбитых в совокупности на девять под-
разделов, введения, заключения и списка литературы. Библиография работы
содержит 121 наименование.
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Краткое содержание работы

Раздел 1 «Предварительные сведения» содержит все необходимые све-
дения: перечень используемых обозначений, определения основных понятий
и пр. В подразделе 1.1 «О строении ассоциативных артиновых колец» осо-
бое внимание уделено строению артинова кольца и его аддитивной группы,
которое оказывает существенное влияние на свойства кольца. Подраздел 1.2
«Краткие сведения из теории радикалов колец» посвящен изложению основ
общей теории радикалов колец. В подразделе 1.3 «О полном радикале ас-
социативного кольца» определяются классы полных и редуцированных ко-
лец как радикальных и полупростых классов соответственно, перечисляются
свойства этих классов, дается определение полного радикала кольца и сопут-
ствующих понятий.

Раздел 2 «Полные и редуцированные артиновы кольца» посвящен изу-
чению полных, редуцированных и минимально полных артиновых колец.

Целью подраздела 2.1 «Полные артиновы кольца» является характери-
зация полных артиновых колец. Его основной результат формулируется так.

Теорема 1. Артиново кольцо 𝑅 является полным тогда и только то-
гда, когда для его идеала 𝑅2 выполняются следующие условия:
1) 𝑅2 является идемпотентным артиновым кольцом и если 𝑅2 ̸= (0),

то 𝑅2/𝐽(𝑅2) ∼=
𝑘⨁︀

𝑖=1

𝑀𝑛𝑖
(𝐾𝑖), где 𝐾𝑖 — тело, 𝑀𝑛𝑖

(𝐾𝑖) ̸∼= 𝐺𝐹 (𝑝) для всех

𝑖 = 1, ..., 𝑘;

2) если 𝑅2 ̸= 𝑅, то 𝑅/𝑅2 ∼=
𝑛⨁︀

𝑗=1

𝐶0
𝑝∞𝑗

.

Следствие 2.8 из теоремы 1 утверждает, что полнота артинова идемпо-
тентного кольца (кольца, совпадающего со своим квадратом), эквивалентна
полноте его факторкольца по радикалу Джекобсона. Из теоремы 1 также
следует описание полных конечных колец.

Следствие 2.9. Конечное ненулевое кольцо 𝑅 является полным тогда
и только тогда, когда выполняются следующие условия:
1) кольцо 𝑅 идемпотентно, т. е. 𝑅2 = 𝑅;

2) 𝑅/𝐽(𝑅) — полное кольцо, изоморфное
𝑘⨁︀

𝑖=1

𝑀𝑛𝑖
(𝐺𝐹 (𝑝𝑠𝑖𝑖 )), где 𝑠𝑖 + 𝑛𝑖 > 2

для всех 𝑖 = 1, ..., 𝑘.

Следствие 2.9 полностью характеризует ненулевые полные конечные ас-
социативные кольца. Тем самым, для ассоциативных колец решается пробле-
ма 3.7 [15] описания конечных полных алгебр. Вспомогательные утвержде-
ния подраздела в том числе характеризуют полные нильпотентные кольца
в общем случае (лемма 2.6) и в случае артинова кольца (лемма 2.7). Лемма
2.7 утверждает, что всякое полное артиново нильпотентное кольцо является
кольцом с нулевым умножением и аддитивной группой, изоморфной конеч-
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ной прямой сумме квазициклических групп.
Основной результат подраздела 2.2 «Редуцированные артиновы кольца»

характеризует все редуцированные артиновы кольца. Прежде чем привести
формулировку основного результата, заметим (как будет показано далее), что
наибольшее полное по всем многообразиям ℱ𝑝 подкольцо 𝐶ℱ(𝑅) произволь-
ного кольца 𝑅 также является идеалом и радикалом, который называется
ℱ -полным радикалом кольца 𝑅. Аналогично определяется 𝒵-полный радикал
𝐶𝒵(𝑅) как наибольшее полное по всем многообразиям 𝒵𝑝 подкольцо в 𝑅.

Теорема 2. Артиново кольцо 𝑅 является редуцированным тогда и
только тогда, когда 𝑅 является конечным кольцом с ℱ-полным радикалом

𝐶ℱ(𝑅) = 𝐽(𝑅) и либо 𝑅 = 𝐽(𝑅), либо 𝑅/𝐽(𝑅) ∼=
𝑛⨁︀

𝑖=1

𝐺𝐹 (𝑝𝑖).

Из теоремы 2 следует, что любое артиново редуцированное кольцо 𝑅
является конечным кольцом, которое либо нильпотентно, либо его фактор-
кольцо 𝑅/𝐽(𝑅) изоморфно конечной прямой сумме простых конечных по-
лей. Теорема 2 решает проблему 3.8 [15] описания конечных редуцирован-
ных алгебр в случае ассоциативных колец. Вспомогательным утверждением,
имеющим важное значение для доказательства основного результата и для
последующих подразделов, а также представляющее самостоятельный инте-
рес для теории артиновых колец, является следующий критерий конечности
артинова кольца.

Предложение 2.14. Артиново кольцо 𝑅 является конечным тогда и
только тогда, когда выполняются следующие условия:
1) 𝑚𝑅 = (0) для некоторого 𝑚 ∈ N;
2) факторкольцо по радикалу Джекобсона 𝑅/𝐽(𝑅) конечное.

Целью подраздела 2.3 «Минимально полные артиновы кольца» является
описание всех минимально полных ассоциативных артиновых слева колец.
Основной результат формулируется следующим образом.

Теорема 3. Артиново кольцо является минимально полным тогда и
только тогда, когда изоморфно одному из следующих колец:
1) кольцу с нулевым умножением 𝐶0

𝑝∞ для некоторого простого числа 𝑝;
2) полю рациональных чисел Q;
3) кольцу Галуа 𝐺𝑅(𝑝𝑛𝑞, 𝑝𝑛), для некоторого 𝑛 ∈ N и простых чисел 𝑝 и 𝑞.

Теорема 3 дает исчерпывающее описание всех минимально полных ар-
тиновых колец. Из нее следует, что минимально полные кольца тесно свя-
заны с классом колец Галуа. Напомним, кольцом Галуа порядка 𝑝𝑛𝑘 и ха-
рактеристики 𝑝𝑛 называется факторкольцо 𝑍𝑝𝑛[𝑥]/(𝑓(𝑥)), где 𝑓(𝑥) — унитар-
ный многочлен степени 𝑘, образ которого при естественном гомоморфизме
𝑍𝑝𝑛[𝑥] → 𝑍𝑝[𝑥] является неприводимым над 𝑍𝑝 многочленом. Кольцо Галуа
с точностью до изоморфизма определяется числами 𝑝, 𝑛 и 𝑘 и обозначается
𝐺𝑅(𝑝𝑛𝑘, 𝑝𝑛). Так как 𝐺𝑅(𝑝𝑛, 𝑝𝑛) ∼= 𝑍𝑝𝑛 и 𝐺𝑅(𝑝𝑘, 𝑝) ∼= 𝐹𝑝𝑘 , то класс колец Га-
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луа включает в себя как класс всех конечных полей, так и класс колец клас-
сов вычетов по модулю 𝑝𝑛. Кольца Галуа впервые рассматривал В.Крулль
(W. Krull, 1924). Хотя изложение полученных им результатов содержится в
его книге (1935), они были забыты и вновь получены в работах Г. Дж. Януша
(G. J. Janusz, 1966) и Р.Рагавендрана (R.Raghavendran, 1969). В настоящее
время кольца Галуа играют важную роль в структурной теории конечных
ассоциативных колец и в приложениях.

Заметим также, что, к сожалению, основной результат подраздела в
опубликованном в статье [38] варианте содержит неточность. Кольца пункта
3) теоремы 5 [38], изоморфные 𝑀2(𝑍𝑝𝑛) по всем простым числам 𝑝 и нату-
ральным числам 𝑛, не являются минимально полными, так как:

1) кольцо всех матриц 𝑀2(𝐺𝐹 (𝑝)) второго порядка над простым конеч-
ным полем 𝐺𝐹 (𝑝) не является минимально полным — согласно представле-
нию полей матрицами (см., напр., [10, с. 90]), для любого простого числа 𝑝,
кольцо 𝑀2(𝐺𝐹 (𝑝)) содержит подкольцо, изоморфное полному полю 𝐺𝐹 (𝑝2).

2) конечное идемпотентное кольцо 𝑅, где 𝑝𝑘𝑅 = (0) для некоторого про-
стого числа 𝑝 и натурального 𝑘, согласно лемме 2.34, является минимально
полным тогда и только тогда, когда факторкольцо 𝑅/𝑝𝑅 минимально полное.

Исправление формулировки теоремы 5 работы [38] опубликовано в [48].
Подраздел 2.3 содержит большое число вспомогательных утверждений,

часть из которых имеет и самостоятельное значение. Лемма 2.17 утвержда-
ет (за некоторыми ограничениями) свойство полного радикала, аналогичное
свойству радикала Джекобсона (см., например, теорему 1.3.3 [29, c. 28]).

Лемма 2.17. Для главного идемпотента 𝑒 ненильпотентного арти-
нова кольца 𝑅 выполняется равенство 𝐶(𝑒𝑅𝑒) = 𝑒𝐶(𝑅)𝑒.

Идемпотент 𝑒 кольца 𝑅 называется главным, если 𝜙(𝑒) — единица коль-
ца 𝑅/𝐽(𝑅) при естественном гомоморфизме 𝜙 : 𝑅 → 𝑅/𝐽(𝑅). Известно, что
всякое ненильпотентное артиново кольцо содержит ненулевой главный идем-
потент. Из леммы 2.17 следует, что полнота (редуцированность) артинова
кольца тесно связана с полнотой (редуцированностью) некоторого артинова
кольца с единицей (следствие 2.18), а ненильпотентное минимально полное
артиново кольцо 𝑅 содержит единицу (следствие 2.19).

Лемма 2.20. Если любая убывающая цепочка идеалов кольца 𝑅, содер-
жащихся в его идеале 𝐼, стабилизируется на некотором конечном шаге,
то из редуцированности кольца 𝑅 следует редуцированность кольца 𝑅/𝐼.

Лемма 2.20 имеет два важных следствия. Следствие 2.21 утверждает,
что гомоморфный образ артинова редуцированного кольца также является
редуцированным кольцом, что не выполняется в общем случае — к приме-
ру, для кольца многочленов 𝐹𝑝[𝑥] над простым конечным полем это не так.
Следствие 2.22 утверждает, что гомоморфный образ минимально полного ко-
нечного кольца является минимально полным кольцом.
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В разделе 3 «Полный радикал артиновых колец» изучаются вопросы
полноты для полугрупповых и матричных колец, исследуются условия рас-
щепляемости для артиновых колец. В подразделе 3.1 «Полнота полугруппо-
вых колец» приводится критерий полноты полугруппового кольца. Основным
результатом подраздела 3.1 является следующая теорема.

Теорема 4. Для кольца 𝑅 с единицей и полугруппы 𝑆 выполняется:
1) если аддитивная группа 𝑅+ кольца 𝑅 полная, то полугрупповое кольцо
𝑅𝑆 является полным кольцом;
2) если 𝑅+ не является полной группой, то полугрупповое кольцо 𝑅𝑆 будет
полным тогда и только тогда, когда будет полным кольцо 𝑅 и 𝑆2 = 𝑆.

Известно (см., например, [9], с. 244, предложение 6), что групповое коль-
цо 𝑅𝐺 будет артиновым тогда и только тогда, когда кольцо 𝑅 артиново, а
группа 𝐺 конечная. Поэтому следующее следствие из теоремы 4 характери-
зует все полные артиновы групповые кольца.

Следствие 3.2. Для артинова кольца 𝑅 с единицей и конечной группы
𝐺, групповое кольцо 𝑅𝐺 будет полным тогда и только тогда, когда кольцо
𝑅 является полным.

В подразделе 3.2 «Полный радикал кольца всех квадратных матриц над
произвольным ассоциативным кольцом» дан критерий полноты кольца мат-
риц 𝑀𝑛(𝑅) над любым кольцом 𝑅. Он позволяет охарактеризовать полный
радикал в таких кольцах, что составляет основной результат подраздела:

Теорема 5. Полный радикал кольца 𝑀𝑛(𝑅) всех матриц порядка 𝑛 > 1
над кольцом 𝑅 равен 𝑀𝑛(𝐶𝒵(𝑅)), где 𝐶𝒵(𝑅) — 𝒵-полный радикал кольца 𝑅.

Хорошо известно, что кольцо всех матриц 𝑀𝑛(𝑅) над кольцом 𝑅 арти-
ново в точности тогда, когда кольцо 𝑅 артиново (см., напр., теорему 28.3, [31,
c. 138]). Поэтому следствие ниже из теоремы 5 является критерием полноты
для артинова кольца, изоморфного кольцу всех матриц некоторого порядка.

Следствие 3.4. Кольцо 𝑀𝑛(𝑅) всех матриц порядка 𝑛 > 1 над арти-
новым кольцом 𝑅 есть полное кольцо тогда и только тогда, когда кольцо
𝑀𝑛(𝑅/𝑅2) полное.

Следствие 3.6 из теоремы 5 утверждает, что любое конечное кольцо вло-
жимо в полное конечное кольцо. В случае ассоциативных колец это решает
проблему 3.9 [15] характеризации многообразий алгебр, в которых любая ко-
нечная алгебра вложима в полную конечную алгебру.

Целью подраздела 3.3 «Об артиновых кольцах с отщепляемым полным
радикалом» является получение критерия расщепляемости для артиновых
колец с односторонней единицей, а также изучение вопроса расщепляемо-
сти коммутативного артинова кольца. В коммутативном случае справедлива
теорема 6.

12



Теорема 6. Коммутативное артиново кольцо 𝑅, аддитивная группа
которого не содержит квазициклических подгрупп, является расщепляе-
мым.

Следствие 3.14 является критерием расщепляемости кольца с единицей.

Следствие 3.14. Кольцо 𝑅 с единицей является расщепляемым тогда
и только тогда, когда полный радикал 𝐶(𝑅) также есть кольцо с единицей.

Основной результат подраздела формулируется следующим образом.

Теорема 7. Для артинова слева кольца 𝑅 с правой единицей 𝑒 следу-
ющие условия эквивалентны:
1) кольцо 𝑅 расщепляемо;
2) кольцо 𝑒𝑅 расщепляемо;
3) полный радикал кольца 𝑒𝑅 является кольцом с единицей.

В заключении приведен перечень основных результатов диссертации,
отмечена плодотворность предложенной в работах [15,32] проблематики для
ассоциативных колец, указаны возможные пути дальнейших исследований.

Автор выражает глубокую благодарность и признательность своему на-
учному руководителю, профессору Леониду Матвеевичу Мартынову за ин-
тересные постановки задач, терпеливое и внимательное отношение к работе,
постоянную помощь и всестороннюю поддержку.
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