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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Исследование вибрационных воздействий на газо-

жидкостные системы представляет важную научную проблему механики

многофазных сред в связи с многочисленными приложениями к различным

технологическим процессам. Этой проблеме посвящены известные моногра-

фии Нигматулина Р.И. [9, 10], Ганиева Р.Ф. [4], Блехмана И.И. [1] и других

ученных как в России, так и за рубежом. Наблюдаемое слияние пузырьков

при вибрационных воздействиях на газожидкостные системы — явление, ко-

торое изучается более ста лет, начиная с работ С.А. Бьеркнеса и В. Бьеркнеса

[12]. Бьеркнесы теоретически и экспериментально установили, что на боль-

шом расстоянии между пульсирующими в фазе сферическими пузырьками

возникает сила притяжения обратно пропорциональная квадрату расстояния.

Тем не менее, проблема слияния двух газовых пузырьков в жидкости при

вибрационном воздействии – одна из основных нерешенных до сих пор про-

блем гидродинамики многофазных сред. От ее решения зависит корректность

моделирования газожидкостных смесей, часто используемых в инженерных

приложениях.

Наблюдения показывают, что сближение пузырьков под действием

сил Бьеркнесов, известных на больших расстояниях как силы притяжения, не

всегда заканчивается слиянием [7]. Поскольку сила Бьеркнеса является глав-

ной асимптотикой силы гидродинамического взаимодействия двух пульсиру-

ющих сфер на большом расстоянии их друг от друга, она не применима для

описания движения сфер при приближении их к контакту. Вблизи контакта

структура гидродинамических сил существенно сложнее главной асимптоти-

ки Бьеркнесов. В этой структуре нужно учитывать не только инерцию, но и

вязкость жидкости. При этом каждый из этих эффектов связан с решением

сложных краевых задач математической физики.

Эффекты слияния и дробления пузырьков, которые часто игнориру-

ются, являются основными факторами, влияющими на дисперсный состав

газожидкостной системы. Диссертация направлена на исследование эффек-

тов слияния пузырьков.
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Степень разработанности темы. Самым распространенным под-

ходом к исследованию гидродинамического взаимодействия пульсирующих

пузырьков, начатым более ста лет назад С.А. Бьеркнесом и В. Бьеркнесом,

является представление силы в виде разложения по обратным расстояниям

между пузырьками, что мало эффективно ввиду слабой сходимости разло-

жений вблизи контакта.

Известны частные математические исследования силы, полученные

переразложениями рядов по другому параметру: расстоянию между поверх-

ностями сфер, который при приближении к контакту стремится к нулю. Та-

кие исследования были выполнены для случая твердых шаров в идеальной

жидкости (Raszilier et al. 1990 [22]), в вязкой жидкости (Jeffrey 1982 [16]).

Для случая пульсирующих сфер имеется недавнее исследование (Michelin et

al. 2019 [20]), найдена главная асимптотика вязкой силы для расширяюще-

гося пузырька у стенки. Для двух пульсирующих сферических пузырьков

равных радиусов главные асимптотики для инерционной и вязкой сил най-

дены Петровым А.Г. 2011 [11]. Им построены дифференциальные уравнения

для их сближения.

Цели работы. Определение безразмерных параметров, влияющих

на слияние пузырьков произвольных радиусов и отсутствие его. Определе-

ние критериев, при которых пузырьки не будут сливаться.

Основные задачи исследования:

• Точное решение задач о силах вязкого и невязкого взаимодействия двух

пульсирующих сфер в жидкости.

• Асимптотические разложения сил вязкого и невязкого взаимодействия

двух пульсирующих сфер в жидкости вблизи контакта.

• Асимптотическое уравнение динамики пузырьков, пульсирующих в пе-

ременном поле давления вблизи контакта.

• Вывод условий слияния и отсутствия слияния пузырьков.

Научная новизна.
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• С помощью точного решения краевой задачи для функции тока най-

дено новое выражение для кинетической энергии идеальной жидкости

при движении в ней двух пульсирующих сфер. Это выражение удобно

для получения разложений сил гидродинамического взаимодействия по

малому расстоянию между поверхностями сфер.

• Из решения краевой задачи для уравнений Стокса вязкой жидкости по-

лучены точные выражения для вязких сил, действующих на две пуль-

сирующие сферы.

• Получены асимптотические разложения по малому расстоянию между

поверхностями сфер для сил гидродинамического взаимодействия пуль-

сирующих сфер вблизи их контакта в идеальной и вязкой жидкостях.

• Проведены численное и асимптотическое исследования уравнений сбли-

жения пульсирующих пузырьков вблизи контакта.

• Методом осреднения динамики двух пульсирующих пузырьков вблизи

их контакта дан вывод условий слияния и отсутствия слияния пузырьков

различных радиусов.

Теоретическая и практическая значимость. Выведены уравне-

ния динамики пульсирующих пузырьков вблизи контакта. Методом осред-

нения найдены условия, при которых происходит слияние пузырьков, а так-

же найдены условия, при которых процесс сближения заканчивается пери-

одическими колебаниями на конечном расстоянии сфер друг от друга. До-

стоверность условий слияния и отсутствия его доказывается сравнением с

численным решением динамических уравнений. Эти результаты можно ис-

пользовать для эффективного освобождения газовой фазы из газожидкост-

ной системы. Такие процессы типичны в химико технологических и биотех-

нологических реакторах [21], а также при водоочистке и обогащении [5]. В

последние годы активно исследуется применение акустического воздействия

на пузырьки с целью терапии и доставки лекарств [13]. Процессы слияния
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пузырьков необходимо учитывать для увеличения эффективности таких ме-

тодов, а также для их безопасности.

Методология и методы исследования. Исследование базируется

на построении точных решений для функции тока течения жидкости для

двух сфер переменного радиуса, скорости центров которых направлены по

линии центров сфер. Решения строятся как для идеальной жидкости так и

для вязкой жидкости в приближении Стокса с различными граничными усло-

виями. Динамические уравнения составляются с помощью метода Лагран-

жа и упрощаются методом Рауса исключения циклической координаты. Эти

уравнения решаются численно и методом осреднения.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Показано, что для частоты акустического воздействия много меньше

собственной частоты колебаний пузырьков относительные амплитуды

колебаний пузырьков меняются по одинаковому гармоническому зако-

ну с частотой равной частоте акустического воздействия.

2. Уравнения движения пузырьков записаны в виде уравнений Лагранжа

второго рода. Функцией Лагранжа является кинетическая энергия жид-

кости, создаваемая движением в ней по линии центров двух сфер, ради-

усы которых меняются по найденному гармоническому закону; обобщен-

ные координаты - координаты центров сфер, обобщенные силы - вязкие

силы.

3. Кинетическая энергия жидкости представлена в виде квадратичной

формы от четырех скоростей центров сфер и их радиусов. Все коэффи-

циенты найдены точно и выражены через функции зазора между сфе-

рами.

4. Коэффициенты кинетической энергии представлены в виде разложений

по зазору между сферами с любой степенью точности.

5. Для движения двух сфер переменных радиусов в вязкой жидкости в при-

ближении Стокса дано точное решение задачи о силе, действующей на
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сферы для различных видов граничных условий. Вязкая сила выражена

точно через зазор между сферами.

6. Для различных видов граничных условий для силы получено асимпто-

тическое разложение вязкой силы по зазору между сферами.

7. Доказано, что сингулярности гидродинамических сил равны по вели-

чине и противоположны по знаку, что позволяет уравнения динамики

методом Рауса свести к одному уравнению.

8. Методом осреднения найдено разложение безразмерной силы по мало-

му зазору между сферами с коэффициентами, зависящими от трех без-

размерных параметров: отношения радиусов, относительной амплитуды

давления и параметра вязкости. Полученная функция определяет усло-

вия слияния и отсутствия слияния пузырьков в пульсирующем поле дав-

ления.

9. Получен критерий слияния и отсутствия слияния пузырьков. Найдено

критическое отношение радиусов пузырьков равное 2,8. Если отноше-

ние радиусов пузырьков меньше критического, пузырьки в акустической

волне сливаются. При большем отношении радиусов слияние может не

происходить.

Достоверность. Достоверность полученных автором точных и

асимптотических решений обосновывается сравнением с ранее полученными

решениями в иной форме с помощью других методов, совпадение с частным

решением для сфер с постоянными и переменными радиусами в работах оте-

чественных и зарубежных авторов. Проводится контроль асимптотических

решений численными решениями выведенных точных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты работы в разное время

докладывались и обсуждались на международных и всероссийских научных

конференциях:

• 55-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 19-25

ноября 2012
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• 57-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 24-29

ноября 2014

• XIX Международная конференции по вычислительной механике и совре-

менным прикладным программным системам, Алушта, 24-31 мая 2015.

• ХI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической

и прикладной механики, 20-24 августа 2015.

• 9th International Symposium on Cavitation, Lausanne, 6-10 Dec. 2015.

• Всероссийская конференция с международным участием "Современные

проблемы механики сплошных сред и физики взрыва", посвященной 60-

летию Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН 4-8

сентября 2017.

• 61-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 19-25

ноября 2018.

• XXI Международная конференция по вычислительной механике и совре-

менным прикладным программным системам, Алушта, 24-31 мая 2019.

• 62-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 18-24

ноября 2019.

• 10-ая международная научная школа молодых ученых "Волны и вих-

ри в сложных средах", Москва, Институт проблем механики им. А.Ю.

Ишлинского РАН, 3 - 5 декабря 2019,

а также докладывались на семинарах Института проблем механики им. А.Ю.

Ишлинского РАН: 1) Механика систем им. академика А.Ю. Ишлинского при

Научном совете РАН по механике систем (руководители: В.Ф. Журавлев,

Д.М. Климов) 2) Асимптотические методы в математической физике (руко-

водитель: С.Ю. Доброхотов).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 3 статьи [A1-A3]

индексированные в базах данных «Сеть науки» (Web of Science) или «Скопус»

(Scopus), а также 9 тезисов международных и всероссийских конференций

[A4-A12].

Личный вклад автора. Все результаты диссертации получены

лично соискателем при научном руководстве Петрова А.Г. Личный вклад со-
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искателя в работах с соавторами заключается в следующем: [A1,A4-A6,A10]

– вывод уравнений Лагранжа и Рауса, аналитическое исследование методом

осреднения, численное решение уравнений Лагранжа; [A2,A8] – вывод трех-

членных разложений коэффициентов кинетической энергии жидкости.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, четырех глав, заключения. Работа содержит 129 страниц, включая 36 ри-

сунков и 4 таблиц. Список литературы содержит 93 наименования.

Содержание работы

Во введении рассмотрена актуальность темы исследования и степень ее раз-

работанности. Сформулированы цели диссертации, отражена научная новиз-

на работы, описаны используемые методы исследования и приведены поло-

жения, выносимые на защиту.

В первой главе диссертации приводится литературный обзор по-

ставленной задачи. Отмечается, что вблизи контакта не применимы тради-

ционные подходы.

Взаимодействие газовых пузырьков в жидкости с радиусами

R „ 10 ´ 50 мкм в пульсирующем поле давления pptq “ p8 `∆p cospωtq (p8–

среднее статическое давление, ∆p – амплитуда колебаний давления с круго-

вой частотой ω „ 104 ´ 105 рад/с) предлагается изучить с помощью метода

Лагранжа с обобщенными координатами: радиусы сферических пузырьков

R1,R2 (R1 ď R2) и положение их центров z1,z2 (рассматривается движение

центров вдоль оси симметрии z, см. Рис. 1). При этом следуя Ландау [8], гид-

родинамические силы разделяются на инерционные, которые определяются

в рамках модели идеальной жидкости, и вязкие силы, которые учитываются

в безынерционном приближении Стокса.
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Рис. 1: Постановка задачи

Система из четырех уравнений Лагранжа имеет вид

d

dt

BT
B 9z1

“ FB ` Fµl1
,

d

dt

BT
B 9z2

“ ´FB ` Fµl2
, (1)

d

dt

BT
B 9R1

“ BT
BR1

´ BΠ
BR1

,
d

dt

BT
B 9R2

“ BT
BR2

´ BΠ
BR2

, (2)

где введено обозначение обобщенной силы Бьеркнеса FB “ BT {Br,
T – кинетическая энергия жидкости.

Из уравнений Лагранжа относительно радиусов (2) было показано,

что для частоты акустического воздействия меньше собственной частоты ко-

лебаний пузырьков ω2 ! ω2

0 ( для R „ 10 ´ 50 мкм собственная частота

ω0 „ p0,4 ´ 2q ˆ 106 рад/с) относительные амплитуды колебаний пузырь-

ков εiptq “ pRiptq ´ Ri0q{Ri0 меняются по одинаковому гармоническому за-

кону с одинаковыми амплитудами и фазами ε1 “ ε2 “ εptq “ ε0 cospωtq,
ε0 “ ´∆p{p3γp8q, где γ – показатель адиабаты газа в пузырьках.

Тем самым система с четырьмя степенями свободы сведена к систе-

ме уравнений Лагранжа с двумя степенями свободы относительно центров

сфер (1). Для их решения необходимо найти, как кинетическую энергию, так

и вязкие силы вблизи контакта.

Также отмечается, что при постоянном отношении радиусов
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R1ptq{R2ptq “ R10{R20 существенно облегчается решение задачи взаимодей-

ствия пузырьков, как численно, так и аналитически.

При рассмотрении динамики пузырьков не учитывались силы Архи-

меда. Как показано в экспериментальных работах [18, 19], подтверждающих

теоретические результаты диссертации, градиент давления стоячей волны по

вертикали уравновешивает силу Архимеда, при этом стабилизация пузырь-

ков происходит в одной горизонтальной плоскости. Сферичность пузырьков

оправдывается малостью числа Вебера [11].

Во второй главе рассматривается задача нахождения кинетической

энергии потенциального осесимметричного течения безграничной несжимае-

мой жидкости плотности ρl. Течение жидкости вызывают две сферы радиусов

R1,R2, меняющиеся со скоростями 9R1, 9R2. Центры сфер на оси z имеют коор-

динаты z1,z2 pz1 ą z2q и двигаются со скоростями u1 “ ´ 9z1, u2 “ 9z2, направ-

ленными на встречу друг другу (Рис. 1). Расстояние между центрами сфер

r “ z1 ´ z2, расстояние между поверхностями сфер (зазор) h “ r ´ R1 ´ R2.

Цель второй главы – найти аналитический вид зависимости кинетической

энергии T pR1,R2,r,u1,u2, 9R1, 9R2q. При таком выборе аргументов кинетическая

энергия симметрична по перестановке индексов 1 и 2.

Ввиду осевой симметрии трехмерная задача сводится к двумерной и

поле скоростей может быть определено с помощью функции тока Стокса.

Учитывая геометрию задачи, была введена бисферическая система коорди-

нат pξ,ζ,θq

ρ “ c
sin ζ

ch ξ ´ cos ζ
, z “ c

sh ξ

ch ξ ´ cos ζ
, px “ ρ cos θ,y “ ρ sin θq. (3)

Тогда поверхность первой сферы задается уравнением ξ “ τ1 “ const,

ζ P r0,πs, θ P r0,2πs, поверхность второй сферы задается аналогично при

ξ “ ´τ2, где τ1, τ2, c находятся из уравнений

R1 sh τ1 “ c, R2 sh τ2 “ c, r “ R1 ch τ1 `R2 ch τ2. (4)

Преимущество бисферических координат заключается в том, что и

граничные условия и интегралы на поверхностях сфер зависят только от

одной координаты ζ.

11



При потенциальном течении функцию тока следует искать в виде [17]

в разложении по полиномам Гегенбауэра C
´1{2
n pcos ζq

ψ “ pch ξ ´ cos ζq´1{2
8ÿ

n“0

UnpξqC´1{2
n pcos ζq,

Unpξq “ αn shpn´ 1{2qpξ ` τ2q ` βn shpn´ 1{2qpτ1 ´ ξq
shpn´ 1{2qpτ1 ` τ2q

,

(5)

где коэффициенты αn, βn были найдены как функции скоростей u1, u2, 9R1,
9R2 и параметров c, τ1, τ2 из нормальных граничных условий на поверхностях

сфер.

Трехмерный интеграл кинетической энергии жидкости был сведен к

одномерному интегралу по контуру

T “ ρl

2

¡
v2dV “

τ1ż

ξ“´τ2

ψ
1

ρ
ψ1

ζ

ˇ̌
ˇ̌
ζ“π

ζ“0

dξ `
πż

ζ“0

ψ
1

ρ
ψ1

ξ

ˇ̌
ˇ̌
ξ“τ1

ξ“´τ2

dζ, (6)

где ψ1
ζ “ Bψ{Bζ, ψ1

ξ “ Bψ{Bξ.

Подставляя функцию тока (5), после некоторых преобразований бы-

ла получена квадратичная форма кинетической энергии содержащая десять

коэффициентов

T “2πρl
`
A1u

2

1 ` 2Bu1u2 `A2u
2

2 `D1
9R2

1 ` 2E 9R1
9R2 ` D2

9R2

2`
` C11u1 9R1 ` C12u1 9R2 ` C21u2 9R1 ` C22u2 9R2

˘
,

(7)
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где коэффициенты зависят от c, τ1, τ2 и представлены в виде рядов

A1 “ R3

1

6
` c3

8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
,

B “ c3
8ÿ

n“2

1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
,

C11 “ 2c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1
Snpτ1q,

C12 “ 2c3
8ÿ

n“2

1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1
Snpτ2q,

D1 “ R3

1 ` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2S2

npτ1q
p2n´ 1q2 ´ 1

,

E “ pR1R2q2
r

` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qpτ1`τ2q

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2Snpτ1qSnpτ2q
p2n´ 1q2 ´ 1

,

(8)

причем введено обозначение Snpxq “ pep2n´1qx ´ p2n´ 1q shx ´ ch xq{sh2x, а

коэффициентыA2, C21, C22 иD2 получаются перестановкой 1 на 2 в формулах

для A1, C12, C11 и D1.

Следует отметить, что ряды (8) можно также выразить через исход-

ные параметры R1,R2,r, подставив:

c “
b

pr2 ´ R2

1
´ R2

2
q2 ´ 4R2

1
R2

2
{p2rq, e´τ1 “ b ´

?
b2 ´ 1, (9)

где b “ pr2 `R2
1 ´R2

2q{p2rR1q. Аналогично можно выразить e´τ2. Однако,

при устремлении h к нулю, τ1 и τ2 также стремятся к нулю:

τi “
sR
Ri

c
2h
sR

`O
´
h3{2

¯
, c “

a
2h sR ` O

´
h3{2

¯
, sR “ R1R2

R1 ` R2

(10)

Для случая твердых сфер точное выражение кинетической энергии

впервые было найдено Хиксом [15] методом отражения. Затем Herman [14] и

Воинов О.В. [3] развили метод Хикса для случая переменных радиусов. Ряды

Herman-Воинова по виду отличаются от рядов (8). Однако, в диссертации

доказана тождественность этих рядов, что подтверждает их достоверность.

Для получения асимптотического разложения кинетической энергии

жидкости вблизи контакта, была использована методика разработанная в [22]
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для двух твердых сфер, то есть для коэффициентов A1,A2,B. Данная методи-

ка была развита для случая сфер переменных радиусов, то есть для осталь-

ных семи коэффициентов. С помощью преобразования Меллина, члены рядов

(8) были представлены в виде интеграла по оси параллельной мнимой. После

перестановки знаков суммы и интеграла, оказалось, что можно осуществить

бесконечное суммирование. Оси интегрирования можно передвинуть влево,

при этом осуществляется переход через полюса подынтегральной функции

для целых значений аргумента интегрирования. Каждый последующий по-

люс дает следующую степень в переразложении. Таким образом было полу-

чено асимптотическое по Пуанкаре разложение по малому параметру τ1 ` τ2

вблизи контакта.

Для практических целей более удобно перейти от параметра τ1 ` τ2 к

зазору h. Тогда разложение коэффициентов кинетической энергии принимает

вид

X “ fXphq ` gXphq ln
ˆ
h

2 sR

˙
, sR “ R1R2

R1 `R2

, X “ tAi,B,Cij,Di,Eu, (11)

где fXphq, gXphq – степенные полиномы вида a0 ` a1h ` a2h
2 ` ... ` anh

n,

n – степень приближения.

Из рядов Хикса [15] и Herman-Воинова [14, 3] с помощью специальных

преобразований были также получены три первых члена разложения (11).

Сходимость приближений коэффициента A1 полиномами первой (1),

второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная линия)

показана на Рис. 2а и для производной dA1{dh – на Рис. 2б. Как видно из

рисунков с увеличением степени полинома наблюдается значительное повы-

шение точности.
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Рис. 2: Сходимость приближений (а) коэффициента A1 и (б) производной dA1{dh поли-

номами первой (1), второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная

линия).

Сила Бьеркнеса представлена в виде разложения по h следующего

вида

FB “ πρ

2
sR2 ln

ˆ
h

2 sR

˙
9h2`a0`a1h`...`anhn`pb1h`...`bnhnq ln

ˆ
h

2 sR

˙
. (12)

В третьей главе рассматривается взаимодействие двух сферических

пузырьков переменных радиусов при движении вдоль линии центов в вязкой

жидкости в приближении Стокса. Течение жидкости, как и во второй главе,

предполагается осесимметричным и определяется функцией тока, удовлетво-

ряющей бигармоническому уравнению, общий вид которой найден в работе

[23]

ψ “ pch ξ ´ cos ζq´3{2
8ÿ

n“0

UnpξqC´1{2
n pcos ζq,

Unpξq “ an chpn´ 3{2qξ ` bn shpn´ 3{2qξ`
` cn chpn` 1{2qξ ` dn shpn` 1{2qξ.

(13)

Коэффициенты an,bn,cn,dn как функции скоростей u1, u2, 9R1, 9R2 и парамет-

ров c, τ1, τ2 были найдены из четырех граничных условий на поверхностях

сфер, два из них – для нормальной компоненты скорости, другие два – для

тангенциальной скоростич, либо для касательного напряжения.

15



Для твердых шаров в работе [23] была получена следующая формула

для результирующей силы, действующей на каждый шар

Fµl
“ πµl

ż
ρ3

B
Bn

ˆ
Φ2pψq
ρ2

˙
ds, (14)

где n наружная нормаль поверхности сферы, ds – элемент мередиана,

µl – вязкость жидкости, интеграл берется по меридиану соответствующего

шара. Оператор Φ2 задается формулой

Φ2 ” ch ξ ´ µ

c2

ˆ B
Bξ

ˆ
pch ξ ´ µq B

Bξ

˙
` p1 ´ µ2q B

Bµ

ˆ
pch ξ ´ µq B

Bµ

˙˙
. (15)

Было доказано, что формула (14) справедлива и в случае сфер переменных

радиусов. Подставляя функцию тока (13), получим точные выражения для

вязких сил, действующих на сферы в проекции на ось z

Fµl1
“ ´µl

8πc 9R1

sh2τ1
` 2

?
2πµl

c

8ÿ

n“2

pan ` bn ` cn ` dnq ,

Fµl2
“ µl

8πc 9R2

sh2τ2
` 2

?
2πµl

c

8ÿ

n“2

pan ´ bn ` cn ´ dnq .
(16)

Таким образом, для движения двух сфер переменных радиусов в вяз-

кой жидкости в приближении Стокса дано точное решение задачи о силе,

действующей на сферы для различных видов граничных условий.

Ограничивая суммирование в (16) до n ď 1{pτ1 ` τ2q

2
?
2

c

8ÿ

n“2

pan ` bn ` cn ` dnq “ 2
?
2

c

1

τ1`τ2ÿ

n“2

pan ` bn ` cn ` dnq `Op1q, (17)

были найдены асимптотики вязких сил с точностью до константы, как для

случая прилипания на границе

Fµl1
« ´Fµl2

“ ´6πµl sR2
9h

h
´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
1

5
` R1R2

pR1 `R2q2
˙

9h´

´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
R2pR2 ` 2R1q

pR1 ` R2q2
9R1 ` R1pR1 ` 2R2q

pR1 `R2q2
9R2

˙
` O p1q ,

(18)

так и для случая нулевого тангенциального напряжения

Fµl1
« ´Fµl2

“ ´2πµl sR 9h ln
sR
h

` O p1q , (19)
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где 9h “ ´p 9R1 ` 9R2 ` u1 ` u2q, sR “ R1R2{pR1 ` R2q, остаточный член можно

представить в виде a0 ` a1h` ...` anh
n ` pb1h` ...` bnh

nq ln sR{h. Для част-

ного случая постоянных радиусов разложение согласуется с результатами,

известными из литературы.

Для вязких сил, действующих на пузырьки со стороны жидкости ра-

венство Fµl1
`Fµl2

“ 0, вообще говоря, не выполняется. Однако приближенно,

с точностью до Op1q, как видно из асимптотик, справедливо Fµl1
` Fµl2

« 0.

Отдельно был рассмотрен случай проскальзывания на границе. Глав-

ные расходящиеся асимптотики были получены методом тонкого слоя.

Четвертая глава посвящена изучению динамики пузырьков вблизи

контакта. Из-за того, что главные асимптотики вязких сил равны по модулю

и противоположны по знаку следует, что приближенно выполняется закон

сохранения импульса системы двух пузырьков, который был положен равным

нулю. Благодаря этому оставшиеся два уравнения Лагранжа относительно

центров сфер (1) можно свести к уравнению Рауса для одной степени свободы

d

dt

BTR
B 9h

“ BTR
Bh ` Fµl

2πρl
, (20)

где TR - квадратичная форма трех скоростей 9h, 9R1, 9R2, коэффициенты кото-

рой выражаются через коэффициенты кинетической энергии T , зависят от

h,R1,R2 и по параметру h представлены в виде разложений вида fXphq `
gXphq ln

`
h{p2 sRq

˘
. Далее уравнение Рауса (20) было приведено к безразмер-

ному виду как функция времени и относительного расстояния δ “ h{R1.

В случае отсутствия слияния пузырьков, устанавливается периоди-

ческая пульсация пузырьков с фиксированным средним зазором δ0 между

поверхностями сфер. Для аналитического описания такого режима применя-

ется метод осреднения [6]. С помощью данного метода безразмерное уравне-

ние динамики пузырьков приведено к виду

d

dt1
pµ11 9x ` η11x ` µ12 9ε ` η12εq “ f̄pM,k,δ0q,

x “ δ ´ δ0, δ “ h{R1, k “ R2{R1, M “ µl{pρωR2

10q ! 1,

(21)

где коэффициенты µ11,η11,µ12,η12 явно выражены через δ0,k,M .
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Показано, что притяжение или отталкивание пузырьков зависит от

знака правой части f̄pM,k,δ0q, которая явно выражена через безразмерные

параметры M,k,δ0.

Отдельно были рассмотрены случай прилипания на границе и случай

свободной границе.

В первом случае было получено, что для отношений радиусов пузырь-

ков k ď 2,8 при всех значениях M средняя сила f̄pM,k,δ0q отрицательная,

что приводит к слиянию пузырьков (см. Рис. 3а). Данный вывод согласуется

с численным решением уравнений Лагранжа (1). Характерная зависимость

сближения пузырьков приведена на Рис. 3б.
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Рис. 3: (а) Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 1 при разных параметрах M , (б) Зависимость относительного расстояния

между пузырьками δ “ h{R1 от безразмерного времени ωt для R2{R1 “ 1 при M “ 0,02 и

ε0 “ 0,05.

При k ě 3 средняя сила может изменить знак. В этом случае, начиная

с некоторого значения M , пузырьки останавливаются на некотором расстоя-

нии, зависящем от параметра M . Это расстояние увеличивается с ростом M .

Зависимость осредненной силы f̄ от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для k “ R2{R1 “ 3 при разных параметрах M представлена на рис. 4а.

Траектория, рассчитанная по точным уравнениям (1), показана на Рис. 4б.

Как видно из него, процесс сближения заканчивается периодическими коле-

баниями относительно расстояния 0,04. Это значение соответствует условию
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f̄ “ 0 при M “ 0,02 на Рис. 4а. Таким образом, подтверждается достовер-

ность теоретического условия отсутствия слияния при f̄pM,k,δ0q ą 0. Одна-

ко, если выбрать достаточно малый параметр M и большую относительную

амплитуду пульсаций пузырьков ε0, то относительное расстояние δpωtq при

минимальном значении может быть ниже 10´3 (Рис. 5) или для расстояния

между сфер hmin „ 10 ´ 100 нм, что в соответствии с литературными дан-

ными будет означать слияние пузырьков. Из численных экспериментов для

ε0 P r0,001; 0,05s и R2{R1 “ 3 было получено, что пузырьки не достигают

критического расстояния hmin (т.е. не сливаются) при выполнения соотноше-

ния
ε0

M
ă 16{ lgp1{ε0q ´ 4. (22)

Величина ε0{M “ ρlR10pωR10ε0q{µl является аналогом числа Рейнольдса Re.

Для него в экспериментальной работе [2] получено условие отсутствия слия-

ния в виде Re “ ρlRv{µl ă 12, что качественно согласуется с (22).
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Рис. 4: а) Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 3 при разных параметрах M , б) Зависимость относительного расстояния

между пузырьками δ “ h{R1 от безразмерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,02 и

ε0 “ 0,05.

Для случая свободной границы, как методом осреднения, так и чис-

ленным решением уравнений Лагранжа (1), было получено, что взаимодей-

ствие пульсирующих пузырьков всегда заканчивается слиянием.

В заключении приведены основные результаты работы:
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Рис. 5: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,005 и ε0 “ 0,04.

1. Точно решена краевая задача для движения двух пульсирующих сфер,

центры которых двигаются вдоль оси симметрии в потенциальном пото-

ке идеальной жидкости, и из нее найдена новая форма для коэффици-

ентов кинетической энергии жидкости.

2. Разработана процедура построения всех членов разложения коэффици-

ентов кинетической энергии по малому расстоянию между поверхностя-

ми сфер (зазору между сферами) в окрестности их контакта.

3. В приближении Стокса найдены выражения вязких сил взаимодействия

двух пульсирующих сфер, центры которых двигаются вдоль оси симмет-

рии.

4. Построено двухчленное разложение вязких сил, действующих на сферы

вблизи контакта. Главный член обратно пропорционален малому зазору,

а второй член зависит от него логарифмически.

5. Составлены четыре уравнения Лагранжа для координат центров и ра-

диусов пузырьков.

6. Показано, что для частоты акустического воздействия много меньшей

собственной частоты колебаний пузырьков относительные амплитуды
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пульсаций пузырьков меняются по одинаковому закону, тем самым было

уменьшено количество уравнений Лагранжа до двух.

7. Доказано, что приближенно выполняется закон сохранения импульса си-

стемы и с помощью метода исключения циклической координаты Рауса

система уравнений сведена к одному динамическому уравнению.

8. Методом осреднения при малой амплитуде пульсаций пузырьков полу-

чено условие слияние пузырьков. При отношении радиусов пузырьков

меньше 2,8 пульсирующие в периодическом поле давления пузырьки

сближаются до их контакта. При отношении радиусов больше 3 сбли-

жение прекращается и устанавливается равновесный зазор между пу-

зырьками. Достоверность аналитического решения, полученного мето-

дом осреднения, подтверждается сравнением с численным решением

полных динамических уравнений.
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