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Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования
Задачи теории фазовых переходов и критических явлений в однородных и неупорядоченных си-
стемах являются одними из наиболее сложных и постоянно актуальных задач статистической
теории и физики конденсированного состояния [1, 2]. Наблюдаемые по мере приближения к точ-
ке фазового перехода аномально большие по амплитуде и долгоживущие флуктуации некото-
рых термодинамических переменных характеризуются эффективно сильным взаимодействием.
Большой практический интерес к изучению фазовых переходов обусловлен тем, что вблизи тем-
пературы фазового перехода даже незначительное изменение внешних условий может вызвать
существенное изменение характеристик системы. Многие передовые технологии в техническом
перевооружении человечества, реализованные на протяжении последних десятилетий, опирают-
ся на использование сильного изменения свойств различных материалов при фазовых переходах
в них. Структурный беспорядок, обусловленный присутствием примесей или других дефектов
структуры, наличие в эффективном гамильтониане нескольких типов конкурирующих взаимо-
действий, задающих состояние системы, зачастую играют важную роль в поведении реальных
материалов и физических систем. Эти факторы, действующие по отдельности или проявляю-
щиеся одновременно в структурно неупорядоченных системах, могут индуцировать новые типы
фазовых переходов, задавать новые классы универсальности критического поведения, модифи-
цировать кинетические свойства систем и обусловливать низкочастотные особенности в динамике
системы. Поэтому усилия многих исследователей были направлены на понимание того, как харак-
теристики фазовых переходов изменяются с введением в систему случайно распределенных при-
месей. Рассеяние флуктуаций на дефектах структуры, вызывающих нарушение трансляционной
инвариантности системы, обусловливает дополнительное взаимодействие флуктуаций параметра
порядка, характеризующееся специфическими законами сохранения. Особенно интересно влияние
замороженных дефектов, присутствие которых может проявляться в виде случайного возмуще-
ния локальной температуры перехода, например для ферро- и антиферромагнитных систем в
отсутствие внешнего магнитного поля, или как случайные магнитные поля для антиферромаг-
нитных систем в однородном магнитном поле. Исследования показали [3, 4] , что присутствие
случайно распределенных замороженных примесей изменяет свойства системы вблизи критиче-
ской точки , если теплоемкость системы расходиться в критической точке с индексом α > 0.
Данному критерию удовлетворяют системы, эффективный гамильтониан которых в критической
точке изоморфен гамильтониану модели Изинга. Для теоретического анализа поведения таких
систем разработаны сложные методы ренормгруппового и теоретико-полевого описания. Исполь-
зуемые при этом приближения, как и в случае других систем с сильным взаимодействием, требу-
ют для их обоснования сопоставления достигнутых результатов с результатами физического или
компьютерного эксперимента. Компьютерное моделирование критических явлений дает возмож-
ность получения наглядной информации о росте флуктуаций и критическом замедлении процес-
сов релаксации в системах по мере приближения к температуре фазового перехода, о проявлении
аномальных свойств в поведении теплоемкости и восприимчивости системы к изменению внеш-
них полей. Исследованиям ренормгрупповыми методами, численными методами Монте-Карло и
экспериментальным исследованиям критического поведения разбавленных изингоподобных маг-
нетиков к настоящему моменту посвящено значительное число работ [5–7]. И если на вопрос о
существовании нового класса универсальности критического поведения, который образуют раз-
бавленные изингоподобные магнетики, уже получен положительный ответ, то вопросы о неза-
висимости асимптотических значений критических индексов от степени разбавления системы,
мере влияния кроссоверных эффектов на эти значения, а также о возможности существования
двух или более режимов критического поведения для слабо и сильно неупорядоченных систем
остаются открытыми и горячо обсуждаются. Одной из нерешенных задач теории критических
явлений остается описание неравновесного критического поведения макроскопических систем,
далеких от состояния равновесия. Это прежде всего относится к явлениям критической релак-
сации однородных и структурно неупорядоченных систем при фазовых переходах второго рода
и фазовых переходах первого рода, близких ко второму. Критическое замедление времени ре-
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лаксации и аномально большие времена корреляции различных состояний для данных систем
приводят к реализации динамического скейлингового поведения, даже когда системы находятся
в состояниях, далеких от состояния равновесия. В последние годы исследование систем, харак-
теризующихся медленной динамикой, вызывает значительный интерес как с теоретической, так
и экспериментальной точек зрения [8, 9]. Это обусловлено предсказываемыми и наблюдаемыми
при медленной эволюции систем из неравновесного начального состояния свойствами старения,
характеризуемыми нарушениями флуктуационно-диссипативнои теоремы. Хорошо известными
примерами подобных систем с медленной динамикой и эффектами старения являются такие ком-
плексные неупорядоченные системы, как спиновые стекла. Однако данные особенности нерав-
новесного поведения, как показали различные аналитические и численные исследования [10],
могут наблюдаться и в системах, испытывающих фазовые переходы второго рода, так как их
критическая динамика характеризуется аномально большими временами релаксации. Отметим,
что введенное ранее для спиновых стекол флуктуационно-диссипативное отношение, связываю-
щее двухвременную спиновую функцию отклика и двухвременную корреляционную функцию и
обобщающее флуктуационно-диссипативную теорему на случай неравновесного поведения, ока-
зывается новой универсальной характеристикой для критического поведения различных систем.
Ренормгрупповые, численные и экспериментальные методы исследования критической динамики
структурно неупорядоченных систем позволили к настоящему времени однозначно установить,
что присутствие в системах, как некоррелированных дефектов структуры, так и дефектов с эф-
фектами дальнодействующей корреляции приводит к новым типам критического по ведения и
заметному усилению эффектов критического замедления по сравнению с «чистыми» системами.
В связи с этим особенности неравновесного поведения, такие как эффекты старения, несомненно
должны найти более яркое проявление в структурно неупорядоченных системах с новыми уни-
версальными значениями флуктуационно-диссипативного отношения. В последнее десятилетие
широкое распространение получили компьютерные методы моделирования как статического, так
и динамического критического поведения различных систем. В результате возникла потребность
в более точных значениях критических индексов для однородных и слабо неупорядоченных си-
стем, вычисляемых теоретически, и в проведении компьютерного моделирования критического
поведения систем при изменении концентрации примесей в широком интервале. Статистические
особенности описания систем с замороженным беспорядком и эффекты критического замедле-
ния, усиливаемые дефектами структуры, создают значительные трудности как для аналитиче-
ского описания, так и для численного моделирования поведения подобных систем. Поэтому для
их исследования требуется развитие новых концепций и методов описания.

Цель работы
Разработка методик численного моделирования критического поведения, вычисление критиче-
ских характеристик и исследование зависимости асимптотических значений критических индек-
сов от концентрации примесных атомов в структурно неупорядоченных спиновых системах.

Задачи диссертационной работы
1. Провести численное исследование равновесного критического поведения структурно неупо-

рядоченных трехмерных магнетиков в широкой области изменения концентрации спинов.
Используя суперкомпьютерные технологии в процессе исследования выбрать широкий ин-
тервал изменения линейных размеров решеток , использовать высокую статистику в процес-
се усреднения термодинамических и корреляционных функций по различным примесным
конфигурациям. Применить для обработки результатов моделирования методику конечно-
размерного скейлинга , позволяющую наряду с асимптотическими значениями термодина-
мических функций получить для них скейлинговые функции и учесть поправки к скейлингу
для выделения асимптотических значений критических индексов.
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2. Провести численное исследование низкотемпературного поведения неупорядоченного ан-
тиферромагнетика со случайными полями методом параллельного отжига. Выявить типы
магнитного упорядочения, реализуемые в случае слабого и сильного структурного беспо-
рядка.

3. Осуществить компьютерное моделирование процессов критической релаксации намагничен-
ности в трехмерном неупорядоченном магнетике с замороженными в узлах решетки немаг-
нитными атомами примеси. Разработать процедуру блочного разбиения спиновых примес-
ных систем и определения динамического критического индекса в широкой области изме-
нения концентрации примеси.

4. Осуществить теоретико-полевое описание критической динамики магнитных чистых и сла-
бо неупорядоченных систем с замороженными немагнитными примесями. Непосредственно
для трехмерных систем(т.е. без использования традиционного метода ε - разложения) полу-
чить выражение для динамических скейлинговых функций. Применяя метод суммирования
Паде-Бореля к асимптотическому ряду разложения для динамических скейлинговых функ-
ций провести расчет динамического критического индекса z.

5. Провести анализ влияние слабого беспорядка, создаваемого присутствием примеси, на ди-
намическое критическое поведение двумерных изинговских систем. Осуществить расчет ди-
намического критического индекса z для двумерной модели Изинга.

6. Исследовать методом коротковременной динамики критическое поведение трехмерных струк-
турно неупорядоченных ферромагнетиков. На основе результатов моделирования вычислить
значения критических индексов.

7. Выполнить компьютерное моделирование методом возмущения начального состояния систе-
мы критического поведения структурно неупорядоченных систем. По результатам модели-
рования определить критическую температуру и динамический критический индекс z.

8. Исследовать эффекты старения в неравновесном критическом поведении трехмерных одно-
родных и структурно неупорядоченных магнетиков.

Научная новизна.
Новизна представленных в диссертационной работе результатов и выводов заключается в следу-
ющем:

1. Применение суперкомпьютерных технологий при моделировании методами Монте-Карло
статического и динамического критического поведения структурно неупорядоченных спино-
вых систем позволило для вычисления скейлинговых функций термодинамических величин
и значений равновесных и динамических критических индексов использовать усреднение
по большому количеству примесных конфигураций(от 3000 - до 50000) и широкий интер-
вал изменения линейных размеров решеток L = 20 − 400. Все это позволяет считать , что
полученные результаты носят уникальный характер.

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов для корреляцион-
ной длины и восприимчивости демонстрируют существование двух классов универсального
критического поведения для неупорядоченных магнетиков с различными характеристиками
для слабо и сильно неупорядоченных систем.

3. Впервые осуществлено компьютерное моделирование критической динамики неупорядочен-
ных магнетиков и вычисление критического динамического индекса z в широкой области из-
менения концентрации примесей. Предложена гипотеза ступенчатой универсальности трех-
мерных неупорядоченных изинговских магнетиков.
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4. Впервые проведено теоретико - полевое описание критической динамики магнитных чи-
стых и неупорядоченных систем с замороженными немагнитными примесями. В рамках
теоретико-полевого подхода непосредственно для трехмерных систем (т.е. без использова-
ния традиционного метода ε - разложения) получено выражение для динамических скей-
линговых функций. Применяя метод суммирования Паде-Бореля к асимптотическому ряду
разложения для динамических скейлинговых функций проведен расчет динамического кри-
тического индекса z. Проведен анализ влияние слабой неоднородности, создаваемой присут-
ствием примеси, на динамическое критическое поведение двумерных изинговских систем.
Осуществлен расчет динамического критического индекса z для двумерной модели Изинга.

5. При применении численного метода параллельного отжига при исследовании низкотемпе-
ратурного поведения трехмерной неупорядоченной антиферромагнитной модели со случай-
ными магнитными полями было наглядно показано, что для слабо неупорядоченных си-
стем реализуется антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области
сильного структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приводят к осу-
ществлению нового фазового состояния системы. Оно характеризуется сложной доменной
структурой из антиферромагнитных и ферромагнитных доменов, разделенных областями
спин-стекольной фазы с реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Впервые методом коротковременной динамики получены критические индексы структурно
неупорядоченных магнетиков при различных концентрациях точечных дефектов.

7. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отношения X∞ указы-
вают на нарушение флуктуационно-диссипативной теоремы в неравновесном критическом
поведении однородных и структурно-неупорядоченных магнетиков, а также на то , что при-
сутствии дефектов структуры приводит к увеличению значения X∞. Отличия в значение
X∞ для однородных, слабо неупорядоченных и сильно неупорядоченных систем позволя-
ют сделать вывод, что неравновесное критическое поведение однородных, слабо и сильно
неупорядоченных систем относятся к различным классам универсальности критического
поведения.

Научная и практическая значимость.
Научная и практическая значимость работы заключается:
-развитые в диссертации методы и полученные результаты, вносят значительный вклад в обос-
нование и развитие представлений теории критических явлений в структурно неупорядоченных
магнетиках.
- в разработке и реализации в программных кодах алгоритмов моделирования критичечского по-
ведения неупорядоченных систем. ;
- показано, что из за слабой асимптотической сходимости рядов ε - разложения для примесных
систем , применение теоретико-полевого подхода непосредственно для трехмерных неупорядо-
ченных систем приводит к заметному отличию значений динамических критических индексов.
Данные изменения индексов могут проявиться в эксперименте по критическому поглощению и
дисперсии звука в однородных и неупорядоченных системах, а так же в ряде резонансных методах
исследовании динамики систем.

Методы исследования
Решение поставленных в диссертации задач описания критического поведения структурно неупо-
рядоченных спиновых систем потребовало разработки необходимой методической базы. Метод
Монте-Карло при моделировании структурно неупорядоченных систем должен быть изменен.
Атомам примеси ставятся в соответствие пустые узлы. Спин соответствующего пустого узла
полагается равным нулю. Алгоритмы Вольфа и Метрополиса должны учитывать, что вклад в
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энергию взаимодействия магнитного атома с немагнитным атомом равен нулю. Искомая термо-
динамическая величина структурно неупорядоченной системы получается после дополнительно-
го усреднения по полному набору различных примесных конфигураций. Метод динамической
ренормгруппы, совмещенный с методом Монте-Карло был адаптирован для структурно неупо-
рядоченных систем. Для этого был разработан алгоритм блочного разбиения неупорядоченных
спиновых систем, что дало возможность вычислить динамический критический индекс для си-
стем с различной концентрацией магнитных атомов. Метод теоретико-полевой ренормгруппы и
ε - разложения дали возможность вычислить критические индексы чистых систем с большой
точностью. При применении этого метода к структурно неупорядоченным системам оказалось,
что сходимость асимптотических рядов ε не дает возможности получить надежные результаты. В
диссертации для вычисления динамического индекса был применен метод теоретико-полевой ре-
нормгруппы без использования ε - разложения. Непосредственно для трехмерной системы вычис-
лены значение динамического критического индекса в двухпетлевом приближении с применением
техники суммирования Паде-Бореля.

Положения выносимые на защиту
1. Результаты применения суперкомпьютерных технологий при моделировании методамиМонте-

Карло статического и динамического критического поведения структурно неупорядоченных
систем .

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов для корреляцион-
ной длины и восприимчивости демонстрируют существование двух классов универсального
критического поведения для трехмерных изинговских магнетиков с различными критиче-
скими характеристиками для слабо и сильно неупорядоченных систем.

3. Результаты компьютерного моделирования критической динамики структурно неупорядо-
ченных магнетиков и вычисление критического динамического индекса z в широкой обла-
сти изменения концентрации примесей. Гипотеза ступенчатой универсальности трехмерных
неупорядоченных изинговских магнетиков.

4. Результаты теоретико - полевого описания непосредственно для трехмерных систем (т.е.
без использования традиционного метода ε - разложения)критической динамики магнит-
ных чистых и неупорядоченных систем с замороженными немагнитными примесями. Ана-
лиз влияние слабой неоднородности, создаваемой присутствием примеси, на динамическое
критическое поведение двумерных и трехмерных изинговских систем.

5. Результаты применении численного метода параллельного отжига при исследовании низ-
котемпературного поведения трехмерной неупорядоченной антиферромагнитной модели со
случайными магнитными полями показали, что для слабо неупорядоченных систем реали-
зуется антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области сильного
структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приводят к осуществлению
нового фазового состояния системы. Оно характеризуется сложной доменной структурой из
антиферромагнитных и ферромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной
фазы с реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Результаты компьютерного моделирования методом коротковременной динамики структур-
но неупорядоченной трехмерной модели Изинга при различных концентрациях точечных
дефектов. Полученные значения критических индексов показывают,что критическое пове-
дение однородных, слабо и сильно неупорядоченных систем относятся к различным классам
универсальности критического поведения.

7. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отношения X∞ указы-
вают на нарушение флуктуационно-диссипативной теоремы в неравновесном критическом
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поведении однородных и структурно-неупорядоченных магнетиков, описываемых трехмер-
ной модели Изинга, а также на то , что присутствии дефектов структуры приводит к уве-
личению значения X∞. Отличия в значение X∞ для однородных, слабо неупорядоченных и
сильно неупорядоченных систем позволяют сделать вывод, что неравновесное критическое
поведение однородных, слабо и сильно неупорядоченных систем относятся к различным
классам универсальности критического поведения.

Достоверность результатов.
Достоверность полученных методических и расчетных результатов обеспечивается их внутрен-
ней непротиворечивостью, соответствием современным представлениям физики критических яв-
лений, согласием с результатами экспериментов и предыдущих теоретических работ.

Апробация результатов.
Основные результаты диссертационной работы докладывались на конференциях: Всесоюзный се-
минар “Акустика неоднородных сред”(Новосибирск, 1990, 1992);Workshop "Phase transitions in
dilute systems"(Bad Honnef, 1995);Международной зимней школе по теоретической физике “Ко-
уровка” (Екатеринбург, 2002);X Всероссийской научно-методической конференции "Телематика’2003"(Санкт-
Петербург, 2003); Вторая Сибирская школа-семинар по параллельным вычислениям (Томск,2004);
VII Молодежнsq семинар по проблемам физики конденсированного состояния вещества (Екате-
ринбург,2005); 3rd International Workshop on Simulational Physics (Hangzhou, China, 2006); Семи-
нар по вычислительным технологиям в естественных науках (Таруса, 2009); 25th IUPAP Conference
on Computational Physics (CCP2013) 20–24 August (Москва, 2013); Международной конференции
“Фазовые переходы, критические и нелинейные явления в конденсированных средах” (Махачкала,
2007, Челябинск, 2015); VI Euro-Asian Symposium «Trends in Magnetism» (Красноярск, 2016)

Публикации.
По материалам диссертации опубликовано 45 печатных работ, из них 20 в рецензируемых науч-
ных журналах, пять монографий. Получено четыре свидетельства о регистрации программы для
ЭВМ.

Личный вклад автора.
Автору диссертационной работы принадлежат выбор направления исследования, постановка за-
дач и формулировка выводов. Автор принимал непосредственное личное участие в получении
основных результатов диссертационной работы. В работах, опубликованных в соавторстве, авто-
ру принадлежат результаты, сформулированные в защищаемых положениях и выводах. Личное
участие автора в получении изложенных в диссертации результатов подтверждено соавторами
и отражено в совместных публикациях. Личный вклад автора также заключается в получении
большей части методических результатов и в проведении значительной части расчетов, анализе
и интерпретации полученных данных и написании статей. Идея алгоритма блочного преобразо-
вания для неупорядоченной модели Изинга и гипотеза ступенчатой универсальности неупорядо-
ченной модели Изинга была предложена автором совместно с В.В. Прудниковым. Более подробно
вклад соавторов описывается в каждой главе диссертации.
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Структура и объем диссертации.
Диссертация состоит из введения, 7 глав, заключения и списка литературы. Общий объем дис-
сертации 201 страницу, в том числе 40 рисунков и 19 таблиц. Список литературы включает 221
наименование.

Содержание работы.
Во введении изложена мотивация исследования и описаны этапы его выполнения; сформулиро-
ваны цель работы и основные положения, выносимые на защиту; дана краткая характеристика
основных разделов диссертации.

В первой главе приведены основные аспекты и методы теории критических явлений струк-
турно неупорядоченных систем.

Во второй главе представлены результаты численного исследования критического поведе-
ния структурно неупорядоченных изинговских магнетиков в широкой области изменения кон-
центрации заморооженных точечных дефектов . Высокие требования, предъявленные в процессе
проведенных исследований к условиям моделирования, широкий интервал изменения линейных
размеров решеток L = 20−400, рассмотренных в процессе исследования, выбранные температуры
моделирования, исключительно близкие к критической температуре с τ = T−Tc

Tc
= 5 ·10−4−10−2, и

позволяющие выделить асимптотические значения характеристик, высокая статистика, исполь-
зованная в процессе усреднения термодинамических и корреляционных функций по различным
примесным конфигурациям, использование для обработки результатов моделирования методики
конечноразмерного скейлинга [11], позволяющей наряду с асимптотическими значениями тер-
модинамических функций получать для них скейлинговые функции, применение для выделе-
ния асимптотических значений критических индексов поправок к скейлингу, – все это позволяет
нам считать, что достигнутые результаты носят уникальный характер. Рассматривается модель
неупорядоченной спиновой системы в виде кубической решетки с линейным размером L и на-
ложенными граничными условиями. Микроскопический гамильтониан неупорядоченной модели
Изинга записывается в виде

H = −J
∑
<i,j>

pipjSiSj (1)

где J – короткодействующее обменное взаимодействие между закрепленными в узлах решетки
спинами Si , принимающими значения ±1. Немагнитные атомы примеси образуют пустые узлы.
Числа заполнения pi при этом принимают значения 0 или 1 и описываются функцией распреде-
ления

P (pi) = (1− p)δ(pi) + pδ(1− pi) (2)

с p = 1 − c, где c – концентрация атомов примеси. Примесь равномерно распределяется по всей
системе, и при моделировании ее положение фиксируется для отдельной примесной конфигура-
ции. Нами рассматривались в процессе исследования неупорядоченные системы со значениями
спиновых концентраций p = 0.95; 0.80; 0.60; 0.50. Для снижения влияния эффектов критического
замедления и корреляции различных спиновых конфигураций в работе был применен наиболее
эффективный однокластерный алгоритм Вольфа. За один шаг Монте-Карло на спин (MCS) при-
нималось от 10 до 20 переворотов кластера Вольфа в зависимости от линейного размера модели-
руемой решетки, спиновой концентрации системы и близости температуры к критической точке.
Процедуре установления термодинамического равновесия в системе отводилось 104 шагов Монте-
Карло и 105 шагов Монте-Карло отводилось на статистическое усреднение моделируемых величин
при заданной примесной конфигурации. Для определения средних значений термодинамических
и корреляционных функций наряду со статистическим усреднением применялось усреднение по
различным примесным конфигурациям: для систем с p = 0.95 усреднение проводилось по 3000
образцов, для p = 0.80 – по 5000 образцов, для p = 0.60; 0.50 по 10 000 образцов.В процессе модели-
рования различных спиновых систем на решетках с линейным размером L осуществлялся расчет
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корреляционной длины ξL и восприимчивости χL в соответствии со следующими соотношениями:

ξ =
1

2sin(π/L)

√
χ

F
− 1, χ =

1

pL3
〈M2〉, (3)

где M =
∑

i piSi, F = 〈Φ〉/pL3

Φ =
1

3

3∑
n=1

|
∑
i

piσi exp(
2πixn,i
L

)|2, (4)

где (x1,i, x2,i, x3,i) - координаты i-го узла решетки, < · · · > означает статистическое усреднение по
шагам Монте-Карло, а черта сверху – усреднение по примесным конфигурациям. Была опреде-
лена температурная зависимость ξL(T ) и χL(T ) в в температурном интервале τ = 5 · 10−4 − 10−2

для образцов с p = 0.95 и линейными размерами в интервале L = 20−400, для образцов с осталь-
ными спиновыми концентрациями температуры выбирались в интервале τ = 10−3 − 10−2 при
изменении L в интервале от L = 20 до L = 300. При компьютерном моделировании значение Lmax
для каждой температуры ограничивалось тем размером решетки, при котором корреляционная
длина и восприимчивость системы выходили на свои асимптотические значения. В соответствии
с работами [12, 13] и проведенными нами исследованиями выбранные условия моделирования
обеспечивают гарантированное получение равновесных значений для измеряемых термодинами-
ческих величин для всех рассмотренных размеров решеток и спиновых концентраций, так как
времена автокорреляции для намагниченности и энергии даже для самых близких из выбранных
температур к критической точке оказываются не больше десяти шагов Монте-Карло на спин с
учетом выбранного за шаг числа переворотов кластера Вольфа. В данной работе был применен
метод, предложенный в работе [11]и аппробированный авторами на анализе результатов моде-
лирования критического поведения двумерной и трехмерной однородных моделей Изинга. Идея
метода заключается в том, что в соответствии с теорией скейлинга размерная зависимость некото-
рой термодинамической величины AL, определенной на конечной решетке, в отсутствие внешнего
магнитного поля может быть представлена в критической области в виде

AL(τ) = Lδ/νfA(sL(τ), sL = L/ξL(τ), (5)

где δ - критический индекс для термодинамической величины A(τ) ∼ τ−δ. С учетом того, что
корреляционная длина в критической области ведет себя как ξ(τ) ∼ τ−ν , можно записать

Lδ/ν = A(τ)s
δ/ν
L (τ), (6)

В результате (5) может быть записано в виде

AL(τ) = A(τ)FA(sL(τ), (7)

где связь между скейлинговыми функциями fA и FA задается в виде соотношения

FA(sL(τ) = s
δ/ν
L (τ)fA(sL(τ) (8)

Когда в качестве величины A выступает корреляционная длина ξ, то уравнение (7) задает ξL(τ)\L
как функцию только от ξL(τ)/L Это приводит к соотношению, позволяющему определять асимп-
тотическое значение любой термодинамической величины посредством измеряемых значений AL
и скейлинговой функции от xL(τ) = ξL(τ)/L,

A(τ) = AL(τ)/QA(xL(τ)), (9)

где функция QA(xL(τ)) задается выражением

QA(xL(τ)) = FA(f−1ξ (xL(τ))), (10)
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Скейлинговая функция QA(xL(τ)) , определяемая в интервале 0 ≤ xL ≤ xc с xc значением аргу-
мента, не зависящим от L в критической области, должна удовлетворять следующим асимптоти-
ческим условиям:lim

x→0
QA(x) = 1 и lim

x→xc
QA(x) = 0 Для того чтобы удовлетворить асимптотическим

условиям, по аналогии с работой [11], выбирались скейлинговые функции для восприимчивости
и корреляционной длины как в виде полиномиальной зависимости от x, так и от exp(−1/x) :

QA(x) = 1 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + c4x
4, (11)

QA(x) = 1 + c1e
−1/x + c2e

−2/x + c3e
−3/x + c4e

−4/x, (12)

с подбираемыми по методу наименьших квадратов коэффициентами cn для каждой температуры
T .

На рис.1 - 4 для систем со спиновыми концентрациями p = 0.95 и p = 0.50 представлены
скейлинговые функции для корреляционной длины ξ и восприимчивости χ, полученных для раз-
личных температур с использованием полиномиальной аппроксимации от переменной x и от пе-
ременной exp(−1/x).Из рисунков видно, что скейлинговые функции демонстрируют стремление
к единой для каждой спиновой концентрации p универсальной кривой во всей области изменения
скейлинговой переменной xL.

Рисунок 1 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и восприимчивости (b), полу-
ченные при различных температурах для системы с p = 0.95 с использованием полиномиальной

от x аппроксимации

В настоящей работе для расчета характеристик критического поведения для неупорядоченных
систем мы ограничились учетом ведущей первой поправки к асимптотическому поведению для
корреляционной длины и восприимчивости:

ξ(τ) = τ−ν(Aξ0 + Aξ1τ
θ), θ = ων, (13)

χ(τ) = τ−γ(Aχ0 + Aχ1τ
θ), θ = ων, (14)

и провели расчет значений критических индексов ν, γ и θ, а также критических температур,
используя метод наименьших квадратов для наилучшей аппроксимации данных. В качестве ито-
говых можно рассматривать усредненные значения критических индексов ν = 0.693(5), γ =
1.342(7), θ = 0.157(92) для слабо неупорядоченных систем и ν = 0.731(11), γ = 1.422(12), θ =
0.203(106) для сильно неупорядоченных систем. Полученные результаты показывают, что крити-
ческие индексы образуют две группы, близкие по значениям в пределах погрешностей вычисле-
ния: одна группа с p = 0.95; 0.80, т. е. для слабо неупорядоченных систем со спиновыми концен-
трациями p, большими порога примесной перколяции pimp (для кубических систем pimp ≈ 0.69),
другая с p = 0.60; 0.50, для сильно неупорядоченных систем с pc < p < pimp, где pc - порог
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Рисунок 2 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и восприимчивости (b), полу-
ченные при различных температурах для системы с p = 0.95 с использованием полиномиальной

от exp(−1/x) аппроксимации
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Рисунок 3 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и восприимчивости (b), полу-
ченные при различных температурах для системы с p = 0.5 с использованием полиномиальной

от x аппроксимации

спиновой перколяции (для кубических систем pc = 0.3117), когда в системе существуют два вза-
имопроникающих протекающих кластера – спиновый и примесный. Фрактальные эффекты этих
двух пронизывающих друг друга кластеров могут явиться причиной изменения характера кри-
тического поведения для сильно неупорядоченных систем.
В этой же главе определены нули статистической суммы(нули Фишера), которые определяются
соотношением Z(β) = Z(η + iξ) = 0, где Z - статистическая сумма, β = 1/T . Статистическую
сумму можно представить в виде полинома от u = exp(−4β).При фазовом переходе в термодина-
мическом пределе (L → ∞) все комплексные нули стремятся к βc(∞). В работе [16], используя
соотношения Re(uc − u) and Im(u) ∼ aL−1/ν определили критический индекс корреляционной
длины ν трехмерной модели Изинга. Статистическая сумма определяется выражением

Z(β) =
∑
Si

exp(−βE) =
∑
E

p(E, β)exp(−βE), (15)

где p(E, β) плотность состояний. Комплексные нули статистической суммы указывают сингуляр-
ное поведение свободной энергии. Рассматривая статистическую сумму, как функцию комплекс-
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Рисунок 4 Скейлинговые функции для корреляционной длины (а) и восприимчивости (b), полу-
ченные при различных температурах для системы с p = 0.5 с использованием полиномиальной

от exp(−1/x) аппроксимации

ной температуры β = η + iξ [14].

Z(β) =
∑
E

p(E, β)exp(−(η + iξ)E) =
∑
E

p(E, β)exp(−(ηE)[cos(ξE)− isin(ξE)] (16)

Определяя величину R пропорциональную Z[Re(β)] в виде [16]:

R =
Z(β)

Z[Re(β)]
=

∑
E p(E, β)exp(−(η + iξ)E)∑

E p(E, β)exp(−(ηE)
=< cos(ξE) >η −i < sin(ξE) >η, (17)

где < cos(ξE) >η и < sin(ξE) >η вычисляются при действительной температуре β = η. Нули
Фишера есть комплексные величины (η, ξ), которые можно найти из условия R = 0. Выполняя
моделирование при критической температуре(βc) величины < cos(ξE) >η и < sin(ξE) >η можно
вычислить используя гистограммную технику [15,16]:

< cos(ξE) >η=

∑
E cos(ξE)Hβc(E)exp((βc − η)E)∑

E Hβc(E)exp((βc − η)E)
, (18)

< sin(ξE) >η=

∑
E sin(ξE)Hβc(E)exp((βc − η)E)∑

E Hβc(E)exp((βc − η)E)
, (19)

гдеHβc(E)-число состояний с энергией E (гистограмма энергии). Находя минимумR2 =< sin(ξE) >2
η

+ < cos(ξE) >2
η определим нули статистической суммы (η, ξ).

В данной работе мы выполнили моделирование методом Монте-Карло критического поведе-
ния неупорядоченной трехмерной модели Изинга с концентрациями спинов p = 0.95, 0.80, 0.60,0.50
и линейными размерами L = 18− 32. При моделировании использовались периодические гранич-
ные условия. За один Монте-Карло шаг на спин (MCS) бралось десять переворотов кластеров
Вольфа. Для установления равновесия выполнялись 106 MCS и 2 · 106 использовались для усред-
нения. Для определения средних значений термодинамических функций проводилось усреднение
по 400 примесным конфигурациям. Так как, нас интересует поведение систем вблизи критиче-
ской температуры моделирование осуществлялось при βc, которые мы определили в даной гла-
ве (βc(0.95) = 0.2345947(2), βc(0.8) = 0.285757(2), βc(0.6) = 0.412519(3) и βc(0.5) = 0.541979(3)).
Используя метод Хука-Дживса были определены наименьшие по модулю комплексные нули ста-
тистической суммы трехмерной неупорядоченной модели Изинга для L = 18, 20, 24, 28, 32. Для
определения критического индекса ν с учетом поправок к скейлингу были использованы конечно-
размерные соотношения:

Re(uc − u), Im(u) ∼ aL−1/ν(1 + bL−ω), (20)
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где ω-индекс поправки к скейлингу, определенный в данной главе ω(0.95), ω(0.8) = 0.23(13) и
ω(0.6), ω(0.5) = 0.28(15). С учетом поправок к скейлингу были получены следующие значения кри-
тического индекса корреляционной длины: ν(0.95) = 0.705(5), ν(0.8) = 0.711(6), ν(0.6) = 0.736(6)
и ν(0.5) = 0.744(6).
Полученные значения индекса указывают на существования двух классов универсальности для
неупорядоченных трехмерных изинговских магнетиков.

В третьей главе представлены результаты компьютерного моделирования методом парал-
лельного отжига низкотемпературного поведения неупорядоченного антиферромагнетика со слу-
чайными полями. Рассматривается та же, что и в [17, 18], антиферромагнитная модель Изинга с
концентрацией спинов p = 0, 5, соответствующей области сильного неупорядочения. Стояла полу-
чить подтверждение существования для подобной системы спин-стекольного основного состояния
и сложной доменной структуры путем реализации и применения для ее численного исследования
алгоритма метода параллельного отжига, разработанного специально для изучения термодинами-
ки спиновых стекол. Неупорядоченная двухподрешеточная антиферромагнитная модель Изинга
определялась как система спинов с концентрацией p, связанных с N = pL3 узлами кубической
решетки с наложенными периодическими граничными условиями. Гамильтониан исследуемой мо-
дели имеет вид:

H = J1
∑
i,j

pipjσiσσj + J2
∑
i,k

pipkσiσσk + h
∑
i

σi, (21)

где σi = ±1, J1 = 1 характеризует антиферромагнитное взаимодействие спинов с ближайшими
соседями, J2 = −1/2 характеризует ферромагнитное взаимодействие с соседями, следующими
за ближайшими, h – напряженность однородного магнитного поля. Случайные переменные pi, pj
описываются функцией распределения (2) и характеризуют распределенные по узлам решетки
замороженные термодинамические величины, как полная намагниченность

M =
1

pL3
[〈
∑
i

σi〉], (22)

"Шахматная намагниченность"Mstg = M1 −M2 (M1,M2 – намагниченности подрешеток), спин-
стекольный параметр порядка

qα,β =
1

pL3
[
∑
i

〈piσi〉(α)〈piσi〉(β)], (23)

где индексы α, β характеризуют различные реплики неупорядоченной системы, моделируемые
одновременно при одной и той же температуре и отличающиеся различными начальными кон-
фигурациями. В выражениях (22), (23) угловые скобки обозначают статистическое усреднение,
осуществляемое для каждой примесной конфигурации системы, а квадратные скобки – усред-
нение по различным примесным конфигурациям. Данные величины M,Mstg, qα,β характеризуют
различные типы магнитного упорядочения сильно неупорядоченной системы, которые могут воз-
никать в ней в низкотемпературной фазе. Наряду с данными магнитными термодинамическими
величинами, проводилось измерение теплоемкости как тепловой характеристики происходящих
фазовых превращений в системе.

Метод параллельного отжига является расширением обычного алгоритма Метрополиса. Одна-
ко, в отличие от изинговских спиновых стекол, в которых температура перехода в спин-стекольное
состояние Tf/J ≈ 1, в разбавленной антиферромагнитной модели Изинга с эффектами случайных
магнитных полей при исследуемой спиновой концентрации p = 0, 5 температура фазового перехо-
да в смешанное состояние Tm ≈ 5 в единицах обменного интеграла J1. В результате, применение
метода параллельных температур к моделированию такой системы требует охвата значитель-
но более широкого диапазона температур. Так, для гарантированного получения стабильного
начального равновесного состояния, с которого лучше осуществлять моделирование, начальная
максимальная температура TN должна быть выбрана значительно выше температуры Tm и лишь
затем можно исследовать фазовый переход в смешанное состояние вблизи Tm, в окрестности кото-
рой уже возникает совокупность метастабильных состояний с чрезвычайно медленной динамикой
установления равновесия.
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С другой стороны, для исследования асимптотического приближения к основному спин-стекольному
состоянию системы желательно, чтобы минимальная температура T0 была как можно ближе к
T = 0. Все это накладывает новые требования к реализации алгоритма параллельных темпе-
ратур к исследованию неупорядоченного антиферромагнетика и к выбору температурного ряда
для моделируемых реплик. В качестве оптимального ряда температур можно воспользоваться
геометрической прогрессией Tα+1/Tα = const:

Tα = T0R
α (α = 0 . . . N) , (24)

где R = N
√
TN/T0. Отметим также, что для реализации условия равной вероятности обмена тем-

пературами между соседними репликами необходимо иметь информацию о температурной за-
висимости энергии системы E(T ) и вследствии этого процедура выделения оптимального набора
температурных точек требует предварительного моделирования исследуемой системы. В качестве
первого приближения можно выбрать температурный ряд в виде геометрической прогрессии. По-
следующее моделирование системы для выбранных температур дает представление о зависимости
E(T ) (также в первом приближении). На следующем шаге определяется новый набор температур
β′α: (

E (β′a)− E
(
β′α+1

)) (
β′α+1 − β′α

)
' const (25)

Получаемый при этом новый набор температур задает более оптимальные параметры моделиро-
вания неупорядоченной системы. В свою очередь, получаемое распределение реплик по темпера-
турам также представляет собой приближение (второго порядка), которое можно использовать
для последующего итерационного поиска оптимального набора температур.

Нами рассматривалась антиферромагнитная модель Изинга с концентрацией спинов p = 0.5,
соответствующей области сильного неупорядочения, и напряженностью магнитного поля h =
2. Моделирование проводилось для широкого набора значений линейных размеров кубической
решетки L = 8, 16, 24, 32, 40.

Рисунок 5 Температурная зависимость теплоемкости C для систем со спиновой концентрацией
p = 0.50 и линейными размерами L = 8, 16, 24, 32, 40.

Для определения температуры фазового перехода в системе и интервалов существования раз-
личных фазовых состояний было рассчитано температурное поведение теплоемкости (рис. 5) для
решеток указанных выше размеров. Видно, что в температурном интервале T = 4, 5 − 6, 5 наблю-
дается аномальное увеличение теплоемкости, указывающее на происходящий в системе фазовый
переход. Размерные изменения в поведении теплоемкости указывают на подавление флуктуаций
энергии в системе по сравнению с типичными фазовыми переходами второго рода в антифер-
ромагнитное состояние, а излом температурной C(T ) при Tm = 5, 13 для решетки с Lmax = 40
является характерным для фазового перехода в спиновых стеклах [19].
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Рисунок 6 Температурная зависимость спин-стекольного параметра порядка q для систем со спи-
новой концентрацией p = 0.50 и линейными размерами L = 8, 16, 24, 32, 40.

Рисунок 7 Температурная зависимость шахматнойMstg и полнойM намагниченностей для систем
со спиновой концентрацией p = 0.50 и линейными размерами l = 8, 16, 24, 32, 40.

Для получения равновесных магнитных характеристик системы выбирались начальные со-
стояния в парамагнитной фазе. Этот выбор обусловлен тем, что в вблизи температуры перехода
и во всей низкотемпературной фазе из-за наличия метастабильных состоянии возникает пробле-
ма получения равновесных начальных конфигураций. Полученные начальные состояния исполь-
зовались при реализации метода параллельных температур. В рамках этого метода выбирался
первоначальный набор температур по формуле (24). Полученная в ходе моделирования темпе-
ратурная зависимость энергии E(T ) использовалась для уточнения температур βα по принципу
равной вероятности перехода между соседними температурами. Для достижения равновесного
состояния системы при каждой температуре на релаксацию отводилось 104 шагов Монте-Карло
с отбрасыванием при этом половины начальных конфигураций.

На рис. 6 – 7 приведены полученные температурные зависимости для шахматной Mstg и пол-
ной M намагниченностей и спин-стекольного параметра порядка q для решеток с линейными
размерами от L = 8 до L = 40, усредненные по 100 различным примесным конфигурациям. Из
рисунков видно, что все измеренные величины демонстрируют заметную зависимость от размеров
системы. Наиболее сильной размерной зависимостью от L характеризуется шахматная намагни-
ченность, которая для систем малых размеров задает доминирующее магнитное упорядочение ан-
тиферромагнитной природы, при этом спин-стекольный параметр порядка выступает вторичным
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параметром упорядочения и повторяет температурную зависимость «шахматной» намагниченно-
сти. Сильное уменьшение Mstg с ростом L при заметно меньших изменениях спин-стекольного
параметра порядка указывает на преобладание в системе при L > 24 спин-стекольного упорядо-
чения и на возникновение в низкотемпературной фазе смешанного фазового состояния из анти-
ферромагнитных и ферромагнитных доменов, окруженных спин-стекольной фазой. Полученные
результаты указывают что в пределе L → ∞ и T → 0 в системе реализуется спин-стекольное
основное состояние.

Рисунок 8 Температурная зависимость «шахматной»Mstg и полнойM намагниченностей для для
систем со спиновой концентрацией p = 0.90 и линеиными размерами L = 24, 32, 40. На вставке

для Mstg выделена температурная область фазового перехода.

Дня сопоставления наблюдаемых особенностей поведения магнитных характеристик модели в
области сильного структурного беспорядка с поведением аналогичных характеристик в области
слабого неупорядочения нами было проведено аналогичное исследование для образцов со спино-
вой концентрацией p = 0.9. На рис. 8 приведены графики температурного изменения «шахмат-
ной» Mstg и полной M намагниченностей для линейных размеров решетки L = 24, 32, 40. Видно,
что размерная зависимость данных характеристик в низкотемпературной фазе отсутствует за
исключением температурной области, близкой к критической температуре Tc = 8.73. Темпера-
турное поведение Mstg наглядно указывает на антиферромагнитное упорядочение в системе при
данных условием с антиферромагнитным основным состоянием.

Для подтверждения представлений о доменной структуре смешанного фазового состояния
сильно неупорядоченного антиферромагнетика со случайными полями нами было осуществле-
но в рамках статистического метода параллельных температур исследование температурной за-
висимости локальных значений магнитных характеристик для кубических блоков с размерами
b = 5, 10, 20, на которые разбивалась решетка с максимальным рассмотренным размером L = 40.
Анализ данных полученных по всей совокупности блоков показывает, что с понижением темпе-
ратуры размеры типичных антиферромагнитных доменов уменьшаются от lα ' 20 до lα ' 10, а
размеры ферромагнитных доменов — от lf ' 10 до lf ' 5 с увеличением объема спин-стекольной
фазы, пока при T = 0 не реализуется спин-стекольное основное состояние.

Таким образом, в результате применения численного метода параллельного отжига для ис-
следования низкотемпературного поведения трехмерной неупорядоченной антиферромагнитной
модели со случайными магнитными полями было наглядно показано, что для слабо неупорядочен-
ных систем реализуется антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области
сильного структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приводят к осуществ-
лению нового фазового состояния системы. Оно характеризуется сложной доменной структурой
из антиферромагнитных и ферромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной
фазы, с реализацией спин-стекольного основного состояния.
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В четвертой главе осуществлено компьютерное моделирование процессов критической ре-
лаксации намагниченности в трехмерной модели Изинга с замороженными в узлах решетки
немагнитными атомами примеси. Рассмотрены системы с размерами 483 и 1443. Для опреде-
ления динамического индекса z, характеризующего критическое замедление времени релаксации
системы tc ∼ |T − Tc|−zν , применен метод Монте-Карло для односпиновой динамики совместно с
методом динамической ренорм-группы [20], впервые обобщенный на случай моделирования неупо-
рядоченных систем . Для этого осуществлялась процедура блочного разбиения системы, когда
блок bd соседних спинов заменялся одним спином с направлением, определяемым ориентацией
направлением большинства спинов в блоке.

Переопределенная система спинов образует новую решетку с намагниченностью mb. Если на-
магниченность исходной решетки в процессе релаксации достигает некоторого значения m1 за
время t1, а переопределенная система достигает того же значения m1 за время tb, то использова-
ние двух систем после блочного разбиения с размерами блоков b и b′ и определение промежутков
времени tb и tb′ , но истечении которых их намагниченности mb и mb′ достигнут одного и того же
значения m1, позволяет получить динамический индекс z из соотношения

tb
tb′

=

(
b

b′

)z
или z =

ln (tb/tb′)

ln (b/b′)
(26)

в пределе достаточно больших b и b′ →∞.
Размер системы позволял осуществить разбиение на блоки с размерами b = 2, 3, 4, 6, 8, 12 для

L=48 и b = 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 32, 48, 72 для L = 144. Процедура блочного разбиения исход-
ной спиновой и примесной конфигураций осуществлялась на основе критерия спиновой связности.
Так, блок с размерами bd считался спиновым заменялся эффективным спином с направлением,
определяемым направлением большинства спинов в блоке, если в нем существовал спиновый кла-
стер, связывающий противоположные грани блока. В противном случае блок считался примесным
и заменялся пустым узлом в перенормированной решетке. В ситуации, когда в блоке существо-
вал спиновый кластер, но намагниченность блока была нулевой, блок заменялся эффективным
спином с направлением, выбранным случайным образом. Для системы 483 осуществлялась про-
цедура моделирования релаксации из 1000 шагов Монте-Карло на спин при 20 – 30 различных
конфигурациях примесей. Для системы 1443 осуществлялась процедура моделирования релак-
сации из 10000 шагов Монте-Карло на спин при 1000 различных конфигурациях примесей. По
полученным результатам проводилось усреднение зависимостей mb (t). Было выполнено модели-
рование систем с концентрацией спинов p = 1.0; 0.95; 0.8; 0.6; 0.4 для 483 и p = 0.95; 0.8; 0.6; 0.5
для 1443.

Для независимого определения значений индекса z лучше использовать соотношение (26).
Однако выявленный степенной характер релаксации намагниченности при критической темпера-
туре позволил использовать следующую процедуру обработки кривых для перенормированных
намагниченностей mb(t). Кривые mb(t), построенные в двойном логарифмическом масштабе, ап-
проксимировались прямыми lgmb = kb lg t + nb по методу наименьших квадратов в интервалах
изменения ∆mb, наиболее соответствующих степенному характеру их изменения. Затем осуществ-
лялась процедура усреднения коэффициентов kb с выделением среднего kav и последующего опре-
деления параметров nb прямых lgmb = kav lg t+nb путем их проведения через точки пересечения
с прямыми lgmb = kb lg t+nb в середине интервалов ∆mb. В результате формула для определения
z переходит в выражение

z =
nb′ − nb

kav lg (b/b′)
. (27)

На основе соотношения (27) были получены наборы значений индекса zb, соответствующих
различным b при b′ = 1 . Выделенная тенденция зависимости z от b позволила осуществить
процедуру экстраполяции на случай b→∞, предполагающую зависимость

zb = zb=∞ + const b−1. (28)
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В результате при L = 48 были получены следующие значения: для однородной системы z (1.0) =
1.97± 0.08, для примесных систем z (0.95) = 2.19± 0.07, z (0.8) = 2.20± 0.08, z (0.6) = 2.58± 0.09,
z (0.4) = 2.65±0.12. Соответственно для L = 144:z(0.95) = 2.19±0.07, z(0.8) = 2.29±0.06, z(0.6) =
2.72±0.08, и z(0.5) = 2.75±0.08.Отсюда видно, что значения динамического индекса для p = 0.95
и p = 0.8 практически совпадают, а для p = 0.6 и p = 0.4 сопоставимы в пределах погрешно-
сти их определения. С учетом индекса z для однородной системы полученные значения условно
могут быть разделены на три группы, значительно отличающиеся по величине. Сопоставление
теоретических результатов с результатами моделирования показывает их хорошее согласие для
однородной системы и примесной системы с p = 0.95 и p = 0.8. Для p = 0.6 и p = 0.4 результаты
моделирования демонстрируют существенное увеличение динамического индекса z. Это можно
объяснить тем, что для кубической решетки изинговских спинов при p 6 p

(imp)
c ' 0.69 примеси

образуют связывающий кластер, который для T ≤ Tc сосуществует со спиновым связывающим
кластером вплоть до порога спиновой перколяции pc = 1 − p

(imp)
c , образуя фрактало подобную

структуру с эффективной дальнодействующей пространственной корреляцией в распределении
примесей.

В результате область pc 6 p 6 p
(imp)
c характеризуется новым типом критического поведе-

ния неупорядоченной модели Изинга, определяемым протяженными примесными структурами,
с новыми критическими индексами [22]. При этом динамический индекс z для модели Изин-
га с протяженными примесными структурами принимает более высокие значения, чем в случае
модели Изинга с δ-коррелированными примесями, зависящими от характера пространственного
распределения дефектов и определяемых параметром корреляции a.

В соответствии с работами [21–23], посвященными исследованию влияния корреляции приме-
сей и протяженных дефектов структуры на критические свойства неупорядоченных систем, есть
основания полагать, что в области с pc < p < p

(imp)
c существование протяженной примесной струк-

туры приводит к изменению критерия Харриса [3] влияния замороженных точечных примесей.
Поэтому изменение знака индекса теплоемкости α (с положительного на отрицательный) при
переходе от однородного к примесному критическому поведению в изинговских магнетиках не
является ограничением для осуществления нового типа критического поведения, обусловленного
эффектами влияния протяженной примесной структуры.

На основе вышесказанного предлагается гипотеза ступенчатой универсальности критических
индексов для трехмерных разбавленных магнетиков (для двумерных таких эффектов не возника-
ет, так как pc > 0.5), согласно которой в области разбавления p > pc могут наблюдаться пять ти-
пов различного критического поведения: однородное; примесное I при p(imp)c < p < 1 с эффектами
влияния точечных примесей; примесное II при pc < p < p

(imp)
c с эффектами влияния протяженной

примесной структуры; перколяционное примесное при p = p
(imp)
c и перколяционное спиновое при

p = pc. Проявление данных типов критического поведения в разбавленных магнетиках ожидается
в температурной области |T − Tc (p)| /Tc (p) 6 (∆J/J0)

1/ϕ, определяемой значением соответствую-
щего индекса <кроссовера> ϕ и ∆J- мерой случайности в обменном взаимодействии, для концен-
траций спинов, далеких от пороговых значений и в области |T − Tc (p)| /Tc (p) 6 (|p− pc| /pc)1/ϕ

для |p− pc| /pc � 1. Для изинговских магнетиков с p(imp)c < p < 1 ϕ = αpure ' 0.11, поэтому при-
месное поведение с соответствующими универсальными индексами должно наблюдаться в узкой
температурной области вблизи Tc (p) с <кроссоверными> эффектами перехода к индексам для
однородных систем. При pc < p < p

(imp)
c <кроссоверные> эффекты могут наблюдаться вблизи

перколяционных пороговых значений. Вдали от них явление <кроссовера> или не наблюдается,
или может проявиться в виде перехода между индексами двух типов примесного поведения.

В пятой главе представлено теоретико-полевое описание критической динамики неупорядо-
ченных магнетиков. Непосредственно для трехмерной системы вычисляется значение динамиче-
ского критического индекса в двухпетлевом приближении с применением техники суммирования
Паде-Бореля. Проводится сравнение с результатами применения ε-разложения и значениями ди-
намического индекса для однородных систем, вычисленных в трехпетлевом приближении,а также
полученных при численном моделировании методами Монте-Карло. Обсуждаются эффекты вли-
яния примеси на критическое поведение двумерных систем. Рассматриваемая модель представ-

19



ляет собой классическую спиновую систему с замороженными в узлах решетки немагнитными
атомами примеси, описываемую гамильтонианом

H =
1

2

∑
i j

Ji jpipj ~Si~Sj,

где, как обычно, ~Si — m-компонентная спиновая переменная; Jij – константы обменного транс-
ляционно инвариантного короткодействущего ферромагнитного взаимодействия; pi – случайная
переменная, описываемая функцией распределения (2)

Данная модель термодинамически эквивалентнаO (m)-симметричной модели Гинзбурга-Ландау-
Вильсона, определяемой эффективным гамильтонианом:

H [ϕ, V ] =

∫
ddx

(
1

2

[
|∇~ϕ|2 + r0~ϕ

2 + V (x) ~ϕ2
]

+
g0
4!
~ϕ4

)
, (29)

где ~ϕ (x, t) — m-компонентный параметр порядка; V (x) — потенциал случайного поля примесей;
r0 ∼ T −Toc (p); Toc — критическая температура разбавленного магнетика, определяемая теорией
среднего поля; g0 — положительная константа; d — размерность системы. Потенциал примесей
зададим гауссовским распределением

Pv = Av exp

(
−(8δ0)

−1
∫
ddxV 2 (x)

)
,

где Av — нормировочная константа, δ0 — положительная константа пропорциональная концен-
трации примесей и квадрату величины их потенциала. Следует заметить, что отклонения рас-
пределения примесей от гауссовского несущественны вблизи критической температуры [26].

Динамическое поведение магнетика в релаксационном режиме вблизи критической темпера-
туры может быть описано кинетическим уравнением для параметра порядка типа уравнения
Ланжевена:

∂~ϕ

∂t
= −λ0

δH

δ~ϕ
+ ~η + λ0~h, (30)

где λ0 — кинетический коэффициент; ~η (x, t) — гауссова случайная сила, характеризующая вли-
яние теплового резервуара и задаваемая функцией распределения:

Pη = An exp

(
−(4λ0)

−1
∫
ddxdt~η2 (x, t)

)
нормировочной константой Aη; ~h (t) — внешнее поле, термодинамически сопряженное параметру
порядка. Временная корреляционная функция G (x, t) параметра порядка определяется путем
решения уравнения (30) с ~H [ϕ, V ], задаваемым (29), относительно ~ϕ

[
~η,~h, v

]
с последующим

усреднением по гауссовской случайной силе ~η с помощью Pη, по случайному потенциалу поля
примесей V (x) с помощью Pv и выделением линейной ~h (o) части решения, т. е.:

G (x, t) =
δ

δ~h (o)
[〈ϕ (x, t)〉]imp

∣∣∣∣∣
~h=0

с
[〈ϕ (x, t)〉]imp = B−1

∫
D {~η}D (V ) ~ϕ (x, t)PηPv,

B =

∫
D {~η}D {V }PηPv

При применении стандартной ренормгрупповой техники к данной динамической модели прихо-
дится сталкиваться со значительными трудностями. Однако, для однородных систем в отсутствии
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беспорядка, вносимым присутствием примесей, было показано [25], что критическая динамиче-
ская модель, основанная на уравнении типа Ланжевена, полностью эквивалентна стандартной
лагранжевой системе [24] с лагранжианом

L =

∫
ddxdt

(
λ−10 ~ϕ2 + i~ϕ∗

(
λ−10

∂~ϕ

∂t
+
δH

δ~ϕ

))
.

При этом корреляционная функция G (x, t) параметра порядка для однородной системы опреде-
ляется как

G (x, t) = 〈~ϕ (0, 0) ~ϕ (x, t)〉 = Ω−1
∫
D {~ϕ}D {~ϕ∗} ~ϕ (0, 0) ~ϕ (x, t) exp (−L [~ϕ, ~ϕ∗])

с
Ω =

∫
D (~ϕ)D (~ϕ∗) exp (−L [~ϕ, ~ϕ∗]).

Обобщение данного теоретико-группового подхода и детали его применения к критической
динамике разбавленных магнетиков с замороженными точечными примесями и протяженными
дефектами в рамках ε-разложения изложены в работе [21].
Фейнмановские диаграммы, определяющие вклады в корреляционную функцию параметра по-
рядка и 4-хвостные вершины содержат d-мерное интегрирование по импульсам и характеризуются
вблизи критической точки ультрафиолетовой расходимостью в области больших импульсов q типа
полюсов. Для устранения этих полюсов применяется схема размерной регуляризации, связанной
с введением перенормированных величин. Определим перенормированный параметр порядка как
ϕ = Z−1/2ϕ0. Тогда перенормированные вершинные функции будут иметь обобщенный вид:

Γ(n) (q, ω; r, g, δ, λ, µ) = Zn/2Γ
(n)
0 (q, ω; r0, g0, δ0, λ0) (31)

с перенормированными константами связи g, δ, температурой r и кинетическим коэффициентом
λ

g0 = µ4−dZgg, δ0 = µ4−dZδδ,

r0 = µ2Zr, λ−10 = µ2Zλλ
−1,

(32)

где масштабный параметр µ вводится для обезразмеривания величин. В (31) Γ(2) соответствует
обратной корреляционной функции параметра порядка G (q, ω), а Γ(4) — 4–хвостным вершин-
ным функциям Γ

(4)
g и Γ

(4)
δ для констант связи g и δ соответственно. Z-факторы определяются

каждом последовательном порядке диаграммного разложения вершинных функций по g и δ из
требования, чтобы перенормированные вершинные функции являлись регулярными. Данная схе-
ма регуляризации вершинных функций для разбавленных магнетиков была осуществлена нами
в рамках двухпетлевого приближения. Следующим шагом в теоретико-полевом подходе явля-
ется определение скейлинговых функций β1 (g, δ), β2 (g, δ), γr (g, δ), γϕ (g, δ), γλ (g, δ), задающих
дифференциальное уравнение ренормгруппы для вершинных функций:[

µ
∂

∂µ
+ β1

∂

∂g
+ β2

∂

∂δ
− γrr

∂

∂r
+ gλ

∂

∂λ
− γϕ

n

2
µ
∂ lnZ

∂µ

]
Γ(n) (q, ω; r, g, δ, λ, µ) = 0

Природа критической точки для каждого значения m и d полностью задается стабильной
фиксированной точкой для констант связи (v∗1, v

∗
2), определяемой из требования обращения в нуль

функций β1 (v1, v2) и β2 (v1, v2), т. е. β1 (v∗1, v
∗
2) = 0, β1 (v∗1, v

∗
2) = 0. Из приведенных выражений

для данных функций видно, что v∗1 и v∗2 величины порядка 4 − d, поэтому ряды разложения
по v1, v2 для функций β1, β2, γλ при d = 3 являются асимптотически сходящимися. Для их
суммирования используется метод Паде-Бореля , который и был применен нами к функциям
β1, β2, γλ. Примесная фиксированная точка для трехмерной модели Изинга задается значениями
v∗1 = 2.39631, v∗2 = 0.60509, а однородная v∗1 = 1.59661, v∗2 = 0.

Подстановка значений констант связи в фиксированной точке в скейлинговую функцию γλ (v1, v2)
позволяет определить динамический критический индекс z = 2 + γλ (v∗1, v

∗
2). Применение метода
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суммирования Паде-Бореля к асимптотическому ряду разложения γλ по степеням v1 и v2 и ис-
пользование значения констант связи в примесной фиксированной точке для трехмерной модели
Изинга дает следующие значения индекса z

(2)
imp (d = 3) = 2.237, в то время как значение zimp,

полученное в том же двухпетлевом приближении на основе ε-разложения, равно z(2)imp = 2.336.
Вычисление индекса z для однородной модели Изинга в двухпетлевом приближении не требует

применения техники суммирования для γλ, т. к. γλ в этом случае содержит только одно слагаемое,
пропорциональное v21. В результате z(2)pure (d = 3) = 2.125, в то время как вычисленное на основе
ε-разложения z(2)pure = 2.011. Для уточнения влияния метода суммирования асимптотических ря-
дов Паде-Бореля был проведен расчет функции γλ для однородных магнетиков в трехпетлевом
приближении. В результате для модели Изинга z(3)pure = 2.014, в то время как вычисленное в трех-
петлевом приближении ε-разложения z(3)pure = 2.025.

Критическая динамика разбавленных двумерных изинговски подобных магнетиков в релак-
сационном режиме не отличается от динамики однородной модели. Расчет динамического крити-
ческого индекса z для двумерной модели Изинга в трехпетлевом приближении без использования
метода ε-разложения дал следующее значение: z(3)pure (d = 2) = 2.277.

Анализ результатов показывает, что наличие беспорядка, связанного с присутствием приме-
сей, существенно меняет критическое поведение трехмерной модели Изинга, характеризующееся
более высокими значениями динамического индекса zimp по сравнению с индексом однородной
модели. Это находит отражение в аномально больших временах релаксации намагниченности
вблизи критической точки: τp ∼ |T − T0|−zν (ν — критический индекс корреляционной длины),
что ведет к изменению кинетических свойств магнетиков.

В шестой главе проведено численное исследование влияния неравновесных начальных состо-
яний на эволюцию намагниченности m(t) ферромагнитной структурно неупорядоченной системы
в критической точке. Известно, что аномальные особенности в явлениях критической динамики
определяются прежде всего эффектами дальнодействующей корреляции долгоживущих флук-
туаций ряда термодинамических переменных. Фундаментальный интерес, в связи с этим, пред-
ставляет исследование процессов критической релаксации системы из начального неравновесного
состояния, созданного, например, при температурах много больших критической и характеризу-
емого поэтому малой корреляционной длиной, в сильно коррелированное состояние при крити-
ческой температуре. В работе [27] на основе ренормгруппового анализа неравновесного критиче-
ского поведения спиновой системы с начальным значением намагниченности m0 было показано,
что после микроскопически малого промежутка времени tmic для k-го момента намагниченности
системы реализуется скейлинговая форма:

m(k) (t, τ, L,m0) = b−kβ/vm(k)
(
b−zt, b1/vτ, b−1L, bx0m0

)
, (33)

где t — время, τ = (T − Tc) /Tc — приведенная температура, b — произвольный масштабный
фактор, L — линейный размер решетки, β, v, z — известные критические индексы, x0 — но-
вый независимый критический индекс, задающий масштабную размерность начального значения
намагниченности m0. На ранней стадии эволюции системы корреляционная длина еще достаточ-
на мала и конечность размера моделируемой системы оказывается не существенной. Полагая в
(33) b = t1/z, для первого момента намагниченности (k = 1) и малой величины m0t

1/z получаем
следующее выражение:

m (t, τ, m0) ∼ m0t
θ′F
(
t1/νzτ, tx0/zm0

)
= m0t

θ′
(
1 + at1/νzτ

)
+O

(
τ 2, m2

0

)
, (34)

где θ′ = (x0 − β/v) /z. Для τ → 0 и достаточно малых t получаем асимптотическое поведение
m (t) ∼ tθ

′ . Временной интервал увеличения намагниченности tcr ∼ m
−z/x0
0 заметно растет с

уменьшением m0. С течением времени коротко-временная динамика увеличения параметра по-
рядка сменяется на привычную долговременную динамику уменьшения параметра порядка со
временем по степенному закону m (t) ∼ t−β/zv с показателем, определяемым отношением β/zν со
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статическими критическими индексами β и ν и динамическим критическим индексом z. Для чис-
ленного определения показателя θ′ рассматривается неупорядоченная трехмерная модель Изинга
с линейным размером L = 128 и наложенными граничными условиями.

Для моделирования спиновых конфигураций в системе был применен алгоритм Метрополиса.
Алгоритм Метрополиса, реализующий динамику односпиновых переворотов, наилучшим образом
соответствует релаксационной модели A в классификации Гальперина-Хоэнберга [28] и позволя-
ет провести сравнение получаемого в результате моделирования неравновесного критического
поведения системы динамических критических индексов z и θ′ с результатами ренормгруппового
описания.

При исследовании влияния начального неравновесного состояния с m0 � 1 для неупорядочен-
ной модели Изинга осуществляется численное определение временной зависимости k-го момента
намагниченности m(k)(t) в виде

m(k) (t) =

〈( 1

Ns

Ns∑
i

piSi (t)

)k〉 , (35)

где угловые скобки обозначают статистическое усреднение по спиновым конфигурациям, а квад-
ратные скобки — усреднение по различным реализациям распределения дефектов структуры в
системе при заданной спиновой концентрации p = 0.80, Ns = pL3 — число спинов в решетке.
Усреднение вычисляемых величин проводилось по 4000 различным примесным конфигурациям с
25 прогонками для каждой примесной конфигурации. Для независимого вычисления динамиче-
ских критических индексов θ′ и z, а также отношения статических критических индексов β/ν в
данной работе на каждом этапе эволюции системы наряду с намагниченностью системы опреде-
лялась автокорреляционная функция

A (t) =

[〈(
1

Ns

Ns∑
i

piSi (t)Si (0)

)〉]
, (36)

и второй момент намагниченности m(2)(t). Их скейлинговый анализ показывает, что при m0 = 0
и критической температуре T = Tc данные величины характеризуются степенной зависимостью
от времени

A (t) ∼ t−ca , m(2) (t) ∼ tc2 , (37)

где ca = d/z − θ′, c2 = (d− 2β/ν) /z, d — размерность системы.
Моделирование осуществлялось при критической температуре Tc = 3.49948(18) , определенной

нами при численных Монте-Карло исследованиях неупорядоченной трехмерной модели Изин-
га в равновесном состоянии. Временное поведение намагниченности с начальными значениями
m0 = 0.01; 0.02 и 0.03 исследовалось на временах до 1000 шагов Монте-Карло на спин (MCS/s).
Поскольку начальная спиновая конфигурация с намагниченностью m0 должна быть неравновес-
ной, для ее получения нами был применен следующий способ ее получения: с помощью алгоритма
Вольфа при температуре T = 8 � Tc = 3.49948 система из начального состояния <все спины
вверх> с m = 1 приводилась к состоянию с намагниченностью m, близкой к желаемой m0, а
затем переворотом отдельных спинов достигалось состояние с m0. Полученная конфигурация со-
хранялась, а затем проводилось исследование ее временной эволюции при Tc = 3.4998 с помощью
алгоритма Метрополиса.

Анализ данных зависимостей позволяет определять значения показателей ca и c2 в соответ-
ствии с (37) и выделить два временных интервала : для временных интервалов в среднем от 7 до
50 MCS/s и от 150 до 1000 MCS/s. Это связано с наблюдаемым уже при моделировании струк-
турно неупорядоченных систем с линейными дефектами явлением кроссовера, т.е. перехода от
критического поведения, характерного для однородных систем, к поведению, характеризуемого
влиянием дефектов. Были определены показатели для каждого линейного участка исследуемых
величин. Полученные значения показателей приведены в табл. 1.
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Таблица 1 Критические показатели, характеризующие эволюцию неупорядоченной модели Изин-
га с p = 0.80 на разных временных интервалах

m0 θ′ c2 ca θ′ c2 ca
t ∈ [7, 50] t ∈ [150, 100]

0.03 0.1016(9) 0.083(3)
0.02 0.1031(10) 0.099(5)
0.01 0.1043(12) 0.105(9)
0 0.1057(17) 0.936(4) 1.347(8) 0.122(11) 0.859(5) 1.135(10)

Нами был осуществлен учет поправок к асимптотической зависимости измеряемых величин
за счет влияния конечности моделируемых систем и неточности в определении их критической
температуры. Для этого были применены следующие выражения для временной зависимости
наблюдаемых величин X(t):

X (t) ∼ tδ
(
1 + Axt

−ω/z) , (38)

где AX — неуниверсальные амплитуды, ω является хорошо известным критическим индексом
поправки к скейлингу, а показатель δ = θ′ в случае X ≡ m (t), δ = −ca в случае X ≡ A (t) и
δ = c2 в случае X ≡ m(2) (t). Теоретико-полевая оценка для ω в шестипетлевом приближении дает
значение ω ' 0.25 (10) [29]. Для расчета значений критических индексов θ′, ca, c2 и ω/z на вре-
менном интервале, соответствующем влиянию структурного беспорядка, был использован метод
наименьших квадратов для наилучшей аппроксимации значений m(t), m(t) и m(2)(t) выражением
(38). Наряду с аппроксимационной погрешностью ∆δ для показателей δ определялась их стати-
стическая погрешность. Для этого общее количество используемых для усреднения примесных
конфигураций делилось на 4 группы. Для каждой из групп вычислялись показатели θ′, ca и c2, а
затем определялись отклонения от показателей, найденных при использовании усредненных по
общему количеству примесных конфигураций значений m(t), A(t) и m(2)(t).

В таблице 2 приведены полученные итоговые значения критических показателей и их по-
грешности. На основе данных значений показателей были определены динамические критиче-
ские индексы z = 2.191(42) и θ′ = 0.127(16), отношение статических критических индексов β/ν =
0.504(24) и усредненное значение критического индекса поправки к скейлингу ω = 0.256(56).

Таблица 2 Критические показатели временной эволюции неупорядоченной модели Изинга с p =
0.80, вычисленные с учетом поправок к скейлингу

m0 θ′ c2 ca
0.03 0.104(12), ω/z = 0.074
0.02 0.117(10), ω/z = 0.068
0.01 0.118(10), ω/z = 0.096
0 0.127(16), ω/z = 0.079(9) 0.909(4), 1.242(10),

ω/z = 0.112 ω/z = 0.160

Также, нами проведено численное исследование неравновесной критической эволюции из на-
чального состояния сm0 � 1 сильно неупорядоченной модели Изинга с концентрацией спинов p =
0.6. Временное поведение намагниченности с начальными значениями m0 = 0.005, 0.001, 0.0005 и
0.0001 исследовалось на временах до 3000 MCS/s при критической температуре Tc = 2.42413(9).
Усреднение вычисляемых величин проводилось по 15000 различным примесным конфигурациям
с 25 прогонками для каждой примесной конфигурации. Для независимого вычисления динамиче-
ских критических индексов θ′ и z, а также отношения статических критических индексов β/ν на
каждом этапе эволюции системы наряду с намагниченностью системыm(t) определялась автокор-
реляционная функция A(t) и второй момент намагниченностиm(2)(t). Уменьшение моделируемых
значений m0 для сильно неупорядоченных систем обусловлено необходимостью скомпенсировать
уменьшение интервала эволюции намагниченности tcr ∼ m

−z/x0
0 , вызванного изменившимся в
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большую сторону значением динамического индекса z для сильно неупорядоченных систем по
сравнению со слабо неупорядоченными системами.

При анализе временных зависимостей оказалось, что для сильно неупорядоченных систем в
отличие от слабо неупорядоченных систем не наблюдается динамического режима с характери-
стиками однородной системы.

Система при своей эволюции из начального неравновесного состояния, созданного при T � Tc,
к критическому состоянию при Tc проходит после tmic последовательную серию промежуточных
состояний в критической области, а именно от состояний, контролируемых неподвижной точкой
для однородных систем в температурной области |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0 , к со-
стояниям, контролируемым неподвижной точкой для неупорядоченных систем, в температурной
области |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0 , где ∆J (p) — характеризует влияние дефектов
структуры на величину случайности в обменном взаимодействии спиновых систем со спиновой
концентрацией p. Величина ∆J (p) ∼ cimp = 1 − p, где cimp — концентрация дефектов. Поэтому
для слабо неупорядоченных состояний температурная область вблизи критической температу-
ры определяет- ся как |T − Tc (p)| /Tc (p) > [∆J (p) /J0 (p)]1/α0 , где характеристики критического
поведения неупорядоченных систем определяются критическими индексами однородной систе-
мы, является достаточно широкой, в то время как для сильно неупорядоченных систем — узкой.
Поэтому в неравновесном критическом поведении слабо неупорядоченных систем наблюдают-
ся переходные режимы от критического поведения однородных систем к режиму критического
поведения структурно неупорядоченных систем, а для сильно неупорядоченных систем такие пе-
реходные режимы практически ненаблюдаемы. Применение процедуры расчета поправок к скей-
лингу позволяет получить итоговые значения критические индексы z = 2.589(52), θ′ = 0.167(18),
β/ν = 0.485(18) и ω = 0.461(55) для сильно неупорядоченной модели Изинга.

В случае исследования влияния неравновесного состояния с начальным значением намагни-
ченности m0 = 1 не возникает зависимости характеристик неравновесного критического пове-
дения от нового динамического показателя θ′. Исследования показали, что динамический про-
цесс, начинающийся с полностью упорядоченного состояния (m0 = 1), более предпочтителен из
за меньшего влияния флуктуаций на результаты. В критической области τ � 1 для временного
поведения намагниченности справедливо следующее выражение

m (t, τ) = t−β/νzm
(
1, t1/νzτ

)
= t−β/νz

(
1 + at1/νzτ +O

(
τ 2
))
, (39)

где в пределе τ → 0, оно приобретает вид:

m (t) ∼ t−β/νz. (40)

Представляя (39) в виде lnm (t, τ) = (−β/νz) ln t+lnm
(
1, t1/νzτ

)
и дифференцируя по τ можно

получить соотношение для логарифмической производной намагниченности

∂τ lnm (t, τ)|τ=0 ∼ t1/νz. (41)

Другой характеристической величиной, определяющей неравновесное критическое поведение
является кумулянт Биндера, характеризуемый выражением

U2 (t) = m(2)/(m)2 − 1. (42)

Размерный анализ показывает, что в критической точке поведение кумулянта Биндера опи-
сывается степенным законом U2 (t) ∼ td/z. Численное определение намагниченности, ее логариф-
мической производной и кумулянта Биндера позволяет рассчитать динамический индекс z и ста-
тические индексы β и ν.

Осуществлялось моделирование кубических решеток с размерами L = 128 при критических
температурах Tc = 4.26267, 3.49948, 2.42413 и 1.84509 для систем со спиновыми концентрациями
p = 0.95, 0.80, 0.60 и 0.50, соответственно. Временное поведение намагниченности и кумулян-
та Биндера исследовалось для слабо неупорядоченных систем на временах до 1200 MCS, а для
сильно неупорядоченных систем на временах до 3000 MCS. Для систем с p = 0.95 проводилось
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усреднение вычисляемых величин по 6000 различным примесным конфигурациям, с p = 0.80 —
по 5000, p = 0.60 — по 10000 и p = 0.50 — по 7000 примесным конфигурациям. Для вычисления
логарифмической производной ∂τ lnm осуществлялся расчет намагниченности для двух темпера-
тур, смещенных относительно Tc на интервал ∆T = ±0.005. В слабо неупорядоченных системах
с p = 0.95; 0.80 в отличие от поведения однородных систем может быть выявлено два универ-
сальных динамических режима со степенным временным изменением m(t), U2(t) и ∂ lnm(t), а
именно: на раннем временном интервале t = [20, 200] реализуется поведение, соответствующее
поведению однородной системы, определяемое индексом z = 2.03(1), а лишь затем, проходя через
режим кроссоверного поведения, реализуется режим поведения неупорядоченной системы. Для
сильно неупорядоченных систем динамического режима с характеристиками однородной системы
не наблюдается.

Был проведен расчет значений критических показателей β/νz для намагниченности, d/z для
кумулянта Биндера и 1/νz для логарифмической производной намагниченности, соответству-
ющие им суммарные погрешности, а также показатели ω/z для этих величин, соответствую-
щие минимальным погрешностям процедуры аппроксимации (38). Наряду с аппроксимационной
погрешностью для показателей определялась их статистическая погрешность. Для этого общее
количество используемых для усреднения примесных конфигураций делилось на 5 групп. Для
каждой из групп вычислялись показатели β/νz, d/z и 1/νz, а затем вычислялись отклонения
от показателей, найденных при использовании усредненных по общему количеству примесных
конфигураций значений m(t), U2(t) и ∂ lnm(t).

На основе данных значений показателей были определены для систем с p = 0.95 динамический
критический индекс z = 2.185(25), отношение статических критических индексов β/ν = 0.533 (13),
критические индексы ν = 0.668(14), β = 0.356(11) и усредненные значения критического индекса
поправки к скейлингу ω = 0.369(92), для систем с p = 0.80 значения соответствующих крити-
ческих индексов z = 2.208(32), β/ν = 0.508(17), ν = 0.685(21), β = 0.348(11) и ω = 0.404(110).
Сопоставление полученных значений критических индексов для слабо неупорядоченных систем
показывает, что они принадлежат к одному универсальному классу систем с совпадающими в
пределах статистических погрешностей проведенных численных исследований.

Для сильно неупорядоченных систем с p = 0.60 значения соответствующих критических ин-
дексов z = 2.525(15), β/ν = 0.496(15), ν = 0.682(13), β = 0.339(12), ω = 0.286(10) и для систем с
p = 0.5 значения индексов z = 2.664(37), β/ν = 0.443(7), ν = 0.760(30), β = 0.337(19), ω = 0.242(4).

Полученные значения находятся в хорошем согласии в пределах погрешностей со значени-
ями критических индексов, полученными при моделировании критического поведения систем с
аналогичными спиновыми концентрациями из начального состояния сm0 � 1. Так же в представ-
ленной работе для выявления влияния структурного беспорядка на динамические критические
свойства трехмерной модели Изинга с концентрацией спинов p = 0.8 и p = 0.6 был применен
метод динамики возмущения начального состояния системы. Этот метод компьютерного моде-
лирования получил применение как инструмент численной оценки критической температуры и
критических индексов [30].

В рамках данного метода исследуется развитие двух конфигураций спинов (для определен-
ности обозначим их А и В), эволюционирующих с одинаковой динамикой и одинаковой последо-
вательностью случайных чисел. На каждом временном шаге рассматривается различие между
данными спиновыми конфигурациями в узлах с одинаковыми пространственными координата-
ми. Величина, характеризующая различие между такими системами, называется расстоянием
Хемминга (Hamming distance). Математически ее можно представить в следующем виде:

D(L, T, t) =
1

2Ns

Ns∑
i=1

|SAi (t)− SBi (t)|, (43)

где Ns = pLd - число спинов находящихся в одной спиновой конфигурации. В общем случае, рас-
стояние Хемминга между спиновыми конфигурациями зависит от температуры T , времени моде-
лирования t, линейного размера решетки L, граничных условий и начального состояния спиновых
конфигураций SAi (0) и SBi (0). Для того что бы уменьшить погрешности проводимых вычислений
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Рисунок 9 Поведение D(t) для трехмерной модели Изинга в случае (а) p = 0.8; (б)p = 0.6, при
различных температурах

необходимо осуществлять неоднократное повторение эксперимента с использованием различных
примесных конфигураций, поэтому при расчете результатов целесообразно использовать среднее
значение величины D(L, T, t):

〈D(L, T, t)〉 =
1

NI

NI∑
j=1

Dj(L, T, t), (44)

где Dj(L, T, t)- расстояние для j-ого независимого испытания. NI - число испытаний. При про-
ведении компьютерного моделирования было выбрано низкотемпературное начальное состояние,
в котором система является полностью упорядоченной, т.е. все спины системы ориентированы
в одном направлении. Рассматривались две спиновые конфигурации с взаимно противополож-
ными по направлению приведенными суммарными значениями магнитного момента равными по
модулю единице:

{SAi (0)} = −{SBi (0)} = 1. (45)

С целью выявления влияния динамики эволюции системы на величину значений критических по-
казателей, было проведено два независимых исследования с выбором различных типов эволюции
спиновых систем, с последующим применением метода динамики возмущения начального состо-
яния системы. Для численной реализации эволюции спиновых систем был применен алгоритм
Метрополиса с динамикой односпиновых переворотов . При исследовании поведения трехмерной
неупорядоченной модели Изинга с линейным размером решетки L = 32 на временном промежутке
t = 500MCS/s при различных температурах (рис. 11), были выявлены две температурные об-
ласти. В первой, убывающая функция D(t) характеризуется малыми изменениями и достаточно
быстро приходит к некоторому равновесному постоянному значению. Вторая область характе-
ризуется сильно убывающей функцией D(t), не стремящейся к постоянной величине. Исходя из
такого поведения функции расстояния Хемминга, можно сделать заключение, что температура
фазового перехода находится в температурном промежутке между двумя этими областями. Ре-
зультаты проведенных исследований поведенияD(t) для трехмерной модели Изинга со спиновыми
концентрациями p = 0.8 и p = 0.6 представлены на рис. 9.

В соответствии с данными результатами, критическую температуру исследуемых систем мож-
но оценить как Tc = 3.50(5) для p = 0.8 и Tc = 2.40(5) для p = 0.6. Более точные значения
критических температур можно получить с использованием методов конечномерной теории скей-
линга. Для этого введем характеристическое время τ1 и квадрат времени τ2 их скейлинговые
зависимости в виде [30]:

τ1(L, T ) =

∑
t〈tD(L, T, t)〉∑
t〈D(L, T, t)〉

, (46)

τ2(L, T ) =

∑
t〈t2D(L, T, t)〉∑
t〈D(L, T, t)〉

, (47)
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Рисунок 10 Зависимость функции R(L, T ) от температуры для трехмерной модели Изинга в слу-
чае (а) p = 0.8; (б) p = 0.6

Таблица 3 Значения критической температуры для трехмерной модели Изинга с концентрацией
спинов p = 0.8 и p = 0.6

Tc(p = 0.8) Tc(p = 0.6)

данная работа 3.500(7) 2.498(7)

S. Wiseman, 1998 3.49942(1) 2.42418(5)
H.O. Heuer, 1993 3.4992(5) 2.4220(6)
А.К. Муртазаев, 2004 3.4956(6) 2.4178(6)
P. Calabrese, 2003 3.49962(24)
H.G. Ballesteros, 1998 3.49972(47)
J.S. Wang, 1989 3.4959(2) 2.4178(2)
В.В. Прудников, 2007 3.49948(18) 2.42413(9)

τ1(L, T ) = u(L)f1(v(L)(T − Tc)), (48)

τ2(L, T ) = u2(L)f2(v(L)(T − Tc)). (49)

Из выражений (6) - (7) следует, что отношение данных времен

R(L, T ) =
τ2(L, T )

τ 21 (L, T )
(50)

при T = Tc не будет зависеть от линейного размера решетки L. Таким образом, если построить
характеристические кривые для величины R(L, T ) как функции температуры для различных
L, то они пересекутся в точке, соответствующей критической температуре. Полученные кривые
температурной зависимости R(L, T ) для систем с линейными размерами решеток L = 16, 32, 64
показаны на рис. 10. Проведенные исследования позволили получить следующие результаты: для
p = 0.8 Tc = 3.500(7), для p = 0.6 Tc = 2.498(7). Вычисленные значения критических темпера-
тур находятся в хорошем соответствии с результатами, полученными для данных систем в других
работах (Табл.3). При температурах близких к температуре фазового перехода наблюдаются ано-
мально большие и долгоживущие флуктуации параметра порядка с эффектами сильной простран-
ственной и временной корреляции. В качестве величины, характеризующей такие флуктуации,
выступает корреляционная длина ξ(T ) - средний линейный размер магнитных доменов, как мак-
роскопических областей с сильно коррелированными спинами. Из-за долгоживущих флуктуаций
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Рисунок 11 Зависимость времени релаксации от линейного размера решетки L (L = 8, 16, 32, 64)
для трехмерной модели Изинга в случае (а) p = 0.8; (б) p = 0.6

параметра порядка и эффектов сильной корреляции время релаксации системы τr в окрестно-
сти Tc неограниченно возрастает. Для описания критического замедления времени релаксации
системы вводят динамический критический индекс z:

τr ∼ ξ(T )z. (51)

При моделировании конечных систем рост корреляционной длины ξ(T ) вблизи критической
температуры Tc ограничивается размером системы L, то есть, ξ(T ) ∼ L. В результате, для времени
релаксации системы вблизи критической температуры будет справедливым соотношение:

τr ∼ Lz. (52)

В рамках метода динамики возмущения начального состояния в качестве времени релаксации
системы выступает введенное в (4) характеристическое время τ1(L, T ). Таким образом, для вы-
числения критического динамического индекса z нам требуется исследовать зависимость времени
τ1(L, T ) от линейного размера решетки при соответствующей критической температуре. При реа-
лизации численного эксперимента рассматривались кубические решетки с линейными размерами
L = 8, 16, 32, 64. В итоге анализа проведенных аппроксимаций были получены следующие зна-
чения критического индекса z для трехмерной структурно неупорядоченной модели Изинга с
исследуемыми спиновыми концентрациями: z(0.8) = 2.21(6) и z(0.6) = 2.61(7).

В работе нами были также учтены ведущие поправки к асимптотической зависимости времени
релаксации вследствие влияния конечности моделируемых систем, так как только учет данных
поправок к скейлингу позволяет получать корректные значения критических индексов в термо-
динамическом пределе:

τr = ALz(1 +BL−ω), (53)

где ω - критический индекс поправки к скейлингу. С учетом поправки к скейлингу были получены
следующие значения: z(0.8) = 2.28(7), и z(0.6) = 2.67(8).

В седьмой главе представлены результаты численного исследования методами Монте-Карло
особенностей влияния дефектов структуры на характеристики неравновесного критического по-
ведения трехмерных магнетиков. Изучение релаксационной динамики подобных систем, с одной
стороны, проводить значительно легче, чем таких сложных неупорядоченных систем, как спи-
новые стекла, а с другой стороны, эти системы на неравновесном этапе критической эволюции
демонстрируют аналогичные спиновым стеклам эффекты старения и отклонение предельной ве-
личины флуктуационно-диссипативного отношения от единицы как показателя неравновесности
системы. Одной из простых, но нетривиальных статистических моделей, в которой наблюдаются
эффекты старения, является d-мерная модель Изинга. Ее динамика является чисто диссипатив-
ной и соответствует модели A.
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Рисунок 12 Временные зависимости корреляционной функции C (t, tw) и функции отклика
TR (t, tw) для различных спиновых концентраций и времен ожидания tw

Рисунок 13 Скейлинговый коллапс корреляционной функции C (t, tw) (а) и функции отклика
R (t, tw) (б) для различных спиновых концентраций и времен ожидания tw

Моделирование эволюции макроскопической решеточной системы из N спинов осуществля-
лось в рамках статистического метода Монте-Карло. Был реализован динамический процесс одно-
спиновых переворотов с применением алгоритма тепловой бани, задающим вероятность перехода
спина системы в новое состояние Si → S ′i посредством формулы:

Wsp (Si → S ′i) =
exp [−βH (S ′i)]∑
Sj

exp [−βH (Sj)]
, (54)

где суммирование по Sj в знаменателе проводится по всем возможным состояниям спина Si до
переворота. В качестве единицы времени динамического процесса выбирается шаг Монте-Карло
на спин (MCs/s), который обозначает N последовательных переворотов спинов в узлах решетки.
Для модели Изинга с двумя возможными состояниями Sj = ±1 указанную вероятность перево-
рота можно записать в виде

Wsp (Si → S ′i) =
exp [−βH (S ′i)]

exp [βH (Si)] + exp [−βH (Si)]
(55)

с реализацией так называемой глауберовской динамики.
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Рисунок 14 Скейлинговые функции для оценки показателей ca и cr

Рисунок 15 Функциональная зависимость флуктуационно-диссипативного отношения X (t, tw) от
tw/ (t− tw) при t− tw � tw для различных спиновых концентраций

Осуществлялся расчет намагниченности

M (t) =

〈
1

L3

L3∑
i=1

Si (t)

〉
(56)

и двухвременной автокорреляционной функции

C (t, tw) =

〈
1

L3

L3∑
i=1

Si (t)Si (tw)

〉
−M (t)M (tw) , (57)

где угловые скобки характеризуют проводимое статистическое усреднение по различным реали-
зациям начальных конфигураций спинов и Монте-Карло прогонкам.

Для случая, когда исследуется критическая релаксация систем из начального высокотемпе-
ратурного состояния со значением намагниченности расчет функции отклика и флуктуационно-
диссипативного отношения проводился с применением соотношений

R (t, tw) =
1

TL3

L3∑
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉
, (58)
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Рисунок 16 Функциональные зависимости ФДО X (tw, p) от 1/tw для различных спиновых кон-
центраций. Значения X∞(p) получаются в пределе 1/tw → 0 путем линейной аппроксимации

Таблица 4 Значения показателей скейлинговых функций cr, ca и предельного ФДО, полученные
в пределе t� tw

p ca cr X∞

p = 1.0 1.333(40) 1.357(18) 0, 380(153
p = 0.95 1.230(28) 1.264(40) 0.413(7)
p = 0.8 1.237(22) 1.251(22) 0.413(11)
p = 0.6 0.982(30) 0.950(8) 0.446(8)
p = 0.5 0.896(64) 0.955((33) 0.441(13)

где SWi = tanh
(
J
∑

m 6=i Sm/T
)
, и

X (t, tw) =

∑N
i=1

〈
Si (t)

[
Si (tw + 1)− SWi (tw + 1)

]〉∑N
i=1 〈Si (tw + 1)− Si (tw)〉

(59)

Данные соотношения позволяют при моделировании динамики системы с помощью алгоритма
тепловой бани получать функцию отклика, а затем и флуктуационно-диссипативное отношение
без введения магнитного поля.

Было проведено моделирование неравновесного поведения как «чистой», так и структурно
неупорядоченной модели Изинга при спиновых концентрациях p = 1, 0, 0, 95,0, 8,0, 6 и 0, 5 на
трехмерной кубической решетке с линейным размером L = 128 (количество спинов в решетке
NN = pL3). Рассматривалась эволюция системы из специально сформированного при T � Tc
высокотемпературного начального состояния с малым значением намагниченности m0 � 1 По-
ведение систем исследовалось на временах до 10 000 шагов Монте-Карло на спин. При моде-
лировании «чистой» системы проводилось статистическое усреднение по 94 000 прогонок. При
моделировании структурно неупорядоченной модели Изинга усреднение вычисляемых величин
проводилось по 6200 примесным конфигурациям и 15 прогонкам для каждой примесной конфи-
гурации.

На рис. 12 представлены в двойном логарифмическом масштабе полученные зависимости
функции отклика R (t, tw) от времени наблюдения t− tw для набора различных времен ожидания
tw. Наглядно видно проявление эффектов старения через зависимость R (t, tw) от «возраста» си-
стемы tw (с увеличением возраста системы ее реакция на внешние возмущения уменьшается), а
также, что с ростом концентрации дефектов (уменьшением спиновой концентрации p) релаксация
системы замедляется.

Для функции отклика ренормгрупповое описание предсказывает следующую скейлинговую

32



двухвременную зависимость

R (t, tw) ∼ t−1−(d−2+η)/zw FR (t/tw) , (60)

где d — размерность системы, η, z — критические индексы. Для подтверждения скейлинговой
зависимости функции отклика (60) было осуществлено построение зависимости t1+(1−η)/z

w R (t, tw)
от t− tw/tw.

Результат приведен на рис. 13,14 который демонстрирует коллапс полученных для различных
tw данных на соответствующих p = 1, 0, p = 0, 95, p = 0, 8,p = 0, 6 и p = 0, 5 универсальных
кривых, характеризуемых скейлинговой функцией FR (t/tw) в (60).

На временах t � tw скейлинговая функция имеет зависимость FR(t/tw)−cr . На этом участке
эволюции системы отсутствует влияние эффектов старения и показатель cr связан с известными
динамическими критическими индексами z и θ′

cr =
d

z
− θ′. (61)

В таблице 4 представлены значения показателей cr и ca, рассчитанные нами для различных
спиновых концентраций p. Видно, что для чистой системы и слабо неупорядоченной системы с
p = 0, 8; 0, 95 и сильно неупорядоченной системы с p = 0, 6; 0, 5 значения показателей cr и ca
хорошо согласуются друг с другом в пределах статистических погрешностей.

На рис. 15 представлено вычисленное на основе формулы (59) ФДО в виде функциональной
зависимости X (t, tw) от tw/ (t− tw) при t− tw � tw для систем с различными спиновыми концен-
трациями. Линейная аппроксимация зависимости X (t, tw) при tw/ (t− tw)→ 0 дает возможность
определить значения X (tw) для каждого tw и соответствующей спиновой концентрации.

К полученным значениям X (tw) для различных времен ожидания была применена аппрокси-
мация X (tw →∞), которая и позволила определить искомое предельное ФДО X∞(см. таблицу
4). Наглядное представление для осуществленной процедуры аппроксимации дано на рис. 16. В
результате были получены следующие значения предельного ФДО: X∞ = 0, 381(16) для p = 1, 0,
X∞ = 0, 413(7) для p = 0, 95, X∞ = 0, 413(10) для p = 0, 8, X∞ = 0, 446(10) для p = 0, 6 и
X∞ = 0, 441(13) для p = 0, 5. Данные значения X∞ указывают на нарушение флуктуационно-
диссипативной теоремы в неравновесном критическом поведении «чистых» и структурно неупо-
рядоченных систем, описываемых трехмерной моделью Изинга, а также на то, что присутствие
дефектов структуры приводит к увеличению значений X∞.

Полученное для сильно неупорядоченной системы со спиновой концентрацией p = 0, 6; 0, 5
значение предельного флуктуационно-диссипативного отношения с X∞ = 0, 446(10) демонстри-
рует отличие от значений X∞ = 0, 413(10) для p = 0, 8; 0, 95 и X∞ = 0, 381(16) для p = 1, 0,
превышающее пределы статистических погрешностей и проведенных аппроксимаций. Это поз-
воляет сделать вывод, что новая универсальная характеристика неравновесного поведения как
предельное флуктуационно-диссипативное отношение и полученные для него значения указыва-
ют на то, что неравновесное критическое поведение чистых, слабо и сильно неупорядоченных
систем, описываемых трехмерной моделью Изинга, принадлежит к различным универсальным
классам критического поведения.

Важно отметить, что при подготовке условий и анализе экспериментальных результатов кри-
тического поведения различных систем наряду с эффектами критического замедления необхо-
димо учитывать влияние эффектов старения, значительно усиливающих эффекты критического
замедления с увеличением «возраста» образца и приводящих к влиянию начальных состояний
системы. При этом присутствие дефектов структуры в системе, увеличение их концентрации
приводит к существенному усилению эффектов старения.

Заключение содержит список основных результатов, полученных в работе.
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Заключение.
1. Применение суперкомпьютерных технологий при моделировании методами Монте-Карло

статического и динамического критического поведения неупорядоченных систем позволило
для вычисления скейлинговых функций термодинамических величин и значений равновес-
ных и динамических критических индексов использовать усреднение по большому количе-
ству примесных конфигураций(от 3000 - до 50000) и широкий интервал изменения линейных
размеров решеток L = 20 − 400. Все это позволяет считать , что полученные результаты
носят уникальный характер.

2. Вычисленные скейлинговые функции и значения критических индексов для корреляцион-
ной длины и восприимчивости демонстрируют существование двух классов универсального
критического поведения для разбавленной модели Изинга с различными характеристиками
для слабо и сильно неупорядоченных систем.

3. Впервые осуществлено компьютерное моделирование критической динамики неупорядочен-
ных магнетиков и вычисление критического динамического индекса z в широкой области из-
менения концентрации примесей. Предложена гипотеза ступенчатой универсальности трех-
мерных неупорядоченных изинговских магнетиков.

4. Впервые проведено теоретико - полевое описание критической динамики магнитных одно-
родных и неупорядоченных систем с замороженными немагнитными примесями. В рамках
теоретико-полевого подхода непосредственно для трехмерных систем (т.е. без использова-
ния традиционного метода ε - разложения) получено выражение для динамических скей-
линговых функций. Применяя метод суммирования Паде-Бореля к асимптотическому ряду
разложения для динамических скейлинговых функций проведен расчет динамического кри-
тического индекса z. Проведен анализ влияние слабой неоднородности, создаваемой присут-
ствием примеси, на динамическое критическое поведение двумерных изинговских систем.
Осуществлен расчет динамического критического индекса z для двумерной модели Изинга.

5. Применение численного метода параллельного отжига при исследовании низкотемператур-
ного поведения трехмерной неупорядоченной антиферромагнитной модели со случайными
магнитными полями было наглядно показано, что для слабо неупорядоченных систем реа-
лизуется антиферромагнитное упорядоченное состояние, в то время как в области сильного
структурного беспорядка эффекты случайных магнитных полей приводят к осуществлению
нового фазового состояния системы. Оно характеризуется сложной доменной структурой из
антиферромагнитных и ферромагнитных доменов, разделенных областями спин-стекольной
фазы с реализацией спин-стекольного основного состояния системы.

6. Полученные значения предельного флуктуационно-диссипативного отношения X∞ указы-
вают на нарушение флуктуационно-диссипативной теоремы в неравновесном критическом
поведении однородных и структурно-неупорядоченных магнетиков, описываемых трехмер-
ной модели Изинга, а также на то , что присутствии дефектов структуры приводит к уве-
личению значения X∞. Отличия в значение X∞ для однородных, слабо неупорядоченных и
сильно неупорядоченных систем позволяют сделать вывод, что неравновесное критическое
поведение однородных, слабо и сильно неупорядоченных систем относятся к различным
классам универсальности критического поведения.

Перспективы дальнейшей разработки темы. По мнению автора актуальным направлени-
ем дальнейших исследований по теме диссертации является разработка методов Монте-Карло
для вычисления неподвижных точек ренормгруппового преобразования эффективного гамиль-
тониана сильно неупорядоченных магнетиков, что даст возможность вычисления критических
индексов сильно неупорядоченных систем с помощью метода теоретико-полевой ренормализаци-
онной группы. Также значительный интерес представляет проведение экспериментальных работ
для проверки предсказаний теории и результатов моделирования относительно влияния примесей
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на динамическое критическое поведение магнетиков (более высокое значение критического дина-
мического индекса z для сильно неупорядоченных систем по сравнению с индексом z однородных
и слабо неупорядоченных магнетиков.) Эти отличия могут быть зафиксированы в ряде экспери-
ментальных методов: по неупругому рассеянию нейтронов (ширина линии ωφ ∼ |T − T−c |

Zν при
q = 0 и ωφ ∼ qz при T = Tc), в магнитных резонансных методах ЭПР и ЯМР линии резонанса
∆ω ∼ |T − Tc|(d−2+η−z)ν , где η — индекс Фишера), измерению динамической восприимчивости на
внешнее высокочастотное магнитное поле (χ(ω) ∼ ω−γ/zν при T = Tc, где γ — индекс восприим-
чивости ). Причем при подготовке условий, анализе экспериментальных результатов наряду с
эффектами критического замедления необходимо учитывать влияние эффектов старения, зна-
чительно усиливающих эффекты критического замедления с увеличением «возраста» образца и
приводящих к влиянию начальных состояний системы. Результаты полученные в диссертации
могут быть применены при моделировании магнитного упорядочения в ультратонких мульти-
слойных структурах.
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