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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèé, çíà÷åíèå

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ôàêòîâ î ïîëèíîìèàëüíîé

ðàçðåøèìîñòè è î NP-ïîëíîòå çàäà÷ íà ãðàôàõ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãðàôîâ, ïðè÷åì

êîðïóñ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðû åæåãîäíî ïîïîëíÿåòñÿ. Óïîìÿíåì ýëåêòðîííûé

ðåñóðñ www.graphclasses.org, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðåçóëüòàòîâ

òàêîãî òèïà. Íàïðàâëÿþùèå ìîòèâû ê ïîëó÷åíèþ íîâûõ ñâåäåíèé î ñëîæíîñòè ìîãóò

áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè, íî ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü, ïîæàëóé, íàèáîëåå ðàñ-

ïðîñòðàíåííûå � óñòàíîâèòü NP-ïîëíîòó çàäà÷è äëÿ áîëåå óçêèõ êëàññîâ ãðàôîâ è

ðàçðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ.

×àñòî îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî ìîòèâàöèè îáîèõ òèïîâ è òîãäà, ïî-ñóùåñòâó, ñòàâèò-

ñÿ öåëü íàéòè ïðåäåëû ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè è òðóäíîðåøàåìîñòè. Íàïðèìåð,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêèå-íèáóäü ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷ è ðåøàòü ïðîáëåìó

ñëîæíîñòíîé êëàññèôèêàöèè, ñòðîÿ ðàçäåëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå äàííûõ

ïàðàìåòðîâ. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷à k-ÊÍÔ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ïðè k ∈ {1, 2},
íî ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ ëþáîãî k > 3 (ñì. êíèãó1). Çàäà÷à ÖËÏ ïîëèíîìèàëüíî

ðàçðåøèìà â êëàññå ïîëèýäðîâ ñ öåëûìè âåðøèíàìè, íî îíà NP-ïîëíà â êëàññå ìíîãî-

ãðàííèêîâ ñ öåëûìè è ïîëóöåëûìè âåðøèíàìè2. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ

ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå

(äàëåå, çàäà÷ ÍÌ è k-ÂÐ), â òîé èëè èíîé ìåðå îðèåíòèðîâàííûå íà ðåøåíèå ïðîáëåìû

ñëîæíîñòíîé êëàññèôèêàöèè â íåêîòîðûõ ñåìåéñòâàõ êëàññàõ ãðàôîâ.

Èçâåñòíû íåñêîëüêî àëãîðèòìè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðåäóêöèè ãðàôîâ ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è ÍÌ. Íàïðèìåð, äâîéíîå ïîäðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà ëþáîãî ãðàôà

óâåëè÷èâàåò åãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè (ò.å. ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæå-

ñòâà) ðîâíî íà åäèíèöó3. Äðóãîé ïðèìåð � óäàëåíèå èç ãðàôà âåðøèíû ñòåïåíè äâà è

îòîæäåñòâëåíèå åå ñîñåäåé óìåíüøàåò ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè íà åäèíèöó3. Â. Å. Àëåêñååâ

â ðàáîòå4 ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà â ñåáÿ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ àâòîìîðôèçìàìè, ïðè êîòîðûõ ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå íåñìåæíûå âåðøè-

íû ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå íåñìåæíûå âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, òàêîãî ðîäà ñæàòèå

ïðåîáðàçóåò ãðàô â åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô, ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî

íåçàâèñèìîñòè.
1Ãýðè Ì., Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. � Ì.: Ìèð, 1982. � 416 Ñ.
2Padberg M. The boolean quadric polytope: some characteristics, facets and relatives // Mathematical programming. �

1989. � V. 45, � 1�3. � P. 139�172.
3Àëåêñååâ Â. Å. Î âëèÿíèè ëîêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ãðàôà //

Êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, Ãîðüêèé: Èç-âî Ãîðüêîâñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà. �

1983. � Ñ. 3�13.
4Àëåêñååâ Â.Å. Î ñæèìàåìûõ ãðàôàõ // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè, M.: Íàóêà. � 1979. � Ò. 36. � Ñ. 23�31.
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Â ðàáîòå5 áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ãðàôîâ. Òàì ðàññìàòðèâàëèñü òàê íàçûâàåìûå ñõåìû çàìåí, îïðåäåëÿþùèå çàìå-

íÿåìûé è çàìåíÿþùèé ïîäãðàôû, à òàêæå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåáåð,

ñîåäèíÿþùèõ èçìåíÿåìóþ ÷àñòü ãðàôà ñ íåèçìåíÿåìîé. Òàì æå áûë ïðèâåäåí êðèòå-

ðèé ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû çàìåí. Â íàñòîÿùåé äèñ-

ñåðòàöèè äëÿ çàäà÷ ÍÌ è k-ÂÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ êëàññà ñõåì

çàìåí, êîãäà ìíîæåñòâî ðåáåð ìåæäó èçìåíÿåìîé è íåèçìåíÿåìîé ÷àñòÿìè ãðàôà íå

èçìåíÿåòñÿ. Â íåé ýòè çàìåíû (à òàêæå áëèçêèå ê íèì) èñïîëüçóþòñÿ ñ öåëüþ àíàëèçà

âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ ÍÌ è k-ÂÐ â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ.

Êëàññ ãðàôîâ ñ NP-ïîëíîé çàäà÷åé íà ãðàôàõ Π áóäåì íàçûâàòü Π-ñëîæíûì.

Êëàññ ãðàôîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîé çàäà÷åé Π áóäåì íàçûâàòü Π-ïðîñòûì.

Â ðàáîòå6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè

(êðîìå, áûòü ìîæåò, âíåøíåé) ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îò êîëè÷åñòâà âåðøèí ìàêñèìàëü-

íîé ñòåïåíüþ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì. Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû äàííûé ðåçóëüòàò óëó÷øàåòñÿ (â òåðìèíàõ âåðõíåé îöåíêè íà ñòåïåíè âåðøèí). Ïî

òåîðåìå Áðóêñà7 äëÿ ëþáîãî k çàäà÷à k-ÂÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå D(k)

ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì k. Âìåñòå ñ òåì, êëàññ P(4) ÿâëÿåò-

ñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì8, ãäå P � êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è P(d) = P ∩ D(d). Çàäà÷à 3-ÂÐ

ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé9, ò.å. ïëàíàðíûõ ãðà-

ôîâ, ó êîòîðûõ âñå ãðàíè (âêëþ÷àÿ è âíåøíþþ) ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè. Áûëî áû

èíòåðåñíûì íàéòè ïîðîã íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðàíåé ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ïðè êîòîðîì

ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-ÂÐ ìåíÿåòñÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà NP-ïîëíîòó è

ïðè ýòîì èìåòü ãðàôû ñ íåâûñîêîé ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí. Â ïåðâîé ãëàâå

äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëå-

íèÿ âåðøèí. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ìîæåò áûòü çàäàí

ìíîæåñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, ò.å. ãðàôîâ, ìèíèìàëü-

íûõ îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò X . Ïðè ýòîì ïðèíÿòà

çàïèñü X = Free(Y). Åñëè íàñëåäñòâåííûé êëàññ çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çà-

ïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì.

Òðèîäîì Ti,j,k íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ïîëó÷àåìîå îòîæäåñòâëåíèåì òðåõ êîíöå-
5Àëåêñååâ Â.Å., Ëîçèí Â.Â. Î ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèõ ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè // Äèñêðåòíûé

àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � 1998. � Ò. 5, � 1. � Ñ. 3�19.
6Êîáûëêèí Ê.Ñ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ â êëàññå ïëàíàðíûõ òðèàíãóëÿöèé //

Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. � 2016. � Ò. 22, � 3. � Ñ. 153�159.
7Brooks R. L. On colouring the nodes of a network // Proceedings of Cambridge Philosophical Society, Mathematical and

physical sciences. � 1941. � V. 37. � P. 194�197.
8Dailey D. Uniqueness of colorability and colorability of planar 4-regular graphs are NP-complete // Discrete Mathematics. �

1980. � V. 30, � 3. � P. 289�293.
9Aichholzer O., Aurenhammer F., Hackl T., Huemer C., Pilz A., Vogtenhuber B. 3-Colorability of pseudo-triangulations //

International Journal of Computational Geometry and Applications. � 2015. � V. 25, � 4. � P. 283�298.
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âûõ âåðøèí ïóòåé Pi+1, Pj+1, Pk+1 äëèíû i, j, k ñîîòâåòñòâåííî. Êëàññ T ñîñòîèò èç

âñåâîçìîæíûõ ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òðèîäîì.

Â ðàáîòå10 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ X , âêëþ÷àþ-

ùèé T , ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì. Ýòî æå âåðíî, åñëè âìåñòî X ðàññìàòðèâàòü êëàñ-

ñû P ∩ X ,D(d) ∩ X ,P(d) ∩ X , ãäå d > 3. Â òîé æå ðàáîòå9 áûëî âûäâèíóòî ïðåä-

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ëþáîé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ, íå âêëþ÷àþùèé T , ÿâ-
ëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ∈ T
êëàññ Free({G}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî

ãðàôà G ∈ T c íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèíàìè. Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ÍÌ íå èçâåñòåí

óæå äëÿ êëàññà Free({P6}).
Âìåñòå ñ òåì, áûëî áû èíòåðåñíûì èññëåäîâàòü ñëîæíîñòü çàäà÷è ÍÌ äëÿ

êëàññîâ âèäà Y ∩ Free({G}), ãäå G ∈ T è Y � ñîáñòâåííîå íàñëåäñòâåííîå ïîä-

ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ. Â ðàáîòå11 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ d, i

êëàññ D(d) ∩ Free({T1,i,i}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Â ðàáîòàõ12,13 áûëî äîêàçàíî, ÷òî

äëÿ ëþáîãî i êëàññ P ∩ Free({T1,2,i}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Â ðàáîòå14 áûëî äîêàçà-

íî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i êëàññ P ∩ Free({T1,i,i}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Â ðàáîòå15 áûëî

äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i êëàññ P(3) ∩ Free({T2,2,i}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Â ðàáî-

òå16 áûëî äîêàçàíî, ÷òî êëàññ D(3) ∩ Free({T2,2,2}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Îòìåòèì,

÷òî âî âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòàõ ôèãóðèðóþò òðèîäû, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ õî-

òÿ áû äâóõ èíäåêñîâ íå áîëåå ÷åì 2. Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

êëàññ P(3) ∩ Free({T3,3,2}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ¾áåëûõ ïÿòåí¿ íà ¾êàðòå¿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çà-

äà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå â ñåìåéñòâå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Èìååòñÿ

äâà ñïîñîáà äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ýòèõ ¾áåëûõ ïÿòåí¿. Ïåðâûé � óâåëè÷åíèå êî-

ëè÷åñòâà çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, à âòîðîé � óâåëè÷åíèå ðàçìåðà òàêèõ

ïîäãðàôîâ. Îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð èëè êîëè÷åñòâî çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ñòðóê-

òóð îáðàçóåò íåêîòîðîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ. Âîçìîæíîå

ñîêðàùåíèå ñîâîêóïíîñòè ¾áåëûõ ïÿòåí¿ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ïîëíîé ñëîæíîñòíîé äè-

õîòîìèè äëÿ á�îëüøèõ çíà÷åíèé äàííîé ãðàíèöû.
10Alekseev V.E. On easy and hard hereditary classes of graphs with respect to the independent set problem // Discrete

Applied Mathematics. � 2003. � V. 132, � 1�3. � P. 17�26.
11Lozin V.V., Milanic M. Maximum independent sets in graphs of low degree // Proceedings of 18 ACM-SIAM Symposium

on Discrete Algorithms. � 2007. � P. 874�880.
12Ìàëûøåâ Ä.Ñ., Àëåêñååâ Â.Å. Êëàññû ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � 2008. � Ò. 15, � 1. � Ñ. 3�10
13Lozin V.V., Milanic M. On the maximum independent set problem in subclasses of planar graphs // Journal of Graph

Algorithms and Applications. � 2010. � V. 14, � 2. � P. 269�286.
14Alekseev V.E., Lozin V.V., Malyshev D. S., Milanic M. The maximum independent set problem in planar graphs // Lecture

Notes in Computer Science. � 2008. � V. 5162. � P. 96�107.
15Ìàëûøåâ Ä.Ñ. Êëàññû ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ

ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. � 2013. � Ò. 20, � 3. � Ñ. 26�44.
16Lozin V.V., Monnot J., Ries B. On the maximum independent set problem in subclasses of subcubic graphs // Journal of

Discrete Algorithms. � 2015. � V. 31. � P. 104�112.
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Äëÿ çàäà÷è k-ÂÐ ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì äàæå äëÿ íåêîòîðûõ

êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ îäíèì çàïðåùåííûì ïîðîæäåííûì ôðàãìåíòîì. Âû÷èñëèòåëü-

íàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-ÂÐ èçâåñòíà äëÿ âñåõ êëàññîâ âèäà Free({H}), ãäå |V (H)| 6 6,

ñì. ðàáîòó17. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí18 äëÿ çàäà÷è 4-ÂÐ è âñåõ êëàññîâ âè-

äà Free({H}), ãäå |V (H)| 6 5. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k çàäà÷à k-ÂÐ ðàçðåøèìà

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ19 â êëàññå Free({P5}). Çàäà÷à 3-ÂÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-

ìà â êëàññå Free({P7}), ñì. ðàáîòó20. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k > 5 çàäà÷à k-ÂÐ

ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé21 â êëàññå Free({P6}). Çàäà÷à 4-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàñ-

ñå Free({P7}), ñì. ðàáîòó21. Âû÷èñëèòåëüíûé ñòàòóñ çàäà÷è k-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

äëÿ êëàññà Free({P8}) è k = 3, à òàêæå äëÿ êëàññà Free({P6}) è k = 4.

Â ðàáîòå22 äëÿ çàäà÷è 3-ÂÐ ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñëîæíîñòíàÿ äèõîòîìèÿ â ñåìåéñòâå

íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïàðîé çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèí. Â ðàáîòå23 áûë ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò äëÿ âñåõ òðîåê çàïðåòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèí.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íàñëåäñòâåííûå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå

÷åòâåðêîé çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò íå áîëåå

÷åì 5 âåðøèí, à òàêæå äëÿ âñåõ òàêèõ êëàññîâ, êðîìå òðåõ, óñòàíàâëèâàåòñÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíûé ñòàòóñ çàäà÷è 3-ÂÐ. Äëÿ äâóõ èç òðåõ îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ äîêàçûâàåòñÿ

ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ê òðåòüåìó.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïîëèíîìèàëüíûõ ñâåäåíèé äëÿ çàäà÷ î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àêòóàëüíûõ ïîäçàäà÷ äàííûõ çàäà÷.

Çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:

1. Ðàçâèòü ìåòîä ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå.
17Broersma H. J., Golovach P.A., Paulusma D., Song J. Updating the complexity status of coloring graphs without a �xed

induced linear forest // Theoretical Computer Science � 2012. � V. 414, � 1. � P. 9�19.
18Golovach P.A., Paulusma D., Song J. 4-coloring H-free graphs when H is small // Discrete Applied Mathematics. � 2013. �

V. 161, � 1�2. � P. 140�150.
19Hoang C., Kaminski M., Lozin V.V., Sawada J., Shu X. Deciding k-colorability of P5-free graphs in polynomial time //

Algorithmica. � 2010. � V. 57, �. 1 � P. 74�87.
20Bonomo F., Chudnovsky M., Maceli P., Schaudt O., Stein M., Zhong M. Three-coloring and list three-coloring of graphs

without induced paths on seven vertices // Combinatorica. � 2017. � P. 1�23.
21Huang S. Improved complexity results on k-coloring Pt-free graphs // European Journal of Combinatorics. � 2016. �

V. 51. � P. 336�346.
22Malyshev D. S. The complexity of the 3-colorability problem in the absence of a pair of small forbidden induced subgraphs

// Discrete Mathematics. � 2015. � V. 338, � 11. � P. 1860�1865.
23Malyshev D. S. The complexity of the vertex 3-colorability problem for some hereditary classes de�ned by 5-vertex forbidden

induced subgraphs // Graphs and Combinatorics. � 2017. � V. 33, � 4. � P. 1009�1022.
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2. Óñòàíîâèòü ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â íåêîòîðûõ

ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Óñòàíîâèòü ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà-

÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå â íåêîòîðûõ ïîäêëàññàõ êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è â

íåêîòîðûõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññàõ, îïðåäåëÿåìûõ íåáîëüøèìè çàïðåùåííûìè ïîðîæ-

äåííûìè ñòðóêòóðàìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëå-

íèé è êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà.

Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

1. Ðàññìîòðåí íåêîòîðûé êëàññ çàìåí ïîäãðàôîâ â ãðàôàõ, ñîõðàíÿþ-

ùèõ k-ðàñêðàøèâàåìîñòü è îïðåäåëÿåìûõ íàáîðîì ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà ïîäìíî-

æåñòâà. Êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî çàìåíÿþùèé ïîäãðàô ñóùåñòâóåò äëÿ

ëþáîãî íàáîðà ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà.

2. Äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â êëàññå ïëîñêèõ òðè-

àíãóëÿöèé ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí 18.

3. Äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðà-

ôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5 è ñ ãðàíÿìè, îãðàíè÷åííûìè íå áîëåå ÷åì

4 ðåáðàìè êàæäàÿ.

4. Äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ

ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïîðîæäåííîãî äåðåâà, ïîëó÷àåìîãî

îòîæäåñòâëåíèåì êîíöîâ òðåõ ïóòåé äëèíû 3,3,2.

5. Äëÿ âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, êðîìå òðåõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åòâåðêîé

çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, êàæäûé ñ íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèíàìè, óñòàíîâëåí

ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå. Äëÿ äâóõ èç òðåõ îñòàâøèõñÿ

ñëó÷àåâ äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ê

òðåòüåìó.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ëîêàëüíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, îðèåíòèðîâàííûå íà ðåäóêöèþ äàííûõ â çàäà÷àõ î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå. Ïðè ïîìîùè íîâûõ ïðèåìîâ àëãîðèòìè÷åñêîé

òåîðèè ãðàôîâ (â. ò.÷. èñïîëüçîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ) óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ñòàòóñ àêòóàëüíûõ ïîäçàäà÷ äàííûõ çàäà÷. Âñå îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ

ïðè àíàëèçå ñëîæíîñòè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå.

Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèÿ â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â ïðîôèëüíûõ ðîññèéñêèõ

è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ãðóïïàõ. Îíè ìîãóò òàêæå ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå è

÷òåíèè êóðñîâ è ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè ãðàôîâ.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì. Íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò îáùåå ðóêîâîäñòâî äèññåðòàöèîííûì èññëåäîâàíèåì, ïðåäëî-

æåíèÿ ïî ðåäàêòóðå òåêñòà è îïòèìèçàöèÿ íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ è ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäó-

þùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• 7th and 8th International Conferences on Network Analysis (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2017;
Ìîñêâà, 2018).

• Ôèíàë âòîðîãî êîíêóðñà ñòóäåí÷åñêèõ ðàáîò ïî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå è äèñ-
êðåòíîé ìàòåìàòèêå èìåíè Àëàíà Òüþðèíãà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017).

• Ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ-2018¿ è ¾Ëîìîíîñîâ-2019¿ (Ìîñêâà, 2018 è 2019).

• Workshop on graphs, networks, and their applications (Ìîñêâà, 2018 è 2019).

• X Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñè-

ñòåì¿ (Ìîñêâà, 2018).

• Ñåìèíàðû ëàáîðàòîðèè àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ

ÂØÝ ÍÍ (ðóêîâîäèòåëü Â.À. Êàëÿãèí).

• Îáùåãîðîäñêèå ñåìèíàðû ã. Í. Íîâãîðîäà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå (ðóêîâîäèòå-

ëè Â.Í. Øåâ÷åíêî è Í.Þ. Çîëîòûõ).

• Ñåìèíàð ìåæäóíàðîäíîé ëàáîðàòîðèè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ

(ðóêîâîäèòåëè Í.Ê. Âåðåùàãèí, Ì.Í. Âÿëûé, Â.Â. Ïîäîëüñêèé)

• Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè

àêàä. ÐÀÍ Ñ.È. Àäÿí, àêàä. ÐÀÍ À.Ë. Ñåìåíîâ, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ë.Ä. Áåêëèìèøåâ)

• Ñåìèíàð êàôåäðû äèñêðåòíîãî àíàëèçà ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-

òåòà èìåíè Ï.Ã. Äåìèäîâà (ðóêîâîäèòåëü Â.À. Áîíäàðåíêî)
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Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïîëó÷åííûå àâòîðîì, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äîñòîâåð-

íûìè. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ íàëè÷èåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, îïóáëè-

êîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ. Ïî òåìå äèññåðòàöèè èìååòñÿ 5 ïóáëè-

êàöèé â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ ðåöåí-

çèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå íàó÷íûå

ðåçóëüòàòû íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê. Äâå ðàáîòû â æóðíàëå ¾Äèñ-

êðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèé îïåðàöèé¿ (âõîäèò â áàçó öèòèðîâàíèÿ Scopus), îäíà

ðàáîòà â æóðíàëå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ (âõîäèò â áàçû öèòèðîâàíèÿ Web of Science

è Scopus) è äâå ðàáîòû â æóðíàëå ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-

ñòâà¿ (âõîäèò â áàçó öèòèðîâàíèé ZentralBlatt Mathematics).

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, âêëþ÷åíû â îò÷åòû ïî ãðàíòó Ðîññèéñêîãî

Íàó÷íîãî Ôîíäà � 17-11-01336 è ëàáîðàòîðèè ËÀÒÀÑ ÍÈÓ ÂØÝ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

âêëþ÷àþùåãî 53 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 96 ñòðàíèö è

âêëþ÷àåò 28 ðèñóíêîâ. Íóìåðàöèÿ âñåõ òåîðåì è ëåìì âåäåòñÿ íåçàâèñèìî âíóòðè êàæ-

äîé ãëàâû, ïðè÷åì íîìåð êàæäîãî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé, ïåðâàÿ

èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ãëàâû, âòîðàÿ íîìåðó ðàçäåëà, à òðåòüÿ ïîðÿäêîâîìó

íîìåðó âíóòðè ðàçäåëà. Òî÷íî òàêæå íóìåðóþòñÿ ðèñóíêè. Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì,

ñëåäñòâèé âåäåòñÿ íåçàâèñèìî.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïðåäñòàâëå-

íû îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå èññëåäîâàíèé, öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, íàó÷íàÿ íîâèçíà

äèññåðòàöèè, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû, ìåòîäû äèññåðòàöè-

îííîãî èññëåäîâàíèÿ, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ñòðóêòóðà ðàáîòû, à òàêæå

ïðåäñòàâëåíû ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàáîò, àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîò

è ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû 1 ïðèâîäÿòñÿ íåêî-

òîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ. Âî âòîðîì è òðåòüåì ðàçäåëàõ

ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, àññîöèèðîâàí-

íûå ñ çàäà÷àìè î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå. Ñôîðìóëèðóåì

íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî

íåñìåæíûõ åãî âåðøèí. Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êî-

ëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì, à åãî ðàçìåð íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâè-

ñèìîñòè, êîòîðîå äëÿ ãðàôà G îáîçíà÷àåòñÿ êàê α(G). Çàäà÷à ÍÌ äëÿ çàäàííûõ ãðà-
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ôà G è ÷èñëà k ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî α(G) > k

èëè íåò.

Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(G), íàçûâàåò-

ñÿ òàêîå íàèìåíüøåå k, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå c : V (G) −→ 1, k, äëÿ êîòîðî-

ãî c(v1) 6= c(v2) äëÿ ëþáîãî v1v2 ∈ E(G). Ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî χ(G) 6 k. Çàäà÷à k-ÂÐ äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí k-ðàñêðàøèâàåìûì èëè íåò.

Êëàññ ãðàôîâ ñ NP-ïîëíîé çàäà÷åé ÍÌ áóäåì íàçûâàòü ÍÌ-ñëîæíûì. Êëàññ ãðà-

ôîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÍÌ áóäåì íàçûâàòü ÍÌ-ïðîñòûì. Ïî àíà-

ëîãèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ k-ÂÐ-ñëîæíîãî è k-ÂÐ-ïðîñòîãî êëàññîâ ãðàôîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � íåêîòîðûé ãðàô, à H � íåêîòîðûé åãî ïîðîæäåííûé ïîä-

ãðàô. Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ V (H) íàçîâåì H-îòäåëÿþùèì, åñëè íè îäíà èç âåðøèí ãðà-

ôà H \A íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ãðàôà G \ V (H). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G

ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô G1 ñ G1-îòäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì A, G2 � ãðàô, äëÿ

êîòîðîãî A ⊆ V (G2). Çàìåíà G1 íà G2 â ãðàôå G ñîñòîèò â îáðàçîâàíèè ãðàôà ñ ìíî-

æåñòâîì âåðøèí (V (G) \ V (G1)) ∪ V (G2) è ìíîæåñòâîì ðåáåð (E(G) \ E(G1)) ∪ E(G2).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ α-ïîäîáíûìè îòíîñèòåëü-

íî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ ëþáîãî X ⊆ A

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α(G1 \ X) = α(G2 \ X) + c. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëà-

âû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàìåíà G1 íà G2 ïðèâîäèò ê ãðàôó G∗ òàêîìó,

÷òî α(G∗)− α(G) = α(G2)− α(G1).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) îïðåäåëèì Mα(G,A) �

ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ A, ÷òî äëÿ âñÿêîãî Y ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî α(G \ X) < α(G \ Y ). Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî G1

è G2 áóäóò α-ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà Mα(G1, A) = Mα(G2, A).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ÿâëÿþòñÿ (χ, k)-ïîäîáíûìè îòíîñèòåëü-

íî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), åñëè äëÿ ëþáûõ k-ðàñêðàñîê c1 è c2, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôîâ G1

è G2 ñóùåñòâóþò k-ðàñêðàñêè c′′ è c′, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàôîâ G2 è G1 òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîé âåðøèíû v ∈ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà c1(v) = c′′(v) è c2(v) = c′(v). Â ýòîì

ñëó÷àå, åñëè G∗ � ðåçóëüòàò çàìåíû G1 íà G2, òî G ÿâëÿåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G∗.

Äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ V (G) îïðåäåëèì ìíîæå-

ñòâî M(χ,k)(G,A) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ïîä-

ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðî-

äîëæàåòñÿ äî k-ðàñêðàñêè ãðàôà G. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàôû G1 è G2 áó-

äóò (χ, k)-ïîäîáíûìè îòíîñèòåëüíî A ⊆ V (G1) ∩ V (G2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà M(χ,k)(G1, A) = M(χ,k)(G2, A).
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Â òðåòüåì ðàçäåëå ãëàâû 1 ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðåàëèçàöèè, ñâÿçàííàÿ ñ ðàññìàòðè-

âàåìûìè çàìåíàìè ïîäãðàôîâ äëÿ çàäà÷è k-ÂÐ. Ïóñòü Γm,n,k � ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ

èç âñåâîçìîæíûõm ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 1, n íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷à-

ñòåé. Ïîëîæèì fχ(m,n, k) = max
%∈Γm,n,k

gχ(%), ãäå gχ(%) = min
{H| 1,n⊆V (H), M(χ,k)(H,1,n)=%}

|V (H)|.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ãëàâû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1.3.2 Äëÿ ëþáûõ n è k > 3 è ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà % ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A íà íå áîëåå ÷åì k íåïóñòûõ ÷àñòåé

ñóùåñòâóþò ãðàô G è ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊆ V (G) òàêèå, ÷òî M(χ,k)(G,A) = %.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå fχ(m,n, k) = O(m · (k2 · logk n+ n)).

Ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, ðàññìàòðèâàåìûå âî âòîðîì è òðåòüåì ðàçäå-

ëàõ ïåðâîé ãëàâû, à òàêæå áëèçêèå ê íèì, èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèè äëÿ àíàëèçà

ñëîæíîñòè çàäà÷ ÍÌ è k-ÂÐ â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ãëàâû 1 ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî èçâåñòíîãî

ôàêòà î òîì, ÷òî çàäà÷à ÍÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Â ÷åò-

âåðòîì ðàçäåëå ãëàâû 1 òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1.4.1 Çàäà÷à ÍÌ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé

ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí 18.

Òåîðåìà 1.4.1 óëó÷øàåò ðåçóëüòàò èç ðàáîòû6, â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ NP-ïîëíîòà

çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè (êðîìå, áûòü ìîæåò,

âíåøíåé) ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îò êîëè÷åñòâà âåðøèí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí.

×åðåçD(d) îáîçíà÷èì êëàññ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì d, êëàññ

ïëàíàðíûõ ãðàôîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç P , ÷åðåç P(d) îáîçíà÷èì êëàññ ãðàôîâ P ∩ D(d).

Áûëî áû èíòåðåñíûì íàéòè ïîðîã íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðàíåé ïëàíàðíûõ ãðà-

ôîâ, ïðè êîòîðîì ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-ÂÐ ìåíÿåòñÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè

íà NP-ïîëíîòó, ïîñêîëüêó çàäà÷à 3-ÂÐ ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ïëîñêèõ

òðèàíãóëÿöèé6. Ïðè ýòîì õî÷åòñÿ èìåòü ãðàôû ñ íåâûñîêîé ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ

âåðøèí, ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Áðóêñà7 îíà ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå D(3),

íî îíà ñòàíîâèòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå D(4)8. Â ïÿòîì ðàçäåëå ãëàâû 1 äîêàçûâàåòñÿ

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1.5.1 Êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5

è ñ ãðàíÿìè, îãðàíè÷åííûìè íå áîëåå ÷åì 4 ðåáðàìè êàæäàÿ, ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ïîëèíîìèàëüíîé ðàç-

ðåøèìîñòè çàäà÷è ÍÌ â îäíîì ïîäêëàññå êëàññà ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ P(3).

Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû îïèñûâàþòñÿ çàìåíû ïîäãðà-

ôîâ c äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõýëåìåíòíûìè îòäåëÿþùèìè ìíîæåñòâàìè, èñïîëüçóåìûå

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà âòîðîé ãëàâû.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí. Ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ìîæåò áûòü çà-

10



äàí ìíîæåñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, ýòî çàïèñûâàåòñÿ

òàê: X = Free(Y).

Íàïîìíèì, ÷òî òðèîäîì Ti,j,k íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ïîëó÷àåìîå îòîæäåñòâëåíèåì

òðåõ êîíöåâûõ âåðøèí ïóòåé Pi+1, Pj+1, Pk+1 äëèíû i, j, k ñîîòâåòñòâåííî.

Ïàðà (G,A), ãäå A ⊆ V (G), íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè îáúåäèíåíèå ýëåìåí-

òîâ ìíîæåñòâà Mα(G,A) íå ðàâíî A. Î÷åâèäíî, ÷òî α(G) = α(G \ {x}) äëÿ ëþáî-

ãî x ∈ A \
⋃

A′∈Mα(G,A)

{A′}.

Êëèêîé ãðàôà íàçûâàåòñÿ åãî ïîëíûé ïîäãðàô. Êëèêà íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé,

åñëè åå óäàëåíèå èç ãðàôà óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ñâÿçíûé ãðàô G áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìûì, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• Ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó P(3) ∩ Free({T3,3,2}),

• Ãðàô G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê,

• Ãðàô G íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà H è H-îòäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà A

òàêèõ, ÷òî |V (H)| 6 12, |A| 6 4 è (H,A) âûðîæäåíà,

• Ãðàô G íå ñîäåðæèò ñâÿçíîãî ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà H1 c íå áîëåå ÷åì 12 âåðøè-

íàìè òàêîãî, ÷òî ê G ìîæíî ïðèìåíèòü îïåðàöèþ çàìåíû ãðàôà H1 íà íåêîòîðûé

ãðàô H2 òàêîé, ÷òî |V (H2)| < |V (H1)| è ðåçóëüòàò çàìåíû ïðèíàäëåæèò êëàññó

P(3) ∩ Free({T3,3,2}).

Â ïåðâîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ

ãðàôîâ è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à ÍÌ â êëàññå P(3) ∩ Free({T3,3,2}) ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ ãðàôîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé íåïðèâîäèìûé ãðàô ïðè-

íàäëåæèò êëàññó P(3) ∩ Free({T2,2,10}). Â òðåòüåé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ

åå îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.3.1 Êëàññ P(3) ∩ Free({T3,3,2}) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.

Çíà÷åíèå òåîðåìû 2.3.1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî âñåõ ðàíåå èçâåñòíûõ ïîäîáíûõ óòâåð-

æäåíèÿõ ôèãóðèðîâàëè òðèîäû, ó êîòîðûõ íå ìåíåå äâóõ èíäåêñîâ áûëè íå áîëåå ÷åì 2.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-ÂÐ äëÿ íàñëåä-

ñòâåííûõ êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ íåáîëüøèìè çàïðåùåííûìè ïîðîæäåííûìè ïîäãðà-

ôàìè.

×åðåç Pn è Cn îáîçíà÷àþòñÿ ïðîñòûå ïóòü è öèêë ñ n âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâåí-

íî. ×åðåç Kp,q îáîçíà÷àåòñÿ ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â îäíîé äîëå è

q âåðøèíàìè â äðóãîé äîëå. ×åðåç Fk (k > 3) îáîçíà÷èì ãðàô, ïîëó÷àåìûé äîáàâëå-

íèåì âåðøèíû x ê ïðîñòîìó ïóòè (x1, . . . , xk) è ðåáåð xx1, xx2, . . . , xxk. Ãðàô diamond
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èçîìîðôåí ãðàôó F3. Ãðàô Wk (k > 3) ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû x ê ïðîñòîìó

öèêëó (x1, . . . , xk) è ðåáåð xx1, xx2, . . . , xxk. ×åðåç G1 + G2 îáîçíà÷àåòñÿ äèçúþíêòíîå

îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1 è G2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí.

Ãðàôû cricket, kite, butterfly, crown, house, dart, banner èçîáðàæåíû íà ñëåäóþ-

ùåì ðèñóíêå.

Ãðàô ñìåæíîñòè ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì ãðàôà G.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå 9 êëàññîâ ãðàôîâ:

• X ∗1 � ìíîæåñòâî âñåõ ëåñîâ,

• X ∗2 � ìíîæåñòâî ðåáåðíûõ ãðàôîâ ñóáêóáè÷åñêèõ ëåñîâ,

• X ∗3 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {cricket, kite, diamond+ P1},

• X ∗4 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {kite, diamond+ P1, butterfly, crown},

• X ∗5 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {kite, diamond+ P1, house, C4 + P1, F4,W4, dart, crown},

• X ∗6 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {cricket, house, banner, C4 + P1, C5},

• X ∗7 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {cricket, C5},

• X ∗8 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {cricket, banner, house, C4 + P1},

• X ∗9 � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå 5 âåðøèí ïîðîæäàþò ïîäãðàô

èç X ∗1 ∪ X ∗2 ∪ {kite, diamond+K1, dart, C4 + P1, banner,W4, C5}.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû 3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç êëàññîâ X ∗7 �X ∗9
ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì. Âî âòîðîì ðàçäåëå ãëàâû 3 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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êëàññ Free({K1,4, butterfly, cricket, dart}) ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ïðîñòûì. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ãëàâû 3 ïðåäñòàâëåí â òðåòüåì ðàçäåëå. Òàì óñòàíàâëèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ñòàòóñ

çàäà÷è 3-ÂÐ äëÿ âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ ÷åòâåðêîé çàïðåùåííûõ

ïîðîæäåííûõ ñòðóêòóð, êàæäàÿ íå áîëåå ÷åì ñ 5 âåðøèíàìè, êðîìå òðåõ êëàññîâ:

Free({K1,4, butterfly, cricket, C4}),

F ree({K1,4, butterfly, cricket, C4 + P1}),

F ree({K1,4, butterfly, cricket,W4}).

À èìåííî, òàêîé êëàññ ãðàôîâ áóäåò 3-ÂÐ-ñëîæíûì, åñëè îí âêëþ÷àåò õîòÿ áû

îäèí èç êëàññîâ X ∗1 �X ∗9 , èíà÷å îí ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ïðîñòûì. Ðàíåå áûëà èçâåñòíà ïîë-

íàÿ ñëîæíîñòíàÿ äèõîòîìèÿ äëÿ çàäà÷è 3-ÂÐ äëÿ òðîåê çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ

ôðàãìåíòîâ, êàæäûé íå áîëåå ÷åì ñ 5 âåðøèíàìè23.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ê ïðîäåëàííîé ðàáîòå è îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåê-

òèâû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåìàòèêè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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