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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. В настоящее время во многих обла

стях физики активно используются методы моделирования процессов различ

ной природы, основанные на модовом представлении волновых полей. К этим

областям относятся геофизика [1], квантовая механика [2], радиофизика [3], оп

тика [4; 5] и акустика океана [6]. Отметим, что в простейшем случае модовое

представление физических полей различной природы возникает как результат

реализации метода разделения переменных (метода Фурье) при решении урав

нений, описывающих волновые процессы в случае, когда их коэффициенты не

зависят от одной из пространственных переменных (или от времени). Прием,

известный как квазиразделение переменных, или как метод поперечных сече

ний, позволяет обобщить указанное представление и на общий случай (когда ко

эффициенты зависят от упомянутой выше переменной). В этом случае вместо

“глобальной” полной системы нормальных мод решения волновых уравнений

представляются при каждом значении переменной в виде комбинации локаль

ных мод волновода сравнения.

В акустике океана, в контексте задач которой будут представлены резуль

таты настоящей работы, метод нормальных мод (или нормальных волн) был,

по-видимому, впервые использован Пекерисом [7] в 1948 году. В работе рассмат

ривалась простейшая двухслойная модель геоакустического волновода, до сих

пор активно используемая в простейших аналитических моделях и оценках (вод

ный слой лежащий над полубесконечной жидкой средой, моделирующей дно

океана). В настоящее время, в связи с развитием численных методов решения

задачи Штурма-Лиувилля, моды можно рассчитывать для сред со сколь угодно

сложной стратификацией, а также с учетом упругих свойств пород, слагающих

дно. Такие численные и численно-аналитические методы реализованы, в частно

сти, в виде нескольких широко использующихся специалистами программных

комплексов: COUPLE (Эванс, [8]), Ocra (Вествуд, [9]), KRAKEN (Портер, [10]),
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MPE (Трофимов и Козицкий, [11]).

Несмотря на их многочисленные достоинства, данные методы, основан

ные на модовом представлении поля, обладают также и рядом недостатков.

Так, например, при расчете поля в нерегулярных геоакустических волноводах

с неровным дном все они (за исключением MPE) опираются на ступенчатую ап

проксимацию профиля дна, что, во-первых, может неочевидным образом ска

заться на точности воспроизведения некоторых физических эффектов, а, во

вторых, приводит к низкой надежности вычислительных алгоритмов, вызван

ной необходимостью обращения плохо обусловленных матриц. Кроме того, во

всех перечисленных подходах эффект обратного рассеяния либо не учитыва

ется вовсе, либо, ввиду его слабой выраженности, учитывается величинами,

принимающими значения на уровне вычислительной погрешности. Развитые в

настоящей работе метод ВКБ и метод инвариантного погружения [12], обобщен

ные на случай векторнозначных неизвестных функций, позволяют проводить

расчеты коэффициентов в модовом представлении поля без использования сту

пенчатой аппроксимации для границы раздела акустических сред. Последний

метод также позволяет получить явное уравнение для величин, описывающих

волну обратного рассеяния, которая, таким образом, оказываются отделенной

при проведении вычислений от волны прямого рассеяния, имеющей существен

но большую амплитуду.

Хотя в последние годы развиты и некоторые методы расчета трехмерных

звуковых полей в океане, основанные на их модовом представлении [11; 13; 14],

в них также не либо не учитывается обратное рассеяние [11; 14], либо имеет

место ступенчатая аппроксимация границы раздела двух сред, в частности,

при наличии неоднородности рельефа дна, имеющей вращательную симметрию,

например, подводной горы [13]). В настоящей работе для решения аналогичных

задач развит метод, не требующий использования ступенчатой аппроксимации.

Заметим, что метод нормальных мод и различные его модификации (такие,

как метод поперечных сечений или, например, метод модовых параболических
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уравнений [15—17]составляют лишь один из общеупотребительных подходов к

моделированию волновых полей наряду с методами прямой дискретизации вол

новых уравнений с использованием конечных элементов или конечных разно

стей, а также, например, с методом параболического уравнения [18] и лучевой

теорией распространения волн [19—23] (и ее разновидностями, такими, как гео

метрическая оптика и геометрическая акустика). В частности, в акустике оке

ана модовое представление полей используется наряду с другими методами,

такими как метод гауссовых пучков, метод трассировки лучей, методы широ

коугольных и псевдодифференциальных параболических уравнений [24—26], а

также методы, основанные на интегральном представлении акустических по

лей. Несмотря на наличие перечисленных альтернатив, метод нормальных мод

до настоящего времени сохраняет свою актуальность на практике, поскольку,

во-первых, зачастую позволяет получить не только количественное представле

ние о волновых процессах, но и их качественное понимание и, во-вторых, обеспе

чивает возможность понижения вычислительной сложности решаемой задачи.

Данное понижение обеспечивается заменой сотен или тысяч точек дискретиза

ции уравнения по одной из координат единицами или десятками мод.

Степень разработанности темы исследования. Настоящая диссер

тация является законченным научным исследованием, в котором представлено

теоретическое описание новые методов расчета звуковых полей в волноводах

мелкого моря, основанных на представлении данных полей в виде суперпози

ции нормальных мод.

Цели и задачи диссертационной работы: Целью настоящей диссер

тации является дальнейшее развитие методов расчета двумерных волновых по

лей, основанных на их модовом представлении, для достижения большей эф

фективности их применения в практических задачах, в частности, связанных с

моделированием распространения и обратного рассеяния звука в океане.

Для достижения поставленной цели в диссертационном исследовании были

решены следующие задачи:
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1. разработать метод вычисления модовых амплитуд для задач расчета аку

стических полей в двумерных волноводах, в рамках которого амплитуд

ные уравнения могут быть проинтегрированы с шагом сетки, сравнимым

с длиной волны;

2. разработать метод расчета модовых амплитуд в волне, рассеянной неод

нородностью волновода в направлении источника (волны обратного рас

сеяния) с учетом взаимодействия мод;

3. разработать метод расчета модовых амплитуд акустического поля в зада

че распространения звука в мелком море с неоднородностью рельефа дна

с вращательной симметрией с учетом горизонтальной рефракции звука.

Научная новизна заключается в следующем:

1. Описано обобщение метода для решения задач распространения звука в

подводных волноводах мелкого моря, основанное на ВКБ.

2. Представлена методика расчета акустического поля в трехмерных волно

водах с вращательной симметрией. Показана связь между захваченными

каньоном лучами и номерами мод.

3. Описан и применен для расчетов обобщенный метод инвариантного погру

жения, основанный на векторизировании. Метод позволяет решать урав

нения на амплитуды с учетом взаимодействия мод и находить обратное

рассеяние.

4. Спроектирован и реализован комплекс программ для MATLAB, исполь

зующий вышеперечисленные методы, результаты сопоставлены с резуль

татами других программ для акустического моделирования.

Теоретическая и практическая значимость. В диссертации предло

жены несколько новых методов решения задач распространения звука в вол
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новодах мелкого моря. Также разработаны программы, реализующие вычисле

ния акустических полей на основе этих методов. Описанные методы могут быть

использованы на практике в тех сферах, где требуется моделирование акусти

ческих полей. В частности, результаты работы могут быть использованы при

реализации методов дистанционного зондирования морской среды “на отраже

ние” (посредством анализа поля, отраженного неоднородностями в толще воды

и в дне), а также в задачах акустического мониторинга протяженных аквато

рий.

Теоретическая значимость состоит в том, что предложенные в работе ме

тоды и подходы представляют собой некоторые весьма естественные обобщения

известных классических методов решения задач распространения волн, таких

как скалярный метод ВКБ, скалярный метод инвариантного погружения. Ана

логи данных методов, развитые в настоящем исследовании, состоят в их обоб

щении на случай, когда неизвестная величина описывается вектор-функцией,

компоненты которой удовлетворяют некоторой системе связанных уравнений (в

нашем случае речь идет о системе связанные уравнений для модовых амплитуд,

или mode coupling equations). Также в работе предложено обобщение известно

го метода представления поля, рассеянного на цилиндрически симметричном

объекте, в виде ряда по функциям Бесселя и Ханкеля. В данном случае в роли

такого объекта выступают неоднородности рельефа дна, а вместо отражения

от него имеет места горизонтальная рефракция звука.

Методология и методы исследования. Основные результаты диссер

тации состоят в выводе уравнений для модовых амплитуд в волноводах с неод

нородностями различных типа. Данные уравнения получены с использованием

аналитических и асимптотических методов математической физики, в том чис

ле с использованием векторизованного аналога метода ВКБ, а также с исполь

зованием метода инвариантного погружения в матричной форме. В последней

главе работы также используются методы теории специальных функций, а так

же лучевой теории для физической интерпретации результатов, связанных с
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распространением звука над подводным каньоном.

Для численного решения уравнений векторизованных уравнений для модо

вых амплитуд в рамках метода ВКБ используются стандартные методы Рунге

Кутты. Для численного решения уравнений погружений для матричнозначных

функций используется метод Эйлера в сочетании с экстраполяцией Ричардсона

(что в комбинации также эквивалентно методу Рунге-Кутты соответствующего

порядка).

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие

основных положения.

1. Разработан векторно-матричный аналог метода ВКБ. С помощью данного

метода получены уравнения для амплитуд взаимодействующих мод в вол

новоде в приближении однонаправленного распространения волн. Пока

зано, что данный метод позволяет корректным образом учитывать обмен

энергией между модами в нерегулярном волноводе.

2. Разработано обобщение метода инвариантного погружения на случай мат

ричных функций для расчета амплитуд взаимодействующих мод в нере

гулярном волноводе с учетом обратного рассеяния. В рамках данного ме

тода коэффициент отражения с учетом взаимодействия волноводных мод

имеет вид матричнозначной функции, удовлетворяющей уравнению Рик

кати. Разработанный метод использован для анализа связи процессов об

ратного рассеяния и взаимодействия мод в нерегулярных акустических

волноводах.

3. Разработан метод решения модельных задач адиабатического распростра

нения волн в трехмерных слоистых волноводах с вращательной симметри

ей и плавными неоднородностями границ раздела слоев. В рамках данного

подхода предложена методика выделения компоненты поля, формируемо

го обобщенными волнами шепчущей галереи.
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Апробация результатов. Основные результаты диссертации докладыва

лись на следующих ведущих отечественных и зарубежных научных мероприя

тиях по физике распространения волн и акустике: “Days on Diffraction” – 2020,

2021, 2022 (г. Санкт-Петербург, ПОМИ РАН), “Underwater Acoustics Conference

and Exhibition” (UACE) – 2021 (г. Каламата, Греция), XVII Школа-семинар

им. акад. Л.М. Бреховских «Акустика океана», совмещенная с XXXIII сессией

Российского акустического общества - 2020 (г. Москва), IХ всероссийская кон

ференция молодых учёных «Океанологические исследования» - 2021 (г. Влади

восток), XXXIV сессия Российского акустического общества - 2022 (г. Москва),

XXXV сессия Российского акустического общества - 2023 (г. Москва).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 10 печатных рабо

тах, из них 5 являются статьями в рецензируемых научных журналах [27—31]

(три из которых индексируются в международных библиографических систе

мах “Сеть науки” (Web of Science) и “Скопус” (Scopus)), а еще 6 работ опублико

ваны в сборниках материалов ведущих международных и российских научных

мероприятий по данной тематике ([32—37]).

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опублико

ванные работы.

Подготовка к публикации полученных результатов проводилась совместно

с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим. Все представлен

ные в диссертации результаты получены лично автором в рамках постановок

задач, предложенных его научным руководителем.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

4 глав, заключения и библиографии. Общий объем диссертации 104 страницы,

из них 77 страниц текста, включая 16 рисунков. Библиография включает 105

наименований на 13 страницах.

В первой главе диссертации обсуждаются модовые представления вол

новых полей в квантовой механике, оптике, геофизике и акустике. Особое вни
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мание уделяется обзору методов моделирования волновых процессов на основе

теории нормальных мод в акустике океана. При этом определятся основные по

нятия и вводятся основные уравнения, которые затем используются на протя

жении всего текста работы. В частности, уравнение Гельмгольца, описывающие

распространение волн от точечного источника (для определенности мы говорим

об источнике звука в геоакустическом волноводе)

𝑃𝑥𝑥 + 𝑃𝑦𝑦 + 𝑃𝑧𝑧 +
𝜔2

𝑐2
𝑃 = −𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑠) , (1)

где 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) – акустическое давление, 𝜔 = 2𝜋𝑓 – циклическая частота, 𝑐 =

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) – скорость звука, а нижние индексы 𝑥, 𝑦, 𝑧 означают частные произ

водные по соответствующим переменным.

Поясняется, что решения 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) таких задач могут быть представлены

в виде ряда по модам (на практике – частичной суммы рядя)

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑀∑︁
𝑚=1

𝐴𝑚(𝑥, 𝑦)𝜑𝑚(𝑧, 𝑥, 𝑦) , (2)

включающей в себя первые 𝑀 распространяющихся мод.

В этом разложении нормальные моды 𝜑𝑗(𝑧) определяются как решения

задачи Штурма-Лиувилля вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d2𝜑𝑗
d𝑧2 + 𝜔2

𝑐2 𝜑𝑗 = 𝑘2𝑗𝜑𝑗 ,

𝜑𝑗|𝑧=0 = 0 ,

𝜑𝑗|𝑧=ℎ−0 = 𝜑𝑗|𝑧=ℎ+0 ,
1
𝜌
d𝜑𝑗
d𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ−0

= 1
𝜌
d𝜑𝑗
d𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ+0

,

𝜑𝑗|𝑧=𝐻 = 0 .

(3)

со спектральным параметром 𝑘2𝑗 (где 𝑘𝑗 есть горизонтальное волновое число

моды), вычисленные при фиксированной паре значений (𝑥, 𝑦), то есть в некото

ром заданном сечении вертикальной прямой слоя 𝑧 ∈ [0, 𝐻], в котором решается

задача.

Коэффициенты 𝐴𝑚(𝑥, 𝑦) в разложении (2) при этом называются модовыми
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амплитудами, которые в общем случае удовлетворяют системе уравнений

𝐴𝑛,𝑥𝑥 + 𝐴𝑛,𝑦𝑦 + 𝑘2𝑛𝐴𝑛 +
𝑁∑︁
𝑚=1

(𝑉𝑚𝑛 − 𝑉𝑛𝑚)𝐴𝑚,𝑥 +
𝑁∑︁
𝑚=1

(𝑊𝑚𝑛 −𝑊𝑛𝑚)𝐴𝑚,𝑦

+
𝑁∑︁
𝑚=1

𝑈𝑚𝑛𝐴𝑚 = −𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝜑𝑛(𝑧𝑠, 0, 0) , (4)

где коэффициенты взаимодействия мод определяются по формулам

𝑉𝑚𝑛 =

𝐻∫︁
0

1

𝜌
𝜑𝑚,𝑥𝜑𝑛 𝑑𝑧 ,𝑊𝑚𝑛 =

𝐻∫︁
0

1

𝜌
𝜑𝑚,𝑦𝜑𝑛 𝑑𝑧 , 𝑈𝑚𝑛 =

𝐻∫︁
0

1

𝜌
(𝜑𝑚,𝑥𝑥 + 𝜑𝑚,𝑦𝑦)𝜑𝑛 𝑑𝑧 .

Далее вводится векторно-матричная форма этих уравнений, которая получает

ся путем объединения модовых амплитуд в вектор-столбец a(𝑥, 𝑦) = (𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚)
𝑇

(здесь (·)𝑇 означает транспонирование). Система (4) в этих обозначениях экви

валентна одному уравнению

a𝑥𝑥 + a𝑦𝑦 +K2a+Va𝑥 +Wa𝑦 +Ua = −𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝜑(𝑧𝑠) , (5)

где матрицы U(𝑥, 𝑦),W(𝑥, 𝑦),V(𝑥, 𝑦) определены соотношениями V𝑚𝑛 = 𝑉𝑚𝑛−

𝑉𝑛𝑚, W𝑚𝑛 = 𝑊𝑚𝑛 − 𝑊𝑛𝑚, U𝑚𝑛 = 𝑈𝑚𝑛, a матрица K = diag(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑀)

(диагональная матрица, составленная из горизонтальных волновых чисел, т.е.

такая что K𝑚𝑛 = 𝛿𝑚𝑛𝑘𝑚). Вектор-столбец в правой части уравнения (5) имеет

вид

𝜑(𝑧𝑠) = (𝜑1(𝑧𝑠, 0, 0), 𝜑2(𝑧𝑠, 0, 0), . . . , 𝜑𝑀(𝑧𝑠, 0, 0)) .

Также в этой главе приводится краткое описание известных из литературы

методов решения уравнений на модовые амплитуды. Векторизованный метод

ВКБ

Вторая глава диссертации посвящена обобщенному на случай неизвест

ных вектор-функций методу ВКБ для решения системы связанных уравнений

(5). В этой главе рассматривается вариант данного уравнения для двумерного

волновода (его схема показана на рис. 1а) с одной горизонтальной координатой
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Рис. 1: а) Мелководный волновод в рассматриваемом численном примере. б)

Зависимость акустического давления (в дБ отн. 1 м от источника) от горизон

тальной координаты 𝑥 в волноводе с подводной ямой. Векторизованное реше

ние ВКБ (сплошная линия), 2-стороннее решение COUPLE (штриховая линия)

и адиабатическое решение (пунктирная линия).

𝑥 (когда параметры задачи не зависят от переменной 𝑦):

a𝑥𝑥 +K2a+Va𝑥 +Ua = −𝛿(𝑥)𝜑(𝑧𝑠) , (6)

где матрицы коэффициентов определены в главе 1.

В уравнении (6) в реальных задачах вычислительной акустики океана мож

но пренебречь членом, содержащим U(𝑥). Для упрощенного таким образом

уравнения поставим краевую задачу, задав при 𝑥 = 0 условие 𝐴𝑚(0) = 𝐵𝑚,0,

где коэффициенты 𝐵𝑚,0 определяются по формуле

𝐵𝑚,0 =
i𝜑𝑚(𝑧𝑠)

2𝜌(𝑧𝑠)
.

Данная формула фактически описывает коэффициенты модового разложения

поля точечного источника. При 𝑥 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 потребуем выполнения условия

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑥
− 𝑘𝑚,∞𝐴𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥max

= 0 ,

представляющего собой некоторый вариант парциального излучения Свешни

кова.
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Асимптотика решения данной краевой задачи, как показано в [30], может

быть найдена в виде

a(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵1(𝑥)e

iΦ1(𝑥)

𝐵2(𝑥)e
iΦ2(𝑥)

...

𝐵𝑀(𝑥)eiΦ𝑀 (𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = exp(iΦ(𝑥))b(𝑥) , (7)

где Φ(𝑥) = diag(Φ1(𝑥), . . . ,Φ𝑀(𝑥)), и b(𝑥) = (𝐵1(𝑥), . . . , 𝐵𝑀(𝑥))𝑇 .

После подстановки 7 в дифференциальное уравнение 6 и выполнения ша

гов метода ВКБ может быть, во-первых, получено уравнение для фазовой мат

рицы Φ(𝑥), имеющее вид Φ′ = K и допускающее решение в квадратурах

Φ𝑚(𝑥) =
∫︀ 𝑥
0 𝑘𝑚(𝑥)𝑑𝑥.

В следующем порядке метода ВКБ получается также и уравнение для

вектора огибающих модовых амплитуд b(𝑥), которое имеет вид

2K(𝑥)b′(𝑥) +K′(𝑥)b(𝑥) + e−iΦ(𝑥)V(𝑥)eiΦ(𝑥)K(𝑥)b(𝑥) = 0 . (8)

В качестве начального условия для последнего выступает 𝐵𝑗(0) = 𝐵𝑗,0. Заме

тим, что элементы матрицы Ξ = e−iΦ(𝑥)V(𝑥)eiΦ(𝑥), описывающей взаимодей

ствие мод в (8), могут быть найдены по формуле

Ξ𝑚𝑛 = V𝑚𝑛e
iΦ𝑛(𝑥)−iΦ𝑚(𝑥) .

Приводится пример расчета акустического поля с использованием обоб

щенного ВКБ метода, и результаты сравниваются с результатами, полученными

с помощью других методов (см. рис. 1б).

Отметается, что поскольку векторизованный метод ВКБ позволяет, в част

ности, перейти от уравнений для модовых амплитуд a(𝑥) к уравнениям для их

огибающих b(𝑥), результирующая задача Коши может решаться на весьма гру

бой сетке по эволюционной переменной 𝑥 (например, шаг сетки в примерах из

работы [30] составляет 𝜆/2). Таким образом, уравнения для модовых ампли
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Рис. 2: а) Схема волновода в мелком море с неоднородностью рельефа дна. б)

Коэффициенты отражения как функции вариации глубины моря ∆ℎ, связанной

с наличием в волноводе неоднородности рельефа дна в виде подводной ямы.

Вторая падающая мода.

туд, полученные с помощью метода ВКБ, обеспечивают гораздо более высокую

скорость расчета акустических полей на практике.

В третьей главе описывается метод инвариантного погружения для свя

занных модовых амплитуд. Как и во второй главе здесь рассматривается реше

ние задачи для уравнений на модовые амплитуды (6). Схема волновода из этой

задачи показана на рис. 2а.

Следуя работе [28] без ограничения общности предполагается, что источ

ник сигнала расположен в точке 𝑥 = 𝐿 = 0, и рассматривается задача о гене

рируемом им тональном сигнале на слой [𝐿0, 𝐿], находящийся слева от него.

Задача расчета поля в таком волноводе может быть сведена к вспомога

тельной матричной краевой задаче [28](︁
𝑑2

𝑑𝑥2 +V (𝑥) 𝑑
𝑑𝑥

)︁
A (𝑥, 𝐿) +

(︀
K2 (𝐿) +U (𝐿)

)︀
A (𝑥, 𝐿) = 0 ,

𝜕A(𝐿0,𝐿)
𝜕𝑥 + iK0A (𝐿0, 𝐿) = 0 ,

𝜕A(𝐿,𝐿)
𝜕𝑥 − iK0A (𝐿,𝐿) = −E .

(9)

Полагается, что неизвестная матрица A(𝑥, 𝐿) параметрически зависит от по

ложения правой границы нерегулярного участка волновода. Её столбцы суть
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𝑀 векторов-столбцов a𝑚, каждый из них представляет собой решение задачи

рассеяния 𝑚-й нормальной моды на данном нерегулярном участке и является

решением уравнения (5).

Решение уравнения (6) связано с решением задачи (9) соотношением

a(𝑥) = 2iK0A(𝑥)𝜑(𝑧𝑠) , (10)

поскольку при решении (9) одновременно решается задача рассеяния каждой из

𝑀 мод на нерегулярном участке волновода, а каждый столбец результирующей

матрицы A(𝑥) соответствует рассеянию одной из них. Формула (10) соответ

ствует представлению поля точечного источника в виде линейной комбинации

возбуждаемых им мод.

Пользуясь методом инвариантного погружения ([28], см. также третью гла

ву настоящей диссертации), матричную краевую задачу 9 сводят к паре вспомо

гательных задач Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений пер

вого порядка на матрициант (матричнозначную неизвестную функцию). Пер

вая задача Коши служит, собственно, для определения матрицы A(𝑥;𝐿), кото

рая удовлетворяет уравнению

𝜕A (𝑥, 𝐿)

𝜕𝐿
= A (𝑥, 𝐿) [V (𝐿) + iK0 + (− (V (𝐿) + iK0) iK0+

K2 (𝐿) +U (𝐿)
)︀
A𝐿

]︀
, (11)

и начальному условию

A (𝑥, 𝐿) |𝐿=𝑥 =A (𝑥, 𝑥) = A𝑥 . (12)

В этих соотношениях, по определению, A(𝐿,𝐿) ≡ A𝐿(𝐿). Данная функция,

необходимая для решения (11), находится путем решения задачи Коши для

уравнения Риккати

𝑑A𝐿

𝑑𝐿
= A𝐿

[︀
− (V (𝐿) + iK0) iK0 +K2 (𝐿) +U (𝐿)

]︀
A𝐿+

+A𝐿iK0 + iK0A𝐿 +A𝐿V (𝐿)− E, (13)
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с начальным условием

A𝐿0
= A (𝐿0, 𝐿0) = (2iK0)

−1 . (14)

Метод инвариантного погружения позволяет учитывать обратное рассея

ние звука, причем матричный коэффициент можно рассчитать по формуле

R(𝐿) = 2iK0A𝐿 − E . (15)

Элемент матрицы R𝑚𝑛 соответствует доле акустической энергии, приходящейся

на 𝑚-ую моду в отраженно от неоднородного участка поле, полученном при

рассеянии на нем 𝑛-ой моды.

Несколько конкретных задач были решены с помощью данного метода.

Рис. 2б был получен для второй падающей моды. Сплошные линии представля

ют зависимость амплитуд различных мод в отраженном поле от величины неод

нородности ∆ℎ, а пунктирная линия – коэффициент отражения, рассчитанный

в адиабатическом приближении (то есть без учета межмодового взаимодействи

ем).

Легко видеть, что значения “неадиабатических” коэффициентов отраже

ния намного больше соответствующих величин, полученных в адиабатическом

приближении. Падающие моды возбуждают моды с другими номерами в от

раженном поле (амплитуда моды с тем же номером, что у падающей моды, в

отраженной волне относительно мала). На основании этих наблюдений дела

ется вывод о том, что обратное рассеяние нормальных волн в нерегулярных

волноводах нельзя рассматривать отдельно от эффекта взаимодействия мод.

Отмечается, что (11) и (13) вместе образуют систему уравнений метода ин

вариантного погружения (или, коротко, уравнения погружения) [12]. Данный

метод позволят полностью учитывать обратное рассеяние, не требуя при этом

решения краевых задач для эллиптических уравнений (для обоих уравнений по

гружения ставится задача Коши, которая может быть решена элементарными

средствами, например, методами Рунге-Кутты). Недостатком метода является
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(а) (б)

Рис. 3: а) Схематическое изображение волновода мелкого моря с изогнутым

подводным каньоном. Проекцией каньона на горизонтальную плоскость явля

ется кольцо, ограниченное окружностями 𝑟 = 𝑟1 и 𝑟 = 𝑟2. Источник звука S

расположен в водном слое над каньоном. б) Уровни акустического давления (в

дБ отн. 1 м от источника), 4 вертикальные моды, 𝑁𝜃 = 1200.

то, что при решении уравнения (11) приходится выбирать сетку таким образом,

чтобы хорошо разрешались отдельные волны. Это обстоятельство существен

ным образом ограничивает его применимость на практике. Данного недостатка

лишен, однако, векторизованный метод ВКБ.

В четвертой главе описываются трехмерные задачи с вращательной сим

метрией.

В начале главы рассматривается трехмерное уравнение Гельмгольца, за

писанное в цилиндрических координатах для акустического давления 𝑃 (𝑟, 𝜃, 𝑧)

в цилиндрических координатах 𝑟, 𝜃, 𝑧, где 𝑟 есть расстояние от оси симметрии

волновода, 𝜃 – угловая (азимутальная) координата, а 𝑧 – глубина.

Батиметрия в волноводе мелкого моря, показанном на рис. 3а, описывается

соотношением

𝑧 = 𝐻(𝑟, 𝜃) = 𝐻0 + 𝛿𝐻𝑉 (𝑟) , (16)

где 𝐻0 – глубина моря вдали от каньона (“невозмущенная” глубина), 𝛿𝐻 – глу
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(а) (б)

Рис. 4: а) Радиальные профили 𝑄4,𝑚(𝑟) нескольких компонент поля четвертой

моды, захваченных подводным каньоном. б)Горизонтальные лучи для четвер

той вертикальной моды (𝑗 = 4, учтены только 𝑚 от 875 до 887).

бина каньона, 𝑉 (𝑟) – функция, описывающая форму поперечного сечения ка

ньона (радиальный профиль возмущения глубины), такая что max𝑉 (𝑟) = 1.

Мы будем считать, что носителем функции 𝑉 (𝑟) является отрезок [𝑟1, 𝑟2], т.е.

что горизонтальной проекцией каньона является кольцо с границами 𝑟 = 𝑟1 и

𝑟 = 𝑟2.

Для данной задачи уравнение на модовые амплитуды (4) записывается в

адиабатическом приближении и полярных координатах в горизонтальной плос

кости:

𝜕2𝐴𝑗(𝑟, 𝜃)

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝐴𝑗(𝑟, 𝜃)

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝐴𝑗(𝑟, 𝜃)

𝜕𝜃2
+𝐴𝑗(𝑟, 𝜃)𝑘

2
𝑗 = −𝜑𝑗(𝑟, 𝜃, 𝑧𝑠)

𝑟
𝛿(𝑟−𝑟𝑠)𝛿(𝜃−𝜃𝑠) .

(17)

В дальнейшем в главе рассматривается краевая задача, получающаяся добав

лением к уравнениям (17) условия излучения при 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 → ∞ .

Решение этой задачи представимо в виде разложения

𝐴𝑗(𝑟, 𝜃) =

𝑁𝜃∑︁
𝑚=0

𝑄𝑗,𝑚(𝑟)𝜓𝑚(𝜃) , (18)

где 𝜓0
𝑚(𝜃) =

1√
𝜋
cos(𝑚𝜃).
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Подставляя суперпозицию гармоник (18) в уравнение (17), а затем пользу

ясь тем, что 𝜕2𝜓𝑚

𝜕𝜃2 = −𝑛2𝜓𝑚, можно упростить получившееся равенство, после

чего нужно применить к обеим его частям оператор
∫︀
(.)𝜓𝑚(𝜃)𝑑𝜃. Воспользовав

шись ортогональностью системы собственных функций 𝜓0
𝑚(𝜃), можно получить

уравнения для радиальных компонент решения 𝑄𝑗,𝑚(𝑟)

𝜕2𝑄𝑗,𝑚

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑄𝑗,𝑚

𝜕𝑟
+𝑄𝑗,𝑚𝑘

2
𝑗 −

𝑚2

𝑟2
𝑄𝑗,𝑚 = −1

𝑟

𝜑𝑚(𝑟, 𝑧𝑠)

𝜌
𝛿(𝑟 − 𝑟𝑠)𝜓𝑚(0) . (19)

Вне отрезка [𝑟1, 𝑟2] уравнение (19) имеет постоянные коэффициенты и фак

тически сводится к уравнению Бесселя. Из условия ограниченности решения

при 𝑟 = 0 делается вывод, что при 𝑟 ≤ 𝑟1 оно должно с точность до константы

представлять собой функцию Бесселя

𝑄𝑗𝑚(𝑟) = 𝛼𝑗𝑚𝐽𝑚(𝑘𝑗𝑟), при 𝑟 ≤ 𝑟1 . (20)

В то же время из условия излучения на бесконечности следует, что при 𝑟 ≥ 𝑟2,

решение должно обращаться в функцию Ганкеля первого рода, т.е.

𝑄𝑗𝑚(𝑟) = 𝛽𝑗𝑚𝐻
(1)
𝑚 (𝑘𝑗𝑟), при 𝑟 ≥ 𝑟2 . (21)

Теперь осталось лишь найти значения функции 𝑄𝑗,𝑚(𝑟) на отрезке [𝑟1, 𝑟2].

С этой целью составляется нормальная система, эквивалентная уравнению (19)⎧⎨⎩
𝑑𝑄𝑗𝑚

𝑑𝑟 = 𝑃𝑗𝑚
𝑑𝑃𝑗𝑚

𝑑𝑟 = −1
𝑟𝑃𝑗𝑚 +

(︁
𝑚2

𝑟2 − 𝑘2𝑗

)︁
𝑄𝑗𝑚

. (22)

Решение этой системы может быть найдено методом двустороннего численного

интегрирования. Сначала она решается на отрезке [𝑟1, 𝑟𝑠], начиная с точки 𝑟 =

𝑟1, и используя начальное условие

𝑄0(𝑟1) = 𝐽𝑚(𝑘𝑗𝑟1) , 𝑃 0(𝑟1) = 𝑑𝐽𝑚(𝑘𝑗𝑟)/𝑑𝑟|𝑟=𝑟1 , (23)

с тем чтобы найти величину решения и его производной 𝑄𝑙𝑒𝑓𝑡 = 𝑄𝑗𝑚(𝑟𝑠), 𝑃 𝑙𝑒𝑓𝑡 =

𝑃𝑗𝑚(𝑟𝑠) слева от точки излучения 𝑟 = 𝑟𝑠. После этого эта система решается на
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отрезке [𝑟𝑠, 𝑟2] с начальным условием⎧⎨⎩ 𝑄0(𝑟2) = 𝐻
(1)
𝑚 (𝑘𝑗𝑟2),

𝑃 0(𝑟2) = 𝑑𝐻
(1)
𝑚 (𝑘𝑗𝑟)/𝑑𝑟|𝑟=𝑟2

(24)

при 𝑟 = 𝑟2. В результате получаются значения функции 𝑄(𝑟) и ее производной

𝑄𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = 𝑄𝑗𝑚(𝑟𝑠), 𝑃 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = 𝑃𝑗𝑚(𝑟𝑠) справа от точки излучения 𝑟 = 𝑟𝑠.

Наличие в правой части (19) дельта-функции (источника, сосредоточенно

го при 𝑟 = 𝑟𝑠) эквивалентно тому, что решения системы (22) удовлетворяют

следующим условиям

𝛽𝑗𝑚𝑄
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 − 𝛼𝑗𝑚𝑄

𝑙𝑒𝑓𝑡 = 0 , 𝛽𝑗𝑚𝑃
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 − 𝛼𝑗𝑚𝑃

𝑙𝑒𝑓𝑡 = −𝜑𝑚(𝑧𝑠)
𝑟𝑠

. (25)

при 𝑟 = 𝑟𝑠 (непрерывность 𝑄(𝑟) и наличие у 𝑃 (𝑟) разрыва первого рода).

Равенства (25) образуют систему линейных алгебраических уравнений, из

которой легко определить коэффициенты 𝛼𝑗𝑚 и 𝛽𝑗𝑚, и, таким образом, найти

вид решения (19) на отрезке [𝑟1, 𝑟𝑠].

Также в данной главе используется теория геометрической акустики. Из

закона Снеллиуса выводится уравнение, связывающее номера 𝑚 компонент ре

шения с горизонтальными лучами, которые захватываются каньоном:

𝑘min𝑟2 < 𝑚 < 𝑟max𝑘(𝑟max) , (26)

где 𝑟max – точка, в которой функция 𝑟𝑘(𝑟) имеет максимум на отрезке [𝑟1, 𝑟2],

𝑘𝑚𝑖𝑛 – минимум функции 𝑘(𝑟) на [𝑟1, 𝑟2]. Для примера, рассматриваемого в

данной главе, неравенство принимает вид:

874, 6199 < 𝑚 < 887, 9958 . (27)

На рис. 4а показаны графики функций 𝑄4,𝑚(𝑟). Видно, что энергия соот

ветствующих компонент решения 𝑄4,𝑚(𝑟)𝜓𝑚(𝜃) локализована в горизонтальной

плоскости в относительно узком кольце, являющемся проекцией «внешней» по

ловины каньона. Контурный график акустического поля, формируемого этими

компонентами, отдельно показан на рис. 4б.

В заключении сформулированы результаты диссертационной работы.
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