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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò

Ýéëåðà ïî òåîðèè ïðîäîëüíîãî èçãèáà. Ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè

èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, íàïðèìåð, Á. Áóäÿíñêèì, È.È. Âîðîâè-

÷åì, À.Ë. �îëüäåíâåéçåðîì, Ý.È. �ðèãîëþêîì, Â.Â. Íîâîæèëîâûì, À.Â.

Ïîãîðåëîâûì, Å.Ï. Ïîïîâûì, Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, �. Öèãëåðîì. Îáùàÿ êîí-

öåïöèÿ óïðóãîé áè�óðêàöèîííîé óñòîé÷èâîñòè èçëîæåíà â ìîíîãðà�èè

Â.Â. Íîâîæèëîâà. Â ñâÿçè ñî ñòðåìèòåëüíûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëü-

íîé òåõíèêè è ïîÿâëåíèåì óíèâåðñàëüíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-

íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ) ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîÿâèëèñü êîìïëåêñû ïðîãðàìì, ïîçâî-

ëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü óïðóãèå êîíñòðóêöèè íà óñòîé÷èâîñòü, ê ïðèìåðó,

ðàçðàáîòàííûå À.Â. Ïåðåëüìóòåðîì è Â.È. Ñëèâêåðîì.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäå-

íèþ òî÷åê áè�óðêàöèè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Èññëåäîâàíèþ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèáêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé

ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, íàïðèìåð, äèññåðòàöèÿ Þ.Ï. Àð-

òþõèíà, åãî èññëåäîâàíèÿ â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.Í. Êàðàñåâûì ïî òåîðèè ïëà-

ñòèí è îáîëî÷åê, Ê. Áàéîêè ñîâìåñòíî ñ À. Êàïåëî â ðàáîòå "Âàðèàöè-

îííûå è êâàçèâàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà". �åøåíèå âàðèàöèîííûõ íåðà-

âåíñòâ â ìåõàíèêå ðàññìîòðåíî â îäíîèìåííîé êíèãå ãðóïïîé àâòîðîâ:

È. �ëàâà÷åê, ß. �àñëèíãåð, È. Íå÷àñ, ß. Ëîâèøåê. ×èñëåííî èññëåäîâàëè

âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà �. �ëîâèíñêè, Æ.-Ë. Ëèîíñ, �. Òðèìîëüåð,

Ï. Ïàíàãèîòîïóëîñà.

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ îäíî-

ñòîðîííèõ ñâÿçåé íà óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé êîíñòðóêöèè. Íàëè÷èå òàêèõ

ñâÿçåé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåðàâåíñòâ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-

ðÿòü ïåðåìåùåíèÿ. Àíàëèç óïðóãèõ ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü ïðè íàëè÷èè

îäíîñòîðîííèõ (íåóäåðæèâàþùèõ) ñâÿçåé ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïàðà-

ìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îáùèé ïîäõîä è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè

íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé èçëîæåíû â ìîíîãðà�èè Â.Í. Òàðàñîâà, à

òàêæå â åãî ðàáîòàõ â ñîàâòîðñòâå ñ Ä.Â. Õîëìîãîðîâûì. Âî ìíîãèõ ñëó-

÷àÿõ ñèñòåìû, îãðàíè÷åííûå îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè, ñâîäÿòñÿ ê èäåí-

òè�èêàöèè óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì íà êîíóñàõ.

Àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîñòè â ñàìîì âàæíîì

ñëó÷àå, êîãäà êîíóñ åñòü íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò â Rn
, ïðåäëîæåí â ðà-

áîòàõ Â.Ë. Êðåïñà è Ë.Á. �àïîïîðòà.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ óñ-

òîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì è âëèÿíèå îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé íà çíà÷åíèå

êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ

Ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè íàõîäÿòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ìå-

õàíèêè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì

â ìàøèíîñòðîåíèè, ìåõàíèêå ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è ýëåìåíòîâ ñ
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íåèçâåñòíîé îáëàñòüþ êîíòàêòà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà íà

ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü òàêèõ ñèñòåì. Òàêæå àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çà-

äà÷à íàõîæäåíèÿ âñå áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà îáîëî÷åê âðàùåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. �ÿä ïîñòàíî-

âîê çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñâÿçàíû ñ âàðèàöèîííûìè �îðìóëè-

ðîâêàìè, êîòîðûå âàæíû êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ÷èñëåííûõ èññëå-

äîâàíèé. �àññìàòðèâàåìûå ïðîáëåìû îòíîñÿòñÿ ê êîíòàêòíûì çàäà÷àì

òåîðèè óïðóãîñòè ñ íåèçâåñòíîé îáëàñòüþ àêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëå-

ìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ïîäîáíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíî-íåëèíåé-

íûìè, òàê êàê ïðè èõ ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìàëèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ íåðà-

âåíñòâà è íåäè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. Ïðè íàãðóçêå, áîëüøåé êðèòè-

÷åñêîé âåëè÷èíû, óïðóãàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïåðåéòè â ñìåæíîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê áîëü-

øèì èçìåíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, âïëîòü äî ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîá-

íîñòè. Ïîýòîìó â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî íàõîäèòü è èññëåäîâàòü

òî÷êè áè�óðêàöèè íåãëàäêèõ óðàâíåíèé èëè ðåøåíèé çàäà÷ íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ âûáè-

ðàëèñü èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé ðåøàåìûõ çàäà÷: êîíñòðóêòèâíî�íåëèíåéíûå

çàäà÷è èññëåäîâàëèñü ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïðè-

ìåíåíèåì ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, à òàêæå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêëàññè÷å-

ñêèõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

�åçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàíû è ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåí-

íûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

�åçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè íàëè-

÷èè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðîåêòèðîâàíèè

ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ ìàøèíîñòðîåíèÿ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîãî ïðîäîëü-

íîé ñèëîé ñòåðæíÿ, ïðîãèá êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì

ïðåïÿòñòâèåì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ.

2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íà-

ãðóæåííûõ íîðìàëüíûìè èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ

óïðóãèìè íèòÿìè, êîòîðûå íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé.

3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îáîëî-

÷åê âðàùåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå â íàèáîëåå òî÷íîé íåëèíåéíîé

ïîñòàíîâêå ñ âû÷èñëåíèåì ðàáîòû âíåøíèõ ñèë ïî òî÷íîé òåðìîäèíàìè-

÷åñêîé �îðìóëå.

4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëü-

íûõ ïëàñòèí ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè ñâîáîäíîãî êðàÿ.

5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëü-

íûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà.
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Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

�åçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíû â 25 ïå÷àòíûõ ðà-

áîòàõ è áûëè ïðåäñòàâëåíû íà êîí�åðåíöèÿõ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ:

XIII Êîìè ðåñïóáëèêàíñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè. �îññèé-

ñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê Óðàëüñêîå îòäåëåíèå Êîìè íàó÷íûé öåíòð, Ñûêòûâ-

êàð, 1997.

XIV Êîìè ðåñïóáëèêàíñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè. �îññèé-

ñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê Óðàëüñêîå îòäåëåíèå Êîìè íàó÷íûé öåíòð, Ñûêòûâ-

êàð, 2000.

Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾XVIII ñåññèÿ Ìåæäóíàðîäíîé Øêîëû ïî

ìîäåëÿì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ ã. Ñàðàòîâ, 2007.

¾Ôåâðàëüñêèå ÷òåíèÿ¿, Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (2008

ã., 2010 ã., 2011 ã., 2012 ã., 2013 ã., 2014 ã., 2015 ã.).

¾Ôåâðàëüñêèå ÷òåíèÿ¿ ðåãèîíàëüíàÿ íàó÷íî � ïðàêòè÷åñêàÿ êîí�åðåí-

öèÿ, Ñûêòûâêàðñêèé ëåñíîé èíñòèòóò (2008 ã., 2011 ã., 2012 ã.).

I Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Ìîëîäåæü è íàóêà

íà Ñåâåðå¿, ã. Ñûêòûâêàð (2008).

IV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà è åå ïðèëî-

æåíèÿ¿, ã. Ñàìàðà, 2014 ã.

XIX Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ã. Ïåðìü, Èíñòèòóò ìå-

õàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, 2015 ã.

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è

ìåõàíèêå, Ñóçäàëü, 2015 ã.

Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ

Â.È. Ôåîäîñüåâà, Ìîñêâà, 2016 ã.

XX Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ã. Ïåðìü, Èíñòèòóò ìå-

õàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, 2017 ã.

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Constru
tive Nonsmooth Analysis and Related

Topi
s¿. (CNSA-2017.) 22 � 27 ìàÿ 2017 ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ìåæäóíàðîä-

íûé Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ë. Ýéëåðà. (ÏÎÌÈ �ÀÍ.)

Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �è-

çè÷åñêèõ ñèñòåì¿. 21-23 ñåíòÿáðÿ 2017. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò

Êîìè ÍÖ Óðî �ÀÍ. Ñûêòûâêàð.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 25 ðàáîò, âêëþ÷àÿ 3 ðàáîòû â ðå-

öåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ:

• Àíäðþêîâà Â.Þ., Òàðàñîâ Â.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñè-

ñòåì ñ íåóäåðæèâàþùèìè ñâÿçÿìè. // Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖÓðÎ �ÀÍ. 2013.

�3(15). Ñ. 12-18.

• Â.Þ. Àíäðþêîâà, Â.Í. Òàðàñîâ Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷

óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðå-

ìåùåíèÿ. Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ. 3(19). 2014. ñ.

39 � 43.

•Àíäðþêîâà Â.Þ. Íåêîòîðûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì

ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ.// "Âû÷èñëèòåëüíàÿ

ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä". Ïåðìü. 2014. Òîì 7, �4. Ñ.412 � 422.
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À òàêæå ïóáëèêàöèþ, âõîäÿùóþ â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ S
opus:

• Veronika Andryukova, Vladimir Tarasov Nonsmooth problem of

stability for elasti
 rings. Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Êîíñòðóê-

òèâíûé íåãëàäêèé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî-

�åññîðà Â.Ô. Äåìüÿíîâà. ×àñòü I. - ÑÏá.: Èçäàòåëüñòâî ÂÂÌ, 2017. 268

ñ.; DOI: 10.1109/CNSA.2017.7973928.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â àíàëèçå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ

èññëåäîâàíèé ïî òåìå ðàáîòû, ñîçäàíèè àëãîðèòìîâ, �îðìóëèðîâêå îñ-

íîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è âûâîäîâ äèññåðòàöèè. Àâòîð ïðåäëîæèëà è ðå-

àëèçîâàëà íîâûé ìåòîä ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â

îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Àâòîð ëè÷íî ïîëó÷èëà àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ, ïðîãèá êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè-

÷åí æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ, à

òàêæå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íàãðóæåííûõ íîðìàëüíûìè

èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ óïðóãèìè íèòÿìè, êîòîðûå

íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé. Àâòîð íåïîñðåäñòâåííî ðàçðàáà-

òûâàëà è ðåàëèçîâûâàëà àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåé-

íûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà. Àâòîð

ëè÷íî ïðîâîäèëà ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, è

îáðàáàòûâàëà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñ-

êà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 88 íàèìåíîâàíèé. �àáîòà èçëîæåíà íà

93 ñòðàíèöàõ òåêñòà, ïîäãîòîâëåííîãî â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX 2ε è
ðàñïå÷àòàííîãî â ðàçìåðå øðè�òà 14 ïóíêòîâ ÷åðåç 1,5 ìåæñòðî÷íûõ èí-

òåðâàëà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, êðàòêîå îïèñàíèå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèþ èññëå-

äîâàíèé. Âòîðàÿ ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòå-

ðèàë. Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé-

÷èâîñòè ñæèìàåìûõ ïðîäîëüíîé ñèëîé ñòåðæíåé, íàõîäÿùèõñÿ â óïðóãîé

ñðåäå, ïðîãèáû êîòîðûõ ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åíû æåñòêèì ïðåïÿò-

ñòâèåì. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âåëè÷èíó êðèòè÷å-

ñêîé ñèëû. Òàêæå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîãî êîëüöà,

ñæèìàåìîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè è ñèëà-

ìè âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðà-

íè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ. �åøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíîé

ïëàñòèíû, ïðîãèá êîòîðîé îãðàíè÷åí äâóìÿ æåñòêèìè ðåáðàìè, ïðè ýòîì

íà äâóõ êðîìêàõ ïëàñòèíû âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî

êðàÿ. Ïðèâåäåíî ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îáîëî-

÷åê âðàùåíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâ-

ëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë èñïîëüçîâàíà òî÷íàÿ òåð-

ìîäèíàìè÷åñêàÿ �îðìóëà. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå è
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íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. Àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëü-

òàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êîëå-

áàíèé ïëàñòèí â ëèíåéíîì è íåëèíåéíîì ñëó÷àå.

Â ðàçäåëàõ 3.1 è 3.2 ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìûõ ïðîäîëüíîé ñèëîé ñòåðæíåé, íàõîäÿùèõñÿ â

óïðóãîé ñðåäå, ïðîãèáû êîòîðûõ ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åíû æåñòêèì

ïðåïÿòñòâèåì, à òàêæå èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âåëè-

÷èíó êðèòè÷åñêîé ñèëû.

Çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîé ïðîáëåìû

J(w) =
1

2

∫ ℓ

0

(Dw′′2 + Cw2)dx→ min (1)

ïðè îãðàíè÷åíèè

J1(w) =
1

2

∫ ℓ

0

w′2dx = 1. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãèá ñòåðæíÿ w ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì

ïðåïÿòñòâèåì òàê, ÷òî

w(x) ≥ 0, x ∈ [0, ℓ]. (3)

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ïðè êîì-

áèíèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ.

• ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè ïðè x = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ñâîáîäíîãî êðàÿ ïðè x = ℓ:

{
w(0) = 0, w′(0) = 0,
w

′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + P
D
w

′

(ℓ) = 0.
(4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ó÷àñòîê ïîëíîãî ïðèëåãàíèÿ ê ñòåíêå,

ò.å.

w(x) = 0, x ∈ [0, ℓ1], è w(x) > 0, x ∈ (ℓ1, ℓ]. (5)

Íà èíòåðâàëå (ℓ1, ℓ) âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà w
IV + ωw + ρ2w

′′

= 0,
ãäå ω = C/D, ρ2 = λ/D, λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ

èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî òèïà (2). Ïðè äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
ρ2 < 2

√
ω.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè x ∈ (ℓ1, ℓ] èìååò âèä:

w(x) = c1e
αx sin(βx) + c2e

αx cos(βx) + c3e
−αx sin(βx)+

+c4e
−αx cos(βx), (6)

ãäå

α =
1

2

√
2
√
ω − ρ2, β =

1

2

√
2
√
ω + ρ2. (7)

7



Â òî÷êå l1 äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ w(ℓ1) = 0, w′(ℓ1) = 0,
w′′(ℓ1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

{
w(ℓ1) = 0, w′(ℓ1) = 0,
w

′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + P
D
w

′

(ℓ) = 0,
(8)

{
w(ℓ1) = 0, w′′(ℓ1) = 0,
w

′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + P
D
w

′

(ℓ) = 0.
(9)

Íåèçâåñòíûìè â ñèñòåìå (8) è (9) ÿâëÿþòñÿ c1, c2, c3, c4, l1, P. Îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ýòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè

îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèðàâíèâàÿ äâà îïðåäåëèòåëÿ

∆1(P, l1) è ∆2(P, l1) ê íóëþ è ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì Íüþ-

òîíà, íàõîäèì çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû P è äëèíó ó÷àñòêà ïîëíîãî

ïðèëåãàíèÿ l1. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë.1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû â çàâèñèìîñòè îò æåñòêîñòè ñðåäû ω

N 1 2 3 4 5 6

ω 100 200 350 450 550 800

ℓ̃ 0.745 0.627 0.545 0.512 0.487 0.443

ρ2 12.6 17.8 23.5 26.7 29.5 35.6

ρ2
∗

11.9 15.6 19.5 21.8 23.8 28.5

Â òàáëèöå 1 çíà÷åíèÿ ρ2 ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå ñòåðæíÿ
ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ ïðè ðàçëè÷íîé

æåñòêîñòè ñðåäû ω. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðèâåäåíû çíà-

÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû P = ρ2∗ äëÿ ñòåðæíÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â óïðóãîé

ñðåäå, ïðè îòñóòñòâèè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ.

Çàäà÷à (1) � (3) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîé ïðî-
äîëüíîé ñèëîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ â æåñòêîé îáîé-

ìå. Íà ðèñ.1 ïîêàçàíî ðàçëè÷èå �îðì ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå ïîòåðè

óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ

è áåç îãðàíè÷åíèé.

�èñ. 1: Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè-

÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñëåâà) è áåç îãðàíè÷å-

íèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñïðàâà).

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü êðóãîâîãî êîëüöà, ñæèìà-

åìîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, ïðè íàëè÷èè
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îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè êîëüöà ñ îäíîñòîðîííèì ïîäêðåïëåíèåì â

ñëó÷àå öåíòðàëüíûõ ñèë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî ðàäèóñîì R, íàãðó-

P

Q0

w < 0

w = 0

v

w

 

�èñ. 2: Êîëüöî, ïîäêðåïëåííîå íèòÿìè, íåâîñïðèíèìàþùèìè óñèëèÿ, ïîä

äåéñòâèåì öåíòðàëüíûõ ñèë.

æåíî öåíòðàëüíûìè ñèëàìè P , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî êîëüöó.
Êîëüöî ïîäêðåïëåíî íåðàñòÿæèìûìè íèòÿìè, íåâûäåðæèâàþùèìè ñæè-

ìàþùèõ óñèëèé, îäèí êîíåö êîòîðûõ ïðèêðåïëåí ê îáîäó, äðóãîé � ê

íåïîäâèæíîìó öåíòðó êîëüöà ðèñ.2. Â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè çàäà-

÷à ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà

ê âàðèàöèîííîé ïðîáëåìå

J̃ =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ→ min (10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

J1 =
1

2

∫ 2π

0

(w′2 − 2w2)dϑ = 1, (11)

w ≤ 0. (12)

B � æåñòêîñòü êîëüöà ïðè èçãèáå. �åøåíèå çàäà÷è (10) � (12) ìîæíî
èñêàòü ñðåäè �óíêöèé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

[0, ϑ0] è ðàâíûõ íóëþ, åñëè ϑ /∈ [0, ϑ0]. Íà èíòåðâàëå [0, ϑ0] �óíêöèÿ w(ϑ)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

B

R3
(wIV + 2w′′ + w) + P (w′′ + 2w) = 0, (13)

ãäå P � ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. �åøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâ-

íåíèÿ èìååò âèä

w = A1 sin α̃ϑ+A2 cos α̃ϑ+ A3 sin β̃ϑ+A4 cos β̃ϑ, (14)
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�èñ. 3: �ðà�èê îïðåäåëèòåëÿ ∆(ϑ) ïðè ϑ0 =
3π
4.3.

ãäå

α̃ =

√
2 + k2 −

√
k4 − 4k2

2
, β̃ =

√
2 + k2 +

√
k4 − 4k2

2
, k2 =

PR3

B
.

Ôóíêöèÿ w(ϑ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(0) = w(ϑ0) = 0, w′(0) = w′(ϑ0) = 0. (15)

Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (15), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíûõ A1, A2, A3, A4, k, ϑ0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåòðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (13), (15), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (15)

∆(k;ϑ0) = 0. (16)

Ïðè çàäàííîì ϑ0 íàõîäèì êîðåíü óðàâíåíèÿ (16). Çíà÷åíèå ϑ0 äîëæíî
áûòü êàê ìîæíî áîëüøå (òîãäà êðèòè÷åñêàÿ ñèëà áóäåò ìåíüøå) è ïðè

ýòîì ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ (14) íà èíòåðâàëå [0, ϑ0] äîëæíà ñîõðàíÿòü

çíàê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ϑ0 =
3π
4.3, è êîðíè óðàâíåíèÿ (16) áóäóò êðàò-

íûìè (ðèñ.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åì áîëüøå ϑ0, òåì ìåíüøå çíà÷åíèå

êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà k.
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà êðèòè÷åñêîé ñè-

ëû ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (12) áóäåò
ðàâíî

k2 = k21 = k22 =
PR3

B
= 18.6044. (17)

Äëÿ íåïîäêðåïëåííîãî êîëüöà k2 = 4.5.
Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîäêðåïëåííîãî êîëüöà ïîä äåéñòâèåì âíåø-

íåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìà îòëè-

÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé îãðàíè÷åíèåì èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî òèïà:

J(w) =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ→ min
w
, (18)

1

2

∫ 2π

0

(w′2 − w2)dϑ = 1, (19)
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è èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè

è îãðàíè÷åíèÿõ

w(ϑ) ≤ 0. (20)

Ïðèìåíèì àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (18)
�(20). ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ïðîãèáà

w = A1 sinϑ+ A2 cosϑ+ A3 sinαϑ+A4 cosαϑ, (21)

ãäå α =
√
1 + k2. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

d(α) = −2α cos(αϑ0) cosϑ0 + 2α− sin(αϑ0) sinϑ0 − α2 sin(αϑ0) sinϑ0 = 0.
(22)

�åøàÿ óðàâíåíèå (22) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé α, ïîëó÷èì �óíêöèþ

α = α(ϑ0). Ïðè çàäàííîì ϑ0 óðàâíåíèå (22) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîð-
íåé. Äàëåå, îïðåäåëÿåì �îðìó ïðîãèáà. Íåîáõîäèìî èñêàòü ìèíèìàëüíûé

êîðåíü óðàâíåíèÿ (22), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ α > 1. Òàêæå íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå çíàêîâûõ îãðàíè÷åíèé (20). ×åì áîëüøå óãîë ϑ0, òåì
ìåíüøå k2, à çíà÷èò è ñèëà P . Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà P â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé óãëà ϑ0 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà α
â çàâèñèìîñòè îò óãëà ϑ0

ϑ0
π

4

π

2

3π

4
π 5π

4

α 4.9801 4.2915 3.2136 3 2.4841

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðè ϑ0 > π ïîêàçàëè, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíê-
öèÿ w áóäåò ìåíÿòü çíàê íà èíòåðâàëå (0, ϑ0), òî åñòü îãðàíè÷åíèÿ íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè íà �óíêöèþ w íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.

ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñèëå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà α = 3 ïðè ϑ0 = π. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå äëÿ

ïîäêðåïëåííîãî êîëüöà ðàâíî

P =
8B

R3
.

Äëÿ íåïîäêðåïëåííîãî êîëüöà P = 3B
R3 .

Â ðàçäåëå 3.4 ðàáîòû ðåøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíîé

ïëàñòèíû, íàãðóæåíîé ïî êðàÿì x = 0, x = a; 0 ≤ y ≤ b íîðìàëüíûìè
óñèëèÿìè. Ïðîãèá ïëàñòèíû w îãðàíè÷åí äâóìÿ æåñòêèìè ðåáðàìè, ïðè

ýòîì íà äâóõ êðîìêàõ ïëàñòèíû âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâî-

áîäíîãî êðàÿ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìàëüíîé ñèëû σ, ïðè
êîòîðîé âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

U − V → min
w

(23)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

{
w(x, y1) ≤ 0, ïðèx ∈ [0, a] ,
w(x, y2) ≥ 0, ïðèx ∈ [0, a] ,

(24)
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ãäå y1, y2 èç (0, b), èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çäåñü

U(w) =
D

2

∫ a

0

∫ b

0

(
(△w)2 − (1− ν)L(w,w)

)
dxdy, (25)

ãäå

△w =
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
,

L(w,w) = 2

(
∂2w

∂x2
· ∂

2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2)
.

�àáîòà âíåøíèõ ñèë âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå

V (w) =
1

2

∫ a

0

∫ b

0

σ

(
∂w

∂x

)2

dxdy. (26)

Ïðè x = 0, x = a áóäóò âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî

îïèðàíèÿ: {
w(0, y) = w(a, y) = 0,
wxx(0, y) = wxx(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b.

(27)

èëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè:

{
w(0, y) = w(a, y) = 0,
wx(0, y) = wx(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b.

(28)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè y = 0; b âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ñâîáîäíîãî êðàÿ:

{
∂2w(x,y)

∂x2 + ν ∂2w(x,y)
∂y2

= 0,
∂3w(x,y)

∂x3 + (2− ν)∂
3w(x,y)
∂x∂y2

= 0, 0 ≤ x ≤ a.
(29)

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû σ∗

ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

I II III IV

b = 1 21.95 32.21 51.49 8.98

b = 0.5 60.40 69.44 91.85 5.37

Áåç îãðàíè÷. π2 ≈ 2π2 ≈ 4π2 ≈ π2/4 ≈
≈ 9.87 ≈ 19.74 ≈ 39.48 ≈ 2.47

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà σ∗ = D−1σ ïðè

a = 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: I - ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ (27), II - ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà íà
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�èñ. 4: Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè íà-

ëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñëåâà) è áåç îãðàíè-

÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñïðàâà)

ëåâîì êðàå x = 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (27), íà ïðàâîì - óñëîâèÿ æåñò-

êîé çàäåëêè (28), III - ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè (28), IV -

ïðè x = 0; a, 0 ≤ y ≤ b - ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ è

ïðè 0 ≤ x ≤ a, y = 0; b ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ. Â ïîñëåä-

íåé ñòðîêå òàáëèöû ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ σ∗
áåç îãðàíè÷åíèé íà ïåðå-

ìåùåíèÿ, âû÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêè. Âëèÿíèå îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé íà

ïåðåìåùåíèÿ (íåðàâåíñòâà (24)) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è ìîãëî áûòü èñ-

ïîëüçîâàíî äëÿ ïîâûøåíèÿ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñæèìàåìûõ ïî êðîìêàì

ïëàñòèí.

�àçëè÷èå â �îðìàõ ðàâíîâåñèÿ ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè îãðàíè÷å-

íèé íà ïåðåìåùåíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ.4.

Â ðàçäåëå 3.5 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåò-

ðè÷íàÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè òîðîîáðàçíîé è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè âðà-

ùåíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë èñïîëüçóåòñÿ òî÷íàÿ òåðìîäèíàìè÷å-

ñêàÿ �îðìóëà. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ êóáè-

÷åñêèå ñïëàéíû.

Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ñðåäèííóþ

ïîâåðõíîñòü êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç S, âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

�îðìóëîé, ïðåäëîæåííîé À.Â. Ïîãîðåëîâûì â ðàáîòå "�åîìåòðè÷åñêàÿ

òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê

Us =

∫ ∫
Φ1(ε1, ε2, κ1, κ2)ds, (30)

ãäå

Φ1 =
Eh3

24(1− ν2)
(κ21 + κ22 + 2νκ1κ2)+

+
Eh

2(1− ν2)
(ε21 + ε22 + 2νε1ε2), (31)

E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé
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äå�îðìàöèè





ε1 =
ϕ′2 + ψ′2 − a2

a2
,

ε2 =
ϕ2 − (R+ a cos θ)2

(R+ a cos θ)2
,

κ1 =
ψ

′′

ϕ
′ − ψ

′

ϕ
′′

a2
√
ϕ′2 + ψ′2

− 1

a
,

κ2 =
ψ

′

ϕ− cos θ(R+ a cos θ)
√
ϕ′2 + ψ′2

cos2 θ(R+ a cos θ)2
√
ϕ′2 + ψ′2

,

(32)

ãäå {
ϕ(θ) = R + (a+ w(θ)) cos θ − u(θ) sin θ,
ψ(θ) = (a+ w(θ)) sin θ − u(θ)cosθ.

(33)

Äëÿ âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà�

Áåðíóëëè ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

A = P∆V, (34)

ãäå ∆V � èçìåíåíèå îáúåìà îáîëî÷êè â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå:

Us − A→ min
w,u

, (35)

ãäå �óíêöèè w, u óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàíû êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Ïðîâå-

äåíû ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ âû÷èñëåíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-

ìè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäîâàíû íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà.

Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé èìåþò âèä

{
D
h
∆∆w = −ρ∂2w

∂t2
+ ∂2w

∂x2

∂2ϕ
∂y2

+ ∂2w
∂y2

∂2ϕ
∂x2 − 2 ∂2w

∂x∂y
∂2ϕ
∂x∂y

,
1
E
∆∆ϕ = ( ∂2w

∂x∂y
)2 − ∂2w

∂x2

∂2w
∂y2
,

(36)

ãäå w = w(x, y, t) - ïðîãèá, ϕ = ϕ(x, y, t) � �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé, D =
Eh3

0

12(1−ν2) � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E � ìîäóëü Þíãà, ν �

êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, h0 � òîëùèíà ïëàñòèíû, x, y � êîîðäèíàòû òî÷åê

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, t � âðåìÿ,

∆w =
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
, ∆∆w =

∂w4

∂x4
+ 2

∂4w

∂y2∂x2
+
∂4w

∂y4

� îïåðàòîðû Ëàïëàññà è áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð.
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Ïóñòü w = w(x, y, t) � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (36). Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, ò.å. 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, è
ñâîáîäíî îïåðòà ïî ñâîèì êðàÿì, òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíî

ïåðåìåùàþòñÿ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y). Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ìîæíî çàïèñàòü:

{
w(0, y, t) = w(a, y, t) = 0, ∂2w(0,y,t)

∂x2 = ∂2w(a,y,t)
∂x2 = 0,

w(x, 0, t) = w(x, b, t) = 0, ∂2w(x,0,t)
∂y2

= ∂2w(x,b,t)
∂y2

= 0,
(37)

{
∂2ϕ(0,y,t)

∂y2
= ∂2ϕ(a,y,t)

∂y2
= 0, ∂2ϕ(0,y,t)

∂x∂y
= ∂2ϕ(a,y,t)

∂x∂y
= 0,

∂2ϕ(x,0,t)
∂x2 = ∂2ϕ(x,b,t)

∂x2 = 0, ∂2ϕ(x,0,t)
∂x∂y

= ∂2ϕ(x,b,t)
∂x∂y

= 0.
(38)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (38) îçíà÷àþò îòñóòñòâèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé íà êðàÿõ ïëàñòèíû.

Êðîìå òîãî äîëæíû áûòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, y, 0) = u(x, y),
dw(x, y, 0)

dt
= v(x, y). (39)

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ñåòîê. Ïî-

ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ãðà�èêè ðåøåíèé íåëè-

íåéíîé çàäà÷è ïîêàçàëè, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûå êîëåáàíèÿ, ïðîéäÿ ðÿä ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé, âîññòàíàâëèâàþòñÿ â èñõîäíîì ïîëîæåíèè.

�èñ. 5: Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à.

Ó÷åò íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó ¾ý��åê-

òó âîçâðàòà¿, êîòîðûé âïåðâûå íàáëþäàëñÿ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå,

ïðîâåäåííîì â 1952 ãîäó ïî ïðåäëîæåíèþ Ôåðìè, Ïàñòû è Óëàìà.
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Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû äèññåð-

òàöèè:

• ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîãî

ïðîäîëüíîé ñèëîé ñòåðæíÿ, ïðîãèá êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí

æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ;

• ðåøåíû çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íàãðóæåííûõ íîðìàëü-

íûìè èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ óïðóãèìè íèòÿìè, êî-

òîðûå íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé;

• ÷èñëåííî èññëåäîâàíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí
ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè ñâîáîäíîãî êðàÿ;

• ÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â îñåñèì-
ìåòðè÷íîì ñëó÷àå â íàèáîëåå òî÷íîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñ âû÷èñëå-

íèåì ðàáîòû âíåøíèõ ñèë ïî òî÷íîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé �îðìóëå;

• ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé

ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà.
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ìó ðóêîâîäèòåëþ äîöåíòó Âëàäèìèðó Íèêîëàåâè÷ó Òàðàñîâó çà
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